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Vorwort

Im Jahre 2010 habe ich einmal mehr Zeit gefunden, die meines Erachtens
nach einzigartigen Bénde I und II der Linearen Algebra von Egbert
Brieskorn ein wenig zu studieren und bin dabei, diesmal mit Aufmerk-
samkeit, auf das vorweggenommene Inhaltsverzeichnis zum dritten Band
gestoen. Da ich das besagte Werk nirgends finden konnte, habe ich
Herrn Brieskorn angeschrieben und erhielt von ihm die durchaus wenig
erfreuliche Nachricht, dass zwar das Manuskript existiere, es aber nie zu
einer Verdffentlichung gekommen sei. Es ergab sich schnell die Idee, den
fehlenden Band in modernem Layout zu TgXen, welcher Herr Brieskorn zu
meiner groflen Freude direkt zustimmte. So begann Ende 2010 nach Erhalt
des Originalmanuskriptes und mit Hilfe einiger, ebenso wie ich freiwilliger
Helfer vom matheplanet.com Forum die Arbeit am Projekt LA3. Aufgrund
diverser beruflicher Wechsel meinerseits sowie ebenso héufiger Wechsel
des Projektteams hat sich das Vorhaben leider deutlich ldnger als geplant
hingezogen — vor allem stimmt es uns allesamt traurig, dass Egbert
Brieskorn die Verdffentlichung seines Werkes und die Vollendung seiner

Reihe Lineare Algebra nicht mehr miterleben konnte.

Was hebt die Buchreihe von Herrn Brieskorn ab von anderen Biichern zur
Linearen Algebra? Da gibt es vieles zu erwdhnen, wovon hier exemplarisch

genannt seien

e Die Motivationen der Inhalte und Art der Visualisierungen, welche an-
sonsten undurchschaubare Sachverhalte und Gebilde oft verstandlich

darzulegen vermogen.

e Durchgingige Konzepte und Beziige iiber alle Béinde hinweg.



vi Vorwort

e Die Prisentation der Inhalte: Klassische Ergebnisse werde sowohl von
historischen Ursprung aus dargestellt als auch von einer modernen

Perspektive aus betrachtet; insbesondere in diesem dritten Band.

Und natiirlich zuguterletzt die Passion, die man in dem Gesamtwerk
erkennt, und welche heutzutage in Biichern zu Highspeed-Studiengingen

oftmals viel zu kurz kommt.

Nur an wenigen Stellen wurden Fehler im Original ausgebessert oder das
Layout aus lesetechnischen Griinden angepasst. Es sei auch darauf hinge-
wiesen, dass es im Springer Verlag eine Hardcoverversion dieses Buches gibt.
Finer der Hauptunterschiede ist das Fehlen der historischen Anmerkung
in dieser elektronischen Ausgabe, welche vertragsbedingt der Druckversion
von Springer vorbehalten sind. Selbiger fehlt dafiir aus rechtlichen Griinden

der 'Dialog’ am Ende des Buches.

Auch das Layout von Kapitelanfingen und einigen Tabellen weicht von
der Druckversion ab. Wahrend wir uns hier dariiberhinaus an die original
Nummerierung der Kapitel (fortlaufend iiber die Bénde hinweg) sowie Sétze
und Theoreme (forlaufend innerhalb eines Kapitels durch alle Sektionen
eines Bandes hinweg) halten, ist dies auf Wunsch des Verlegers in der
Druckvariante nicht der Fall. Daher hier kurz eine Art Umrechnungshilfe,
falls Leser mit beiden Versionen parallel arbeiten méchten. Generell gibt
es im ebook keinen wechselnden Kapitelnummerprifix, sondern eine fixe
13. Ein Erratum zur Druck-Version gibt es auf http://www.gilgamash.com

unter der Auswahl Science — Brieskorn LAS.

Nummer im ebook | Nummer im Hardcover | ebook Offset

13.25 21 +24
13.42 3.1 +41
13.82 4.1 +81
13.113 5.1 +112

13.137 6.1 +136



http://www.gilgamash.com

Vorwort vii

Desweiteren mochte ich unbedingt noch denjenigen danken, die das Projekt
realisiert haben. Neben Egbert Brieskorn und seiner Frau Heidrun gilt der
Dank insbesondere den Helfern der ersten Stunde als auch denjenigen, die
enormes in der Endphase geleistet oder sogar durchweg das gesamte Projekt
begleitet haben, gedankt: Yves Gessner, Stephan Bogendorfer, Florian
Modler, Gert-Martin Greuel, Rolf Bardeli sowie Achim Bittner fiir das
wundervolle Titelbild — selbiges zeigt einen Silberdiinnfilm auf einem Glas-
keramiksubstrat, aus dem bei 200°C Ag-Kristallite rekristallisieren. Und
zuguterletzt danke ich Erhard Scholz, welcher als nahestehender Freund
von Egbert Brieskorn die Gesamtkoordination wesentlich mitiibernommen
hat.

Es sei noch erwihnt, dass am Ende des Buches im Anschluss an den Index

ein detailliertes Inhaltsverzeichnis zu finden ist.

Fiir eventuelle Fehlerhinweise an
brieskornla3@gilgamash.com
bin ich dankbar, um stets eine soweit wie mdéglich aktuelle und korrigierte
Version unter
Imaginery Link
und
Homepage Link

anbieten zu konnen.

Ansonsten bleibt mir nur noch, ebensoviel Freude und Erkenntnis beim Le-

sen des Buches zu wiinschen, wie wir selbst beim Lesen und Erstellen hatten.

Andreas Beschorner, Korschenbroich im Februar 2020

Version vom 20. September 2020


mailto:brieskornla3@gilgamash.com
https://imaginary.org/background-material/eb-la-iii-a
http://www.gilgamash.com/downloads/BrieskornLA3.pdf




Einfiihrung 1

Geometrie im euklidischen Raum

Einfiihrung!

Im Einleitungskapitel zu diesem Buch habe ich thesenhaft am Beispiel des
Gruppenbegriffs zu zeigen versucht, wie die Entfaltung mathematischen
Denkens Teil des sehr viel umfassenderen in der Naturwissenschaft unter-
nommenen Versuchs ist, ,,die Natur durch genaue Begriffe aufzufassen“. Ich
habe angedeutet, welche Bedeutung der Gruppenbegriff dabei hat, und dafl
wir die Geometrie, durch die wir uns genaue Begriffe vom Raum machen,
in analytischer Weise mit Hilfe der linearen Algebra behandeln wollen.
Die weiteren Kapitel waren der Entwicklung der linearen Algebra und der

Entfaltung des Gruppenbegriffs gewidmet.

In diesem letzten Band schliefit sich nun der Kreis. Mit Hilfe der linearen
Algebra wird ein Stiick weit die euklidische Geometrie entwickelt, und im
Rahmen dieser Geometrie werden mit Hilfe des Gruppenbegriffs die symme-
trischen Gestalten der Kristalle beschrieben. Dabei kann und soll der Teil
Euklidische Geometrie kein getreues Spiegelbild der griechischen Mathema-
tik sein, wie sie sich in den Werken von Euklid, Archimedes und Apollonius
darstellt. Er kann das schon deswegen nicht, weil von der reichen Vielfalt
der geometrischen Probleme, die in dieser Geometrie behandelt wurden,

nur ein winziger Bruchteil seinen Platz in diesem kurzen Kapitel finden kann.

Dariiber hinaus aber ist es uns, die wir mehr als zweitausend Jahre nach
FEuklid leben, gar nicht mehr mdoglich, so zu denken wie er. Und wir wollen
das auch nicht. Das, was mit der Entwicklung der analytischen Geometrie
und des Gruppenbegriffs erreicht wurde, soll ja in unserer Darstellung zum

Tragen kommen.

Dennoch hoffe ich, dafl auch in dieser neuzeitlichen Darstellung der euklidi-

schen Geometrie Spuren vom Geiste der griechischen Mathematik sichtbar

! Anmerkung der Redaktion: Kapitel I in Band I
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bleiben, zum mindesten in der Auswahl der wichtigsten Gegenstéinde, der

Kegelschnitte und der reguléren Polyeder.

Einige der reguléren Polyeder sind Kristallformen, andere nicht. Der letzte
Abschnitt? handelt von der Beschreibung aller moglichen Kristallformen.
Er zeigt so an einem einfachen Beispiel, wie Mathematik dazu beitragt, ,,die

Natur durch genaue Begriffe aufzufassen®.

2Anmerkung der Redaktion: Dieser konnte leider nicht mehr fertiggestellt werden,
siehe auch Vorwort des Verlages in der Druckversion.
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13.1 Euklidische affine Rdume und ihre Isometriegruppen

Die Geometrie, welche wir heute euklidische Geometrie nennen, war fiir die
griechischen Mathematiker der Antike die Geometrie schlechthin. Erst im
19. Jahrhundert wurde den Mathematikern bewusst, dass viele ,, Geometri-
en® denkbar sind. Als dann die grundlegenden Begriffe der Mannigfaltig-
keit und der Gruppe entwickelt waren, konnte Felix Klein 1872 in seinem
,Erlanger Programm® die konstitutiven Elemente solcher verallgemeinerten

Geometrien wie folgt bestimmen:

SFEs ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Trans-
formationsgruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit an-
gehorenden Gebilde hinsichtlich solcher Figenschaften untersu-
chen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht gedndert

werden”.

Im Sinne dieses Programms beginnen wir unsere Darstellung der euklidi-
schen Geometrie mit der Definition der Mannigfaltigkeiten, die zu dieser
Geometrie gehoren — das sind die euklidischen affinen Rdume — und mit
der Definition der zugehorigen Transformationsgruppen — das sind die

Isometriegruppen dieser Rdume.

Spater werden wir dann wenigstens einige der mannigfaltigen Gebilde
definieren, die im Laufe ihrer langen Geschichte in der euklidischen Geo-
metrie betrachtet wurden: Geraden, Winkel, Dreiecke, Polygone, Polyeder,
Kreise, Kegel und Kegelschnitte, Sphéren, Ellipsoide, Paraboloide und
Hyperboloide. Und wir werden sie , hinsichtlich solcher Figenschaften unter-

suchen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht gedndert werden.*

Der Begriff des euklidischen affinen Raumes entsteht durch Synthese aus
zwei Begriffen, die wir schon frither — in § 1.8.1 und § 11.12.6 — eingefiihrt
haben. Der eine Begriff ist der des affinen Raumes, der andere der des eukli-

dischen Vektorraumes. Wir erinnern an die Definitionen: Ein affiner Raum
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(X, V,7) ist eine Menge X zusammen mit einer effektiven transitiven Opera-
tion 7 der additiven Gruppe eines Vektorraumes V auf X. Ein euklidischer
Vektorraum (V,b) ist ein reeller Vektorraum V' mit einer positiv definiten

symmetrischen Bilinearform b auf V.

Definition:
Ein euklidischer affiner Raum ist ein affiner Raum, dessen Translations-
vektorraum die Struktur eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorrau-

mes hat.

Ein wenig formaler kann man die Definition wie folgt formulieren: Ein eu-
klidischer affiner Raum ist ein Quadrupel F = (X,V,7,b), wo (X,V,7)
ein affiner Raum ist und (V,b) ein endlichdimensionaler euklidischer Vek-
torraum. Wie frither werden wir meist die schwerfillige Quadrupelnotation
vermeiden und statt (X, V,7,b) einfach X oder E schreiben. Wir benutzen
folgende einfache Definitionen und Bezeichnungen: Elemente aus X nennen
wir Punkte und bezeichnen sie meist mit x, y, z usw. Autoren in der klassi-
schen Tradition verwenden zur Bezeichnung von Punkten Grolbuchstaben
A,B,C,D,...,wihrend kleine Buchstaben a, b, ¢, d, . . . zur Bezeichnung von
Geraden oder Strecken dienen. Die Operation 7(v) : X — X eines Vektors
v € V auf X nennen wir Translation, und fiir x € X schreiben wir statt
7(v)(x) auch (v, x) oder v(x) oder x 4+ v. Den durch zwei Punkte z,y € X
eindeutig bestimmten Vektor v € V mit v(x) = y bezeichnen wir mit @
Also gilt:
v=1) < v(z) =y.

Fiir das Skalarprodukt in V' schreiben wir auch (v, w) statt b(v,w). Da

fiir alle v € V ja (v,v) > 0 gilt, kénnen wir wie folgt die Norm |[|v|| von v

|v]| := 4++/ (v, v).

definieren:

Definition:
Eine Norm auf einem reellen Vektorraum V ist eine reellwertige Funktion

v+ ||| auf V' mit folgenden Eigenschaften:
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(i) flvl =0

(ii) [jv] =0 v=0
(iii) [Jo +wl < [jol] + [lwl|
(iv) [|Av]l = [A[ o]

Es gibt viele verschiedenartige Normen auf Vektorriumen. Die wie oben
mit Hilfe eines Skalarproduktes definierten Normen bilden einen besonders
wichtigen Spezialfall. Fiir eine solche Norm kann man das Skalarprodukt

durch ,,Polarisierung* aus der Norm zuriickgewinnen:
1 2 2 2
(,w) = 5 (llv+wl” = lv]" = flw]”) -

Daher kann man die orthogonale Gruppe Aut(V,b) eines endlichdimen-
sionalen euklidischen Vektorraumes (V,b) auch als die Gruppe der normer-
haltenden Endomorphismen von V' charakterisieren. Wir benutzen folgende

Bezeichnungen fiir die orthogonale Gruppe von (V,b):
Aut(V,b) = O(V,b) = O(V).

Mit Hilfe der Norm auf V konnen wir eine Metrik auf X einfithren. Vor-
her definieren wir allgemein den Begriff der Metrik und einige damit eng

zusammenhéngende Begriffe.

Definition:

(i) Eine Metrik d auf einer Menge X ist eine reellwertige Funktion auf

X x X mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(z,y) >0

(2) dz,y) =0 z=y

(3) d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) Dreiecksungleichung
(4) d(z,y) = d(y,x)

(ii) Das Paar (X, d) heiit ein metrischer Raum.
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In einem metrischen Raum (X,d) kann man zu jedem Punkt x € X und

zu jeder positiven reellen Zahl » Kugeln und Sphiren vom Radius r mit

Mittelpunkt z definieren.

Definition:

(i)

(i)

(iii)

Br(z) ={y € X[d(z,y) <r}
ist die offene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x.

By (z) ={y € X |d(z,y) < r}

ist die abgeschlossene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt .

Sr(x) ={y € X |d(z,y) =1}
ist die Sphéire mit Radius r und Mittelpunkt z.

In einem metrischen Raum kann man in natiirlicher Weise eine Topologie

einfithren: Die offenen Mengen sind diejenigen Teilmengen U C X, die mit

jedem Punkt z € U auch eine offene Kugel B,(z) C U umfassen. Damit

kann man dann in der iiblichen Weise z.B. die Konvergenz von Folgen in X

oder die Stetigkeit von Funktionen auf X definieren. Wir wollen darauf aber

nicht weiter eingehen, sondern direkt mit der Metrik arbeiten, die ja mehr

an Struktur enthilt als die Topologie.

Definition:

(i)

(i)

(iii)

Eine isometrische Abbildung von einem metrischen Raum (X, d)
auf einen metrischen Raum (X', d') ist eine bijektive Abbildung ¢ :
X — X' mit d(p(z),e(y)) = d(z,y) fir alle z,y in X. Wenn es
eine solche isometrische Abbildung gibt, heifien (X,d) und (X', d’)

isometrisch.

Eine isometrische Abbildung eines metrischen Raumes (X, d) auf sich

selbst heifit eine Isometrie von (X, d).

Die Isometriegruppe I(X,d) von (X,d) ist die Gruppe aller Isome-
trien von (X,d). Wenn d durch den Kontext festliegt, schreiben wir
I(X) statt I(X, d).

Wir fithren nun fiir jeden euklidischen affinen Raum (X,V,7,b) wie folgt
eine Metrik d auf X ein.
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Definition:
Das Paar (X,d) mit d(z,y) := |Z| heift der zu (X,V,7,b) gehdrige

metrische Raum.

Jedem euklidischen affinen Raum (X, V,7,b) ist also kanonisch ein metri-
scher Raum (X, d) zugeordnet. Daraus ergeben sich zwei Isometriebegriffe

fiir euklidische affine Raume.

Definition:
E=(X,V,7,b) und E' = (X', V', 7/, V') seien euklidische affine Riume.

(i) Eine isometrische affine Abbildung von E auf E’ ist ein Paar
(p,) von Abbildungen ¢ : X — X' und ¢ : V — V', so daB (p, )
ein Isomorphismus der affinen Rédume (X, V,7) und (X', V', 7') ist und
¥ ein metrischer Isomorphismus der euklidischen Vektorraume (V,b)
und (V. V).

(ii) Eine isometrische Abbildung von E auf E’ ist eine isometrische
Abbildung ¢ : X — X’ der zu F und E’ gehérigen metrischen Rdume
(X,d) und (X', d').

Da die metrische Struktur aus der euklidischen affinen Struktur abgeleitet
ist und keine algebraischen Bestimmungsstiicke enthilt, konnte man vermu-
ten, dass sie weniger starr ist als die euklidisch-affine Struktur, und dass es
daher mehr isometrische Abbildungen geben konnte als isometrische affine
Abbildungen. Das ist jedoch nicht der Fall: Die beiden Begriffe von Isometrie

fallen zusammen. Dies ist der Inhalt der beiden folgenden Sétze.

Proposition 13.1

Wenn (¢,1) eine isometrische affine Abbildung eines euklidischen affinen
Raumes F auf einen euklidischen affinen Raum E’ ist, ist ¢ eine isometrische
Abbildung von E auf E'.

Beweis:
(@), o) = [e@e|| = @I = 171 = d()
Bemerkung:

Nach Proposition 8.6 (i) ist der lineare Anteil 1) durch ¢ bereits eindeutig
bestimmt, so dass die Zuordnung (¢, ) — ¢ injektiv ist.
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Satz 13.2

¢ : X — X’ sei eine isometrische Abbildung der euklidischen affinen Riume
E = (X,V,b,7) und E' = (X', V', ¥/, 7). Dann gibt es einen eindeutig be-
stimmten Isomorphismus ¢ : V' — V' der euklidischen Vektorrdume (V,b)
und (V', V'), so dass (¢, ) eine isometrische affine Abbildung von E auf E’

ist.

Beweis:

Wir wihlen einen Punkt x € X setzen y = ¢(x) und definieren Bijektionen
72V = X und 7 : V' = X' durch 7,(v) = v(x) und 7, (w) = w(y). Dann
definieren wir eine Bijektion ¢ : V' — V' durch ¢ = TZ/J_l owoT,. Wir zeigen

in sieben Beweisschritten, dass ¢ die gewiinschten Eigenschaften hat.

Behauptung 1: Das folgende Diagramm kommutiert:
Vx{z}—=X
|k
V! x {y} PN X'

Beweis: Dies folgt trivial aus der Definition von .

Behauptung 2: [|¢(w)|" = |lw]|.
Beweis: [$(w)l]' = d(¢(x), oz + w)) = d(z, 7 +w) = |Ju].

Behauptung 3: 4¥(u) — (0] = u — vl
Beweis:

d'(p(z) +P(v), p() + 1 (w))
= d(pla+v),p(e +w)
= dx+v,x+u)=|u—v.

19 (u) = ()]

Behauptung 4: ¢ (u) +¥(0)| = ||u +v]|.
Beweis:
o) + @)% = 2[lp@)|* +2 [ @)I* = ) — )]
= 2[ul* +2olf* = Jlu - o]

= |lu+ v||* wegen Behauptungen 2 und 3.
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Behauptung 5: (1(u),¥(v)) = (u,v).
Beweis: Dies folgt durch Polarisation aus den Behauptungen 2 und 4.

Behauptung 6: 1 : V' — V' ist ein Isomorphismus eudklidischer Vek-
torrdume.

Beweis: Es sei eq,...,e, eine Orthonormalbasis von V. Dann bildet
P(er), ..., ¥ (e,) wegen Behauptung 5 eine Orthonormalbasis von V.
Daher gilt — aufgrund selbiger Behauptung — folgende Kette von Aqui-

valenzen fiir Elemente v € V:

v= Z@-ei s = (v,e) &z = W), (&) <) = chlw(ez)

Also gilt ¥(>_ zie;) = > xi1p(e;), und 9 ist linear und ist ein Isomor-

phismus von euklidischen Vektorrdumen.

Behauptung 7: Das folgende Diagramm kommutiert:
VxX—"T-X
¢X<pl Jf
Vix X' —= X'
Beweis: Aus den Behauptungu;gen 1 und 6 folgt fiir alle (v, z) € Vx X:

p(T(v,2)) = @(r(v+T%2)) = 7' (v + T, y) = 7' ($(0) + $(T%), y)
= 7(d(v),9(2)).

Mit den Behauptungen 6 und 7 ist die Existenz eines Homomorphis-
mus 1 : V — V’/ mit den behaupteten Eigenschaften bewiesen. Die
Eindeutigkeit folgt unmittelbar aus Proposition 8.6 (i).

Definition:
E = (X,V,7,b) sei ein euklidischer affiner Raum und (X, d) der zugehorige

metrische Raum.

(i) I(E) :={p : X = X|d(p(z),e(y)) = d(z,y)} ist die Isometrie-
gruppe von E.
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(ii) der lineare Anteil von ¢ € I(E) ist die eindeutig bestimmte orthogo-
nale Transformation ¢ € O(V,b), fiir welche (¢,%) eine isometrische
affine Abbildung von E auf sich ist. A : I(E) — O(V) ist der Homo-

morphismus, der jeder Isometrie ihren linearen Anteil zuordnet.

(iii) T(E) :={p e (F)|3FveV: p=17(v)} ist die Translationsgruppe

von E. Die Elemente von T(E) heiflen Translationen.
Aus den Sétzen 13.2 und 8.8 folgt sofort der folgende

Satz 13.3
Fiir die Isometriegruppe I(E) eines euklidischen affinen Raumes
E = (X,V,1,b) gelten folgende Aussagen:

(i) Die folgende Sequenz ist exakt:
15 T(E) = I(E) D 0(WV) - 1.
(ii) Die Operation von I(E) auf sich selbst durch innere Automorphismen
induziert eine Operation auf der normalen Untergruppe T(F). Diese

Operation geht in die Operation von O(V) auf V' iiber, wenn man V
durch v + 7(v) mit T(E) identifiziert.

(iii) Zu jedem Punkt x € X gehort eine Spaltung

1= T(E) - I(E) 22 O(V) — 1.

Dabei ist 1, durch pg(¥)(y) = 2 + (7)) definiert.

(iv) Das Bild von p, ist die Isotropiegruppe I(E), von x:

I(E)e = {p € I(E)|p(z) =z}
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Proposition 13.4

(i) Zu jeder Spaltung

A
1-TE)=>I(E)z=0(V) =1
Hx
existiert genau ein x € X mit u = p,. Dieser Punkt x ist die Fix-

punktmenge Fix p O(V).

(ii) Eine Isometrie ¢ € I(E) hat genau dann einen Fixpunkt z € X, wenn
es eine Spaltung p: O(V) — I(E) mit ¢ € pO(V) gibt.

Beweis:

(i) O.B.d.A.sei E = A(V). In O(V) gibt es eine ausgezeichnete Involution
i € O(V), ndmlich i(v) = —v. Es sei 0 = u(). Die involutive Isometrie
o ist notwendigerweise von der Form o(y) = —y + b, hat also genau
einen Fixpunkt z, ndmlich = b/2.
Andererseits liegt (i) im Zentrum von pO(V'), und deswegen lisst
pO(V) die Fixpunktmenge Fix p(i) = {z} invariant. Daraus folgt
Fix pO(V) = {z}, und wegen 13.3 (iv) folgt daraus p = pi .

(ii) Dies folgt trivial aus (i) und 13.3 (iv).

Definition:

(i) V sei ein euklidischer Vektorraum. Dann bezeichnen wir mit O* (V)
die Gruppe der orientierungserhaltenden orthogonalen Trans-

formationen, d.h. die spezielle orthogonale Gruppe
0T (V) =0(V)NGLY (V) =S0(V) = O(V)NSL(V)

Weiter ist
O~ (V):=0(V)\ O (V)

die Menge der orientierungsumkehrenden orthogonalen

Transformationen.
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(ii) E sei ein euklidischer affiner Raum mit Translationsvektorraum V.
IT(E) := A"HO0T (V)
ist die Gruppe der orientierungserhaltenden Isometrien.
I (E) :=1(E)\IT(E)
ist die Menge der orientierungsumkehrenden Isometrien.

Terminologie:

Manche Autoren nennen die Isometrien von E auch Bewegungen von E
und die orientierungserhaltenden Isometrien eigentliche Bewegungen.
Wir schlieflen uns gelegentlich diesem Sprachgebrauch an, obwohl er nicht
mit der umgangssprachlichen Bedeutung des Wortes ,, Bewegung® {iberein-
stimmt, die ja wohl auf eine in der Zeit stattfindende Veréinderung der Lage
im Raum verweist. Manche Autoren verwenden das Wort Bewegung nur fiir
orientierungserhaltende Isometrien. Die eigentlichen Bewegungen mit einem
Fixpunkt nennen manche Autoren Drehungen. Diese Ausdrucksweise ist
fiir dim ' < 3 naturgeméf. Benutzt man sie auch fiir hohere Dimensionen,

dann kann man den wesentlichen Gehalt von Satz 13.3 wie folgt aussprechen:

Jede eigentliche Bewegung ¢ eines euklidischen affinen Raumes lisst sich
beziiglich jedes Punktes x in eindeutiger Weise als Produkt ¢ = T o1 einer

Drehung 1 mit Fixpunkt x und einer Translation T darstellen.

Nach der kategorischen Beschreibung der euklidischen affinen Rdume geben

wir nun noch eine ganz konkrete Beschreibung.

Definition:
Der n-dimensionale euklidische affine Standardraum E" ist wie folgt
definiert: E™ := (R™,R", 7,b) mit

T(V1,y o) (@1, oy ) = (1 + V1, .o, Ty + Vp)

b((x1,. -y Tn), (Y1 -y Yn)) = T1Yn + -« + TpYn.
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Die Isometriegruppen von E™ bezeichnen wir mit I(n,R) = I(E™) und
I* (n,R) = I* (E™).

Proposition 13.5

Jeder n-dimensionale euklidische affine Raum ist isometrisch zum n-

dimensionalen euklidischen affinen Standardraum.
Beweis: Dies folgt aus Proposition 1.8.1 (ii) und Satz II1.12.50.

Die folgenden beiden Propositionen folgen aus Proposition 1.8.10 und
Satz 13.3.

Proposition 13.6

Mit A € O(n,R) und b € R” sind die Isometrien des n-dimensionalen eukli-

dischen affinen Standardraumes genau die Transformationen

Der lineare Anteil dieser Transformation ist A.

Proposition 13.7

Es gibt ein kanonisches Diagramm von spaltenden kurzen exakten Sequenzen

1 —R"——["(n,R) == SO(n,R) ——=1

1 R" I(n,R) O(n,R) — 1

]

1 —R" —— GA(n,R) —=—=GL(n,R) —1

Dabei bezeichnet GA(n,R) = GA(R") die allgemeine affine Gruppe des
affinen Standardraumes. Natiirlich ist I (n,R) sogar in GA™ (n,R) enthal-
ten, der Gruppe der orientierungserhaltenden affinen Transforma-
tionen. Wir werden spiéter die Isometriegruppen euklidischer affiner Rdume
genau untersuchen. Zur Vorbereitung wollen wir aber schon jetzt eine be-

sonders wichtige Art von Isometrien einfithren, ndmlich die Symmetrien.
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Definition:
Eine Symmetrie eines euklidischen affinen Raumes E ist eine involutive®

Isometrie von F, das heifit ein Element o € I(E) mit 02 = 1.

Es wird sich zeigen, dass Symmetrien durch ihre Fixpunktmenge bereits
eindeutig bestimmt sind, und dass die Fixpunktmenge einer Isometrie leer

oder ein affiner Unterraum ist.

Definition:

Die Fixpunktmenge einer Isometrie ¢ von E = (X, V, 7,b) ist die Menge
Fix o = {x € X | p(z) = z}.

Die affinen Unterrdume eines affinen Raumes wurden bereits in § 1.8 ein-
gefiihrt. Ist £ = (X, V, 7,b) ein euklidischer Raum und (Y, W, 7’) ein affiner
Unterraum von (X, V,7), dann induziert b auf W C V eine positiv definite
Bilinearform &', und (Y, W, 7/,¥’) ist ein euklidischer affiner Raum. Die so
definierten Rdume sind gerade die Unterrdume von E in der Kategorie der
euklidischen affinen Rdume. Da sie aber bijektiv den affinen Unterrdumen
entsprechen, nennen wir sie einfach affine Unterriume von F.

Aus § 1.8.1 folgt, dass ein solcher Unterraum (Y, W, 7’,1’) bereits eindeutig
durch die Teilmenge Y C X bestimmt ist. Wir nennen daher auch diese
Teilmenge ¥ C X einen affinen Unterraum von X, und wir bezeichnen
W, den durch E = (X,V,7,b) und Y C X eindeutig bestimmten Translati-
onsvektorraum von Y, mit ? Damit iibertragen sich einige frither gegebene

Definitionen wie folgt auf affine Unterrdume euklidischer affiner Rdume.

Definition:
E = (X,V,7,b) sei ein euklidischer affiner Raum, und Y,Y7,Ys C X seien

affine Unterrdume von X.
(i) dimY := dim 7, codim Y =dim X —dimY

(ii) Y ist ein Punkt in X & dimY =0

Y ist eine Gerade in X & dimY =1

3 Anmerkund der Rekation: Heutzutage meist involutorisch genannt.
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Y ist eine Ebene in X & dimY =2

Y ist eine Hyperebene in X < codim Y = 1.
(iii) Y7 ist orthogonal zu Y, < 71 ist orthogonal zu ?2

Proposition 13.8

(i) Die Fixpunktmenge einer Isometrie ¢ eines euklidischen affinen Raum-

es F ist leer oder sie ist ein affiner Unterraum.

(ii) Fiir eine Isometrie ¢ mit nichtleerer Fixpunktmenge gilt
S
Fix ¢ = Fix A(p)

Beweis:
0O.B.d.A. sei E = E™ und ¢(z) = Az + b. Dann ist

Fix N(¢) ={zeR"|(A-1)z+b=0}

als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems nach Proposition 1.8.12
leer oder ein affiner Unterraum. Es gilt Fix A(¢) = {z € R" | (A—1)x = 0},
und (ii) folgt aus Satz 1.9.1.

Proposition 13.9

Die Fixpunktmenge einer Isometrie ¢ € I(F) von endlicher Ordnung k ist

nicht leer.

Beweis:

O.B.d.A. sei E = E". Es sei ¢+ € R" irgendein Punkt von E und
z = %(x + () + ©*(z) + ... + ¢* 1) das Baryzentrum des o-Orbits von
x. Dann gilt p(z) = z.

Korollar 13.10

Die Fixpunktmenge einer Symmetrie ist ein affiner Unterraum.

Definition:
o € I(E) sei eine Symmetrie. Dann heifit der affine Unterraum Fix o das

Symmetriezentrum von o.
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Proposition 13.11

Zu jedem affinen Unterraum Y C X in einem euklidischen affinen Raum

E = (X,V,1,b) gibt es genau eine Symmetrie o von X mit Zentrum Y.

Beweis:

Eindeutigkeit: Setze 1 = A(o) € O(V) mit ¢? = 1. Die Eigenwerte von 1)
sind £1. Sind V; und V_ die zugehorigen Eigenrdume, dann hat ¢ nach
Satz 11.12.63 die orthogonale Eigenraumzerlegung V' = V, L V_, und ist
durch diese eindeutig bestimmt. Aus V. = Fix ¢ und Y = Fix o folgt leicht
Vi = 7 und V_ = 7L. Daher ist ¢ durch Y eindeutig bestimmt. Aber
dann ist nach Proposition 1.8.6 (ii) auch ¢ durch Y eindeutig bestimmt: Ist
x €Y, so gilt o(z) = x, und daraus folgt: o = pz(v), wo py : O(V) — I(E)
die Spaltung zu z ist.

Ezistenz: ¢ € O(V) sei die Involution mit 7 bzw. 7L als Eigenrdumen zum
Eigenwert 1 bzw. —1. Es sei © € Y und p, : O(V) — I(E) die zugehérige

Spaltung. Dann ist 0 = p, (1)) eine Symmetrie mit Zentrum Y.

Definition:

X sei ein euklidischer affiner Raum und Y € X ein affiner Unterraum.

(i) oy ist die eindeutig durch Y bestimmte Symmetrie mit Zentrum
Y.

(i) Wenn Y eine Hyperebene ist, heifit oy die Spiegelung an Y.

(iii) Wenn Y ein Punkt = € X ist, heifit oy die Inversion mit Zentrum

x und wird mit o, bezeichnet

Terminologie:

Manche Autoren nennen die Inversion — vielleicht nicht ganz passend —
auch ,Punktspiegelung“. Aber auch der Name , Inversion“ ist nicht ganz
gliicklich gew&hlt, da die Gefahr der Verwechslung mit der ganz anders

definierten , Inversion an einer Sphére* besteht.

Natiirlich kann man die entsprechenden Begriffe auch fiir involutive Ele-

mente in der orthogonalen Gruppe O(V,b) eines euklidischen Vektorraumes
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(V,b) einfithren. Zu (V,b) gehort kanonisch ein euklidischer affiner Raum
E(V,b) = (V,V,7,b), und O(V,b) identifiziert sich durch die Spaltung g
kanonisch mit der Isotropiegruppe des Nullpunktes 0 € V. Die Symmetrien
in O(V,b) identifizieren sich dadurch mit denjenigen Symmetrien o € I(E),
deren Zentrum durch den Nullpunkt geht. Die einzige Inversion in O(V) ist
natiirlich og(x) = —z. Fiir die Spiegelungen hat man die folgende konkrete

Beschreibung.

Proposition 13.12

V sei ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (x,y). Fiir jeden von
Null verschiedenen Vektor v € V sei H, = {z € V | (z,v) = 0} die zu v
orthogonale Hyperebene durch den Nullpunkt und oy, die Spiegelung an H,.
Dann ist op, gleich der wie folgt definierten orthogonalen Transformation
sy € O(V):

Beweis:
Offenbar gilt Fix s, = H, und s,(v) = —v. Daraus folgt s2 = 1 und daher

Sy = og, nach 13.11.

Nach Satz 13.3 in Verbindung mit Lemma 1.8.9 gibt es zu jedem Punkt
x € X fir jede Isometrie ¢ von X zwei durch ¢ und x eindeutig bestimmte
Zerlegungen ¢ = 17(v) = 7(v')y in Translationen 7(v) bzw. 7(v') und eine
Isometrie ¢ von V derart, dass = ein Fixpunkt von v ist. Die Isometrie ¢ ist
einfach p,(A(p)), und der Vektor v’ ist v/ = m . Diese Zerlegungen von
© sind jedoch von der Wahl des Punktes x abhéingig, und im Allgemeinen
gilt fiir die beiden Translationen 7(v) # 7(v'), das heifit v # v’. Der folgende
Satz zeigt, dass es unter all diesen Zerlegungen von ¢ eine ausgezeichnete

gibt: Sie ist durch die Bedingung 7(v) = 7(v') eindeutig bestimmt.

Satz 13.13

Zu jeder Isometrie ¢ € I(F) eines euklidischen affinen Raumes E gibt es
durch ¢ eindeutig bestimmte Isometrien ¢ € I(E) und 7(v) € T(E), so dass
folgende Bedingungen erfiillt sind:
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(i) ¢=v¢-7(v) =7() ¥
(i) Fix 1 # 0.

Beweis:

Es sei v ein noch ndher zu bestimmender Vektor aus dem Translations-
vektorraum V von E = (X,V,7,b). Wir setzen ¢y = ¢ - 7(v)~! und
versuchen, v so zu bestimmen, dass die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt
sind. Die Bedingung (i) ist #dquivalent zu ¢ - 7(v) = 7(v) - ¢, also zu
Y)Yt = 7(v), also zu A(¥)(v) = v, also zu A(¢)(v) = v, also end-
lich zu v € Kern(A(p) — 1). Die Bedingung (ii) ist offenbar dquivalent dazu,
dass es ein x € X mit v = m gibt. Aber die Menge {m | z € X} ist
eine Nebenklasse von Bild(A(¢)—1) in V, denn fiir alle z,y € X gilt offenbar
m —m = (A(¢)—1)(z7). Die Menge der v € V, welche die beiden Be-
dingungen (i) und (ii) erfiillen, ist also der Durchschnitt von Kern(A(¢) —1)
mit einer Nebenklasse von Bild(A(¢)—1). Aber aus A(¢) € O(V) folgt sofort:

V =Kern(A(p) — 1) L Bild(A(¢) — 1).

Der Durchschnitt des Kerns mit der Nebenklasse besteht also aus genau

einem Vektor v € V, und damit ist der Satz bewiesen.

Definition:
Die Zerlegung ¢ = 7(v)1p = ¢7(v) mit Fix ¢ # () heifit die kanonische

Zerlegung der Isometrie .

Zusatz zu 13.13
Fiir die kanonische Zerlegung ¢ = 7(v)y = ¢71(v) gilt:

(i) v € Fix A(¢) = Fix ¢
(ii) [[v]l = inf{d(y,p(y)) |y € X}
(ili) Fix ¢ ={z € X [ d(z, o(z)) = [v]}

(iv) Fix 9 ist der maximale g-invariante affine Unterraum Y C X, fiir den

©|Y eine Translation von Y ist.
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Beweis:
(i) Die Aussage v € Fix A(¢) = Kern(A(¢) — 1) wurde eben schon bewie-
oy
sen, und Fix A(¢) = Fix 1) ist trivial.

(ii) Es gilt d(y, ¢(y)) = H ‘ und yp h durchliuft die Punkte der Ne-
benklasse von v bezughch Blld(/\( )—1). Das Minimum der Norm wird

dabei in einem einzigen Punkt angenommen, ndmlich im Schnittpunkt
der Nebenklasse mit dem durch den Nullpunkt gehenden und zur Ne-
benklasse orthogonalen Raum Kern(A(p) — 1). Das ist aber gerade v.

Damit ist (ii) bewiesen.

(iii) Es gilt ¢(x ) = z genau dann wenn xcp(mb = v, also nach (ii) genau

wenn d(x, o(x)) = HﬁH = ||v]l.

(iv) Es sei Y C X ein affiner Unterraum, so dass ¢(Y) = Y und ¢|Y =
7(w)|Y. Dann folgt /\(<p)|? = id, also Y c m Fiir jedes y €
Y folgt ferner w = W € v + Bild(A(p) — 1), andererseits w €
Kern(A(¢) — 1), also w = v. Aus yp(y) = v folgt aber ¥(y) = y, also

Y C Fix ¥, und das war zu zeigen.

Definition:
Der maximale Translationsunterraum einer Isometrie ¢ ist Fix 1, wo

= 7(v)Yp = 97(v) die kanonische Zerlegung von ¢ ist.

Bemerkung:

¢ sei eine Isometrie von X mit kanonischer Zerlegung ¢ = 7(v)y = ¢¥7(v)
und maximalem Translationsunterraum ¥ C X. Jedes x € X lésst sich ein-
deutig in der Form ¢ = y 4+ w mit y € ¥ und w € 7L darstellen, und es
gilt dann ¥ (x) = y + A(¥)(w), also p(x) =y + A\(¢)(w) + v. Damit diirfte
die Bedeutung der kanonischen Zerlegung wohl klar sein. Aussage (iii) in
Verbindung mit (ii) des Zusatzes gibt eine Charakterisierung des maxima-
len Translationsunterraumes von ¢, die nur die metrische Struktur (X, d)
benutzt. Als Korollar erhélt man die folgende Charakterisierung der Trans-
lationsuntergruppe T(E) C I(E), die (ebenfalls) nur die metrische Struktur
gebraucht.
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Korollar 13.14
E = (X,V,1,b) sei ein euklidischer affiner Raum und (X, d) der zugehorige

metrische Raum. Eine Isometrie ¢ von (X, d) ist genau dann eine Transla-

tionsgruppe von E, wenn die Funktion d(z, p(x)) fiir € X konstant ist.

Wir wollen jetzt sehen, wie man Isometriegruppen und die in ihnen enthal-

tenen Translationsgruppen durch Symmetrien erzeugen kann.

Definition:

Ein Erzeugendensystem einer Gruppe G ist ein System (g;);c; von Ele-
menten g; € G, so dass jedes Element von G sich als Produkt von Elementen
g; des Systems und von ihren Inversen g, 1 darstellen lisst. Wir schreiben
dann G = (g; | i € I). Die minimale Zahl von Faktoren k in einer derartigen
Produktdarstellung g = g;' -~ gf: mit e; = £1 ist die Lange [(g) von g

beziiglich des Erzeugendensystems.

Satz 13.15
Die zu einem euklidischen affinen Raum E = (X, V, 7,b) gehorigen Gruppen
I(E), IT(E), O(V), OT(V) und T(F) werden wie folgt durch Spiegelungen

bzw. Inversionen erzeugt:
(i) O(V) = (s [v eV —{0})
(i) OF(V) = (svsw | v,w € V —{0})
(iii) I(E) = (oy | Y C X Hyperebene)
(iv) IT(E) = (oyoz | Y, Z Hyperebenen)
(v) T(E) ={oyoz | Y,Z C X parallele Hyperebenen}
(vi) T(E) = {oz0y | z,y € X}.

Zusatz

Die Elemente von O(V') und I(E) haben beziiglich der angegebenen Erzeu-
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gendensysteme die folgenden Léngen:

l(¢) = codim Fix 1) P e O(V)

codim Fix ¢, Fix p £ 0
() = ¢ € I(E)
codim Fix A(p) +2, Fix p =10

Beweis:

(i)

(i)

(v)

Wir benutzen die in I1.12.6 bewiesenen Aussagen iiber Normalformen
orthogonaler Transformationen. Nach I1.12.63 hat jedes ¢ € O(V) eine

orthogonale ,,Eigenraumzerlegung®
V=Vi1lV_1VviL...1LV,,

wo V4 und V_ die Eigenrdume zu den Eigenwerten +1 bzw. —1 sind
und Vi,...,V,, zweidimensionale unter 1 invariante Unterrdume mit
»|V; € SO(V;) und 9|V; # =idy,. Offenbar gilt Fix ¢ = V4. Wir
wéhlen eine Orthogonalbasis u1, ..., u; von V_ sowie von Null verschie-
dene Vektoren w; € V; und setzen v; = w; + ¥ (w;). Eine kleine Rech-
nung ergibt s,, s, = ¥ (w;). Daraus folgt natiirlich s, sy, |Vi = ¢¥|Vi,
da eine Matrix aus SO(2,R) durch eine Spalte bestimmt ist. Natiirlich

gilt sy, 50,|V;E = 9lidy 1. Damit haben wir bewiesen:

Y= Suy " SuySvySwy 7 Svp Swi -

Insbesondere wird O(V) von den s, erzeugt, und es gilt (7)) <
I + 2m = codim Fix 1. Andererseits gilt fiir jede Produktdarstel-
lung v = s, ---s,, natiirlich Fix s,, N ... N Fixs,, C Fix ¢, al-
so k > codim (NFix s,,) > codim Fix 1. Insgesamt folgt damit:
[(¢) = codim Fix .

Die Behauptung folgt trivial aus (i): Wegen det (s, ... 5y, ) = (—1)*

sind die orientierungserhaltenden Isometrien genau die Produkte einer

geraden Anzahl von Spiegelungen.

Y und Z seien parallele Hyperebenen in X, d.h. 7 = 7 und
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codim 7 = 1. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Vektor v € 7J-
mit 7(v)Z =Y. Behauptung:

ve Yt udy = T(v)Z = oyoz = 7(20)

Beweis: Es gilt A(oy) = A(oz) = s, also oyoz € T(E). Es geniigt
also, fiir ein z zu zeigen: oyoz(2) = z + 2v. Dazu wihlen wir z € Z
und setzen z + v =: y. Dann gilt in der Tat oyoz(z) = oy(y —v) =
y+v=2z+2v.

(iii) Es sei ¢ € I(FE) irgendeine Isometrie, ¢ = 7(v)y = ¢7(v) die kanoni-

sche Zerlegung und = € Fix 1. Nach (i) gibt es eine Produktdarstellung
A(W) = Sy, -+ Sy, k= codim Fix 1.

Es gelte

Fall A: Fix ¢ # 0.
Dann ist ¢ = 1, und es folgt

p=0x, -0x, mitk =codim Fix ¢.

Fall B: Fix ¢ = 0.
Dann ist 7(v) # 1, und nach (v) gibt es zwei verschiedene zuein-
ander parallele Hyperebenen Y und Z mit 7(v) = oyoz. Damit

ergibt sich
p=0x, -0x,0ycz mit k = codim Fix A(p).

Damit ist bewiesen, dass I(E) von Spiegelungen erzeugt wird und dass
fiir Isometrien ¢ mit Fixpunkt I(¢) < codim Fix ¢ gilt und fiir solche
ohne Fixpunkt I(¢) < codim Fix A(¢) + 2. Wir zeigen, dass auch die

umgekehrten Ungleichungen gelten.

Fall A: Essei p = 07 - - oy, €in Produkt von m Spiegelungen und A\(o;) =

s;. Dann gilt A(¢) = s1 - Sy, und daher m > codim Fix A(¢) =
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Fall B:

codim Fix ¢ nach (i), also [(¢) > codim Fix .

Es sei ¢ = o010, ein Produkt von m Spiegelungen an den
Hyperebenen X, ..., X,, und ¢ = 7(v)®) = ¢7(v) die kanonische
Zerlegung. Wegen A(¢) = A(¢) folgt m > k = codim Fix A(¢p).
Aber m = k ist ausgeschlossen, denn aus codim ()—(_1> n-- ﬂjf_;:) =
k wiirde durch Induktion iiber k leicht X1N---N Xy # 0 folgen, im
Widerspruch zu Fix ¢ = (). Also gilt m > k+ 1. Aber m =k + 1
ist auch ausgeschlossen wegen (—1)™ = det ¢ = dett) = (—1)F.
Also gilt m > k + 2.

(iv) Behauptung (iv) folgt trivial aus (iii).

(vi) Die Behauptung (vi) folgt sofort aus der folgenden Formel:

OyOg = 7(2@)

Beweis der Formel: Aus A(o,) = A(oy) folgt oy0, € T(E). Daher folgt

die Behauptung aus der folgenden Kette von Gleichungen:

Damit ist

Mit 13.14

Uygx(l/‘):Jy(l”):Uy(y+ﬁ):y*?ﬁ:y+ﬂ/:$+2@-

Satz 13.15 vollstdandig bewiesen.

und 13.15 (vi) haben wir zwei Charakterisierungen der Transla-

tionsgruppe eines euklidischen affinen Raumes, die nur die Struktur des zu-

gehorigen metrischen Raumes (X, d) benutzen. Wir kénnen diese verwenden,

um aus (X, d) die Struktur des euklidischen affinen Raumes zu rekonstruie-

ren. Das kann etwa durch die folgende Serie von Definitionen geschehen:

(1) T(X,d) :={p € (X,d) | d(z, p(x)) konstant}

@) llell

(3) a(e,

= d(z, p(x)) fir ¢ € T(X,d)

b) = |lpw| fir ¢, 9 € T(X, d)

(@) () =5 (lewl? = gl = 1I) fir o, 6 € T(X,d)
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()
(6)

=P firpe Zund ¢ € T(X,d)

3

=1 p-p=q-firpqgeZund ¢,¢ € T(X,d)

p
q
(7) (hm %) - :=lim <7q’—: . go) fir pi,qi € Z und ¢ € T(X,d)

Durch (3) wird auf T'(X, d) eine Metrik 6 und damit eine Topologie definiert,
durch (5) eine Z-Modulstruktur, durch (6) dann eine Q-Modulstruktur und
durch (7) schlieBlich unter Benutzung der Topologie eine R-Modulstruktur.
Dadurch wird T'(X,d) zu einem reellen Vektorraum mit der durch (4) de-
finierten positiv definiten Bilinearform by(¢, 1) = (p, 1) und mit einer ka-
nonischen Operation 74 auf X. Aus der Voraussetzung, dass der metrische
Raum (X, d) zu einem euklidischen affinen Vektorraum gehort, folgt leicht,

daf} die vorstehenden Definitionen sinnvoll sind und dass das Folgende gilt:

Proposition 13.16

E = (X,V,7,b) sei ein euklidischer affiner Raum und (X, d) der zugehorige
metrische Raum. Dann ist das durch (X, d) eindeutig bestimmte Quadrupel
FE = (X,T(X,d),7q,bq) ein euklidischer affiner Raum, und idy ist eine

isometrische affine Abbildung von E auf E’ mit dem Linearteil v — 7(v).

Definition:

(X,d) sei ein metrischer Raum. Eine Translation von (X,d) ist eine
Isometrie ¢ von (X,d), so dass d(z,p(z)) fir alle x € X konstant ist.
T(X,d) C I(X,d) ist die Menge der Translationen. (7'(X,d) ist im All-

gemeinen keine Gruppe).

Die vorstehende Definition von Translationen scheint in dieser Allgemeinheit nicht
iiblich zu sein, wohl auch deswegen, weil es in manchen Geometrien keine Transla-
tionen in diesem Sinne aufler der Identitéit gibt und man stattdessen gewisse andere
Isometrien als Translationen bezeichnet. Sie scheint mir aber trotzdem in dem hier
entwickelten Kontext sinnvoll, weil es uns im Folgenden darum geht, die eukli-
dische Geometrie durch Eigenschaften ihrer Isometriegruppe zu charakterisieren.
Dabei wollen wir auf analytischem Wege metrische Eigenschaften der euklidischen
affinen Rdume ableiten, die man benutzen kénnte, um die euklidische Geometrie
axiomatisch aufzubauen. Wir fithren diesen axiomatischen Aufbau aber nicht aus,

da wir ja analytische Geometrie betreiben wollen.
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Das Problem, die euklidische Geometrie durch Axiome zu charakterisieren, ist bei-
nahe so alt wie die euklidische Geometrie selbst. Natiirlich ist dieses Problem im
Laufe der Geschichte in verschiedenster Weise aufgefasst worden, und schon das
Versténdnis von der Rolle der Axiome hat sich bereits in der Antike und erst recht
seitdem gewandelt. Eine Art, das Problem zu fassen, besteht darin, gewisse Gebil-
de, die in dieser Geometrie wichtig sind — z.B. Geraden, Strecken, Winkel, Dreiecke
— auszuwéhlen und die Beziehungen zwischen diesen Figuren soweit durch Axiome
festzulegen, dass dadurch die Geometrie — und zwar die euklidische — vollstédndig
bestimmt ist. Natiirlich gibt es eine grofle Zahl von Anséitzen dieser Art. Die viel-
leicht bekanntesten sind das — aus heutiger Sicht unvollstindige — System des Euklid
und das Axiomensystem von Hilbert, dargestellt in seinem 1899 zum ersten Mal

erschienenen Buch ,,Grundlagen der Geometrie® [21].

Bis ins 19. Jahrhundert galt die euklidische Geometrie als ,,die Geometrie“ schlecht-
hin, als die einzige Geometrie, die wie selbstverstdndlich zur Beschreibung unserer
rdumlichen Erfahrung diente. Dann aber entdeckten die Mathematiker, daf nichteu-
klidische Geometrien als mathematische Theorien denkbar sind, und die Beziehung
zwischen Geometrien als mathematische Theorien und Geometrie als rdumlicher
Erfahrung wurde zum Problem. Die Entwicklung verschiedenartiger neuer Geo-
metrien im 19. Jahrhundert fithrte umgekehrt zu Versuchen, diese verschiedenen
Geometrien unter vereinheitlichenden Gesichtspunkten in einen gréfleren Zusam-
menhang zu stellen. Ein Beispiel dafiir war Felix Kleins Erlanger Programm, das
die vereinheitlichende Kraft des Gruppenbegriffs herausarbeitete. Eine andere, da-
mit zusammenhéngende Tendenz bestand in der Entwicklung immer allgemeinerer
mathematischer Raumbegriffe. Drei wichtige Stationen auf diesem Wege in aufstei-
gender Allgemeinheit waren die Entstehung des Begriffs der Riemannschen Man-
nigfaltigkeit, des Begriffs des metrischen Raumes und des Begriffs des topologischen

Raumes.

Der Begriff der Riemannschen Mannigfaltigkeit geht zuriick auf Bernhard Rie-
manns genialen Habilitationsvortrag ,, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen“. Riemann hat diesen Vortrag am 10. Juni 1854 in Go6ttingen
gehalten. Das Manuskript wurde aber erst nach seinem Tode verdffentlicht, 1867
in Band 13 der Abhandlungen der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen [29]. Der Grundbegriff der Riemannschen Geometrie ist der Begriff der
Riemannschen Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer Maflbestimmung, durch die ihr infini-
tesimal die Struktur der euklidischen Geometrie aufgepriigt wird. Genauer: der

Tangentialraum jedes Punktes der Mannigfaltigkeit trédgt die Struktur eines eukli-
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dischen Vektorraumes, und diese Struktur variiert differenzierbar mit dem Punkt.
Riemann zeigt, wie dadurch in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit jeder Flidchenrich-
tung eine Schnittkriimmung zugeordnet wird und stellt das sehr wichtige Ergebnis
fest, dass umgekehrt durch diese Schnittkriimmung fiir alle Fldchenelemente die

Riemannsche Metrik bestimmt ist. Er sagt dann:

Die Mannigfaltigkeiten, deren Krimmungsmaf$ iberall gleich 0 ist, lassen sich be-
trachten als ein besonderer Fall derjenigen Mannigfaltigkeiten, deren Krimmungs-
maj allenthalben konstant ist. Der gemeinsame Charakter dieser Mannigfaltigkei-
ten, deren Krimmungsmafl konstant ist, kann auch so ausgedriickt werden, dafl sich

die Figuren in ihnen ohne Dehnung bewegen lassen.

Die damals schon bekannten Geometrien, die euklidische, die sphérische und
die hyperbolische, sind daher die Geometrien der speziellen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten mit konstanter verschwindender, positiver oder negativer
Schnittkriimmung. Die Riemannsche Geometrie wurde eine der fruchtbarsten

geometrischen Theorien im 20. Jahrhundert.

Den Begriff des metrischen Raumes definierte 1906 Maurice Fréchet in seiner
Dissertation. Allerdings nannte er diese Rdume anders, und erst Felix Hausdorff
filhrte 1914 in seinem grofien Werk ,Grundziige der Mengenlehre® [18] die
Bezeichnung metrischer Raum ein und entfaltete die in diesem Begriff enthaltenen
Moglichkeiten einer metrischen Geometrie.

In Hausdorffs Buch ist die Theorie der metrischen R&ume eingebettet in eine
noch umfassendere, allgemeinere Theorie, in die mengentheoretische Topologie.
Thr Grundbegriff ist der von Hausdorff geschaffene Begriff des Hausdorffschen
topologischen Raumes. Mit diesem steht ein mathematischer Raumbegriff von
auBerordentlicher Allgemeinheit zur Verfiigung, der durch zusétzliche Bedingungen
in der verschiedensten Weise differenziert werden kann, so dass dann von dem
allgemeinsten Begriff ausgehend ein ganzes Spektrum spezieller Raumbegriffe
entsteht.

Mit der Entwicklung dieser zunehmend allgemeineren mathematischen Raumbe-
griffe entstanden verschiedene Arten von ,Raumproblemen®, bei denen es nicht
immer ganz leicht ist, das Problem genau zu fassen. Relativ noch am besten zu
fassen sind rein mathematische Raumprobleme, etwa solche, die danach fragen,
wie aus den allgemeinsten Raumbegriffen die klassischen Geometrien — wie zum
Beispiel die euklidische Geometrie — durch spezielle Bedingungen zuriickzuge-

winnen sind. Historisch waren solche Probleme verbunden mit dem Problem
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des Verhiltnisses von Geometrie und Erfahrung, da nun viele mathematische
Geometrien zur Verfiigung standen und sich die Frage stellte, welche speziellen
Eigenschaften diese als geeignet zur Beschreibung raumlicher Erfahrung erscheinen

lief3en.

Ein Beispiel fiir eine solche Gemengelage von Problemen war ein Problemkreis, der
als ,das Riemann-Helmholtz-Liesche Raumproblem“ bezeichnet wird. Der erste
Name Riemann verweist auf Bernhard Riemanns oben bereits erwdhnten, 1867
verdffentlichten Vortrag ,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen“. Der zweite Name verweist auf eine nur ein Jahr spéter, 1868, ebenfalls in
den Gottinger Nachrichten veroffentlichte Schrift des bedeutenden Naturforschers
Hermann von Helmholtz. Sie trug, in deutlicher Antithese zu Riemanns Vortrag,
den Titel ,Uber die Thatsachen, die der Geometrie zum Grunde liegen® [30].
Helmholtz wollte nicht wie Riemann von einer infinitesimalen Maflbestimmung
auf den Tangentialriumen ausgehen, sondern von der fiir die rdumliche Messung
aus seiner Sicht grundlegende Tatsache der Existenz von ,beweglichen aber in
sich festen Korpern, beziehlich Punctsystemen®, und fiir diese postulierte er: ,FEs
wird vollkommen freie Beweglichkeit der festen Korper vorausgesetzt®. Aus dieser
Annahme und einigen weiteren Voraussetzungen leitete er dann ab, dass solche
Mannigfaltigkeiten Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit konstanter Kriimmung
sind. Helmholtz’ Definitionen und Argumente geniigen nicht den heutigen Anforde-
rungen an Strenge und lassen verschiedene interpretationen zu. Insbesondere war
fiir die weitere Prézisierung der Forderung der freien Beweglichkeit die Entwicklung
gruppentheoretischen Denkens erforderlich, die sich erst in der Ausarbeitung des
Erlanger Programms furch Felix Klein und in der Entwicklung der Theorie der
kontinuierlichen Transformationsgruppen durch Sophus Lie vollzog. Lie fiihrte
die Uberlegungen von Helmholtz weiter, und damit ist zwar nicht erklirt, worin
das Riemann-Helmholtz-Liesche Raumproblem eigentlich genau besteht, aber

wenigstens, warum man es so nennt.

Im Zuge der Entwicklung strukturellen Denkens in der Mathematik um die
Wende vom 19. zum 20. Jahrhundert stellte sich auch die Frage, ob derart
weitreichende Annahmen iiber die Raumstruktur wie die Annahme der Struktur
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit notig sind. Auch in der Theorie der Trans-
formationsgruppen von Sophus Lie steckt ja von Anfang an die Voraussetzung,
dass eine Liesche Gruppe eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Im Jahre 1900

hielt David Hilbert auf dem Internationalen Mathematikerkongress zu Paris seinen
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beriihmten Vortrag mit dem Titel ,Mathematische Probleme“. Das fiinfte seiner
23 Probleme stellte die Frage, ,inwieweit der Liesche Begriff der kontinuierlichen
Transformationsgruppe auch ohne Annahme der Differenzierbarkeit der Funk-
tionen unserer Untersuchung zugdnglich ist“. Dieses Problem wurde 1952 durch
Arbeiten von Gleason und Montgomery-Zippin positiv gelost: Jede topologische
Gruppe, die eine topologische Mannigfaltigkeit ist, ist eine Liesche Gruppe. Eine
Verallgemeinerung dieses Ergebnisses durch Yamabe 1953 fiihrte dann um 1954
zu einem gewissen Abschluss der Arbeiten an dem Riemann-Helmholtz-Lieschen
Raumproblem in Arbeiten von Jacques Tits und Hans Freudenthal. Die Arbeit
von Freudentahl, , Neuere Fassungen des Riemann-Helmholtz-Lieschen Raumpro-
blems®, (Mathematische Zeitschrift Bd. 63, S. 374-405 (1956)) [16] enthilt auch
eine Skizze der Geschichte des Problems. Tits’ Ergebnisse sind enthalten in seiner
1955 veroffentlichten Thése ,Sur certaines classes d’espaces homogeénes des groupes
de Lie“ (Académie royale de Belgique, Classe des sciences, Mémoires, Tome
XXIX, Fascicule 3) [34]. Aus den Ergebnissen auf Seite 220 dieser Abhandlung
zum Helmholtz-Lieschen Problem folgt insbesondere die im Folgenden mitgeteilte

schone Losung desselbigen, Satz 13.19.

Wir kehren noch einmal zuriick zu Felix Kleins Erlanger Programm. Die charakte-
ristische Aufgabe einer Geometrie formuliert Klein so: ,Man soll die der Mannig-
faltigkeit angehorenden Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die
durch die Transformationen der Gruppe nicht gedndert werden.“ Dies ist natiirlich
keine formale Definition. Sie kann auf viele Weisen inhaltlich konkretisiert werden.
Als die in Betracht kommenden Mannigfaltigkeiten wollen wir an dieser Stelle die
metrischen Rédume (X, d) ansehen, und als Transformationsgruppen ihre Isometrie-
gruppen I(X,d). Als die (X,d) ,angehorenden Gebilde* wollen wir hier einfach
alle Teilmengen Y C X zulassen, wobei wir jede Teilmenge Y mit der durch d

induzierten Metrik dy versehen, also als metrischen Raum (Y, dy) auffassen.

In der antiken Terminologie entspricht dem Begriff des Gebildes vielleicht in etwa
der Begriff der ,,Figur®, bei Euklid in Buch I, Definition 14 wie folgt definiert: ,,Eine
Figur ist das, was von einer oder mehreren Grenzen umfafit wird.“ Natiirlich stellte
sich Euklid unter einer Figur nicht wie wir eine Menge von Punkten Y C X vor,
und schon gar nicht eine beliebige. Solange wir aber noch keine Geometrie in X
entwickelt haben, scheint es vom heutigen Standpunkt aus naheliegend, zunichst
einmal beliebige Teilmengen Y C X zuzulassen.

Es leuchtet wohl ein, dass man beim Aufbau jeder Art von Geometrie, in der ,,Ge-

bilde“ oder ,, Figuren“ untersucht werden sollen, zunéchst festlegen muss, wann man
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die Figuren als im Wesentlichen gleich ansehen will. Die folgenden beiden Defini-
tionen stellen zwei verschiedene Moglichkeiten dar, im Rahmen der Theorie der

metrischen Riéume einen solchen Aquivalenzbegriff fiir Figuren festzulegen.

Definition 1:
(X,d) sei ein metrischer Raum. Zwei Teilmengen ¥ und Z von X sind kongruent,
wenn es eine isometrische Abbildung Y — Z des metrischen Raumes (Y, dy) auf

den metrischen Raum (Z,dz) gibt.

Definition 2:
(X,d) sei ein metrischer Raum. Zwei Teilmengen Y und Z von X sind deckungs-

gleich, wenn es eine Isometrie ¢ € I(X,d) mit ¢(Y) = Z gibt.

Die zweite Definition entspricht offensichtlich der Forderung des Erlanger Pro-
gramms von Felix Klein. Die erste Definition bestimmt eine im Allgemeinen grobe-
re Aquivalenzrelation, denn deckungsgleiche Mengen sind trivialerweise auch kon-
gruent, aber es ist sehr leicht, metrische Rdume X und kongruente Teilmengen
Y,Z C X anzugeben, die nicht durch eine Isometrie von X zur Deckung gebracht
werden konnen. Die erste Definition scheint néher an den Intentionen Euklids zu
liegen, wie sie implizit in der Gesamtheit seiner Beweismethoden zum Ausdruck
kommen. Als explizite Aussage hierzu findet man im Buch I der Elemente unter

den ,,communes animi conceptiones“ den folgenden Satz:
kot Ta  epapuolvTa €M aAAnAa oo aAApAoLs  e0TLY.

In der Ubersetzung von A. Szabé: ,Die sich decken, sind einander gleich“. Und
in der englischen Ubersetzung von Th. Heath: , Things which coincide with one
another are equal to one another“. Es scheint eine schwer entscheidbare historische
Frage zu sein, ob Euklid hier den Bewegungsbegriff meint oder nicht. Ich traue mir
dazu kein Urteil zu und verweise auf die Diskussionen bei Th. L. Heath: ,Euclid,
The Thirteen Books of the Elements“, Vol. 1, p. 224 ff [19] und A. Szabé: , Anfinge
der griechischen Mathematik“, pp. 353-435 [33].

Wihrend die Frage nach der Rolle der Begriffe von Raum und Bewegung fiir die
Grundlegung der Geometrie aus historischer Sicht ebenso wichtig wie schwierig ist,
lésst sich die mathematische Frage nach der Beziehung der beiden oben definier-
ten Aquivalenzbegriffe fiir Teilmengen metrischer Riume im Fall der euklidischen
Réume leicht und in sehr befriedigender Weise vollsténdig beantworten: Beide Be-
griffe fallen logisch zusammen. Ich denke, dass dies gerade einer der Griinde ist,

warum die historische Frage so schwer entscheidbar ist.
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Satz 13.17
Teilmengen eines euklidischen affinen Raumes sind genau dann kongruent, wenn sie
deckungsgleich sind.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus einer noch stédrkeren Aussage: Fiir eukli-
dische affine Rdume gilt das Axiom von der freien Beweglichkeit starrer Korper,
dessen Bedeutung fiir die Grundlegung der Geometrie von Helmholtz 1868 in einer
Abhandlung mit dem Titel ,, Uber die Tatsachen, die der Geometrie zum Grunde
liegen* herausgestellt wurde. Diese Arbeit ist eine Auseinandersetzung mit dem
1867 verdffentlichten Habilitationsvortrag Riemanns von 1854 ,,Uber die Hypothe-

sen, welche der Geometrie zu Grunde liegen*.

Definition:

(X, d) sei ein metrische Raum.

(i) Eine Teilmenge Y C X heifit frei beweglich in X, wenn jede isome-
trische Abbildung Y — Z von Y auf eine zu Y kongruente Teilmenge

Z C X zu einer Isometrie von X fortsetzbar ist.

(ii) Fir (X,d) gilt das Axiom der freien Beweglichkeit, wenn alle

Teilmengen von X frei beweglich sind.

Satz 13.18

Fiir euklidische affine Rdume gilt das Axiom der freien Beweglichkeit.

Beweis:

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehorige metrische Raum,
Y und Z kongruente Teilmengen von X und % : Y — Z eine isome-
trische Abbildung. Y’ bzw. Z’ seien die kleinsten affinen Teilriume von
X, die Y bzw. Z enthalten, ¥ = dimY”’ und yp,...,yx € Y Punkte mit
Y'=yoV---Vy, und z; = 9(y;) ihre Bildpunkte. Y’ ist die Menge der
affinen Linearkombinationen Agyg + -+ + Axyr mit eindeutig bestimmten
A0y ---5 Ak, S0 dass A\g + -+ + A\ = 1 erfiillt ist. Wir definieren eine affin-
lineare Abbildung ¢’ : Y' — Z' durch o(Aoyo+- - -+ Akyx) = Aozo+- - -+ Ak 2k
Mit y, 9/, y” bezeichnen wir irgendwelche Punkte aus Y, und mit z, 2/, 2 ihre
Bildpunkte in Z beziiglich .
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— —
Behauptung 1: <yy’,w> = <zz’,y>.

Beweis: Durch Polarisierung erhélt man folgende Identitét:

1
(W) = 5y +dw.y") —dlyy")
_ %(d (2,2")? +d(z,2")? —d(2',2")?)

Behauptung 2: dm Z' = kund Z/ =29V -+ - V 2.

Beweis: Da man die Rollen von Y und Z vertauschen kann, geniigt es, zu
zeigen, dass die Vektoren 2021, ..., 202, linear unabhéngig sind. Dies ist
dquivalent dazu, dass die Gramsche Determinante det((z0%,202;)) nicht
verschwindet. Daher folgt Behauptung 2 aus Behauptung 1.

Behauptung 3: ¢’ : Y’ — Z' ist eine Isometrie.
Beweis: Wegen Behauptung 1 gilt fiir den linearen Anteil A(¢'):

(M) G0h), M) ow)) = (707, 202;) = (Yoifs, You) -

Behauptung 4: go’|Y = ).

Beweis: Es sei y € Y und 2z = 9(y). Die Behauptung z = ¢'(y) ist
dquivalent zu zo2 = 2oy’ (y), und dies ist wegen Behauptung 2 dquivalent
zu <ﬂ,@) = <W,ﬂ> fir i = 1,..., k. Diese Gleichung gilt aber,
da wegen Behauptungen 1 und 3 beide Seiten gleich (gm, M} sind.

Behauptung 5: ¢’ lisst sich zu einer Isometrie ¢ von X forsetzen, und fiir
diese gilt ¢ |Y = .

Beweis: Die Existenz einer Forsetzung ¢ folgt wegen Behauptung 3 aus dem
Satz von Witt, und ¢|Y = ¢ folgt aus Behauptung 4. Damit ist der Satz

bewiesen.

Die physikalische Bedeutung des gerade bewiesenen Satzes ist wohl klar:

Fasst man den dreidimensionalen euklidischen affinen Raum als mathemati-
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sches Modell des physikalischen Raumes auf, dann driickt das Axiom von der
freien Beweglichkeit die Tatsache aus, dass man einen starren Korper aus
einer gegebenen Lage durch eine geeignete Bewegung in jede andere Lage
tiberfithren kann. Die mathematische Bedeutung des Satzes sehe ich dar-
in, dass durch die freie Beweglichkeit der euklidische Raum unter fast allen
anderen metrischen Rdumen ausgezeichnet ist. Unter geeigneten schwachen
topologischen Voraussetzungen, die wir noch formulieren werden, gilt nur fiir
sehr wenige Rédume (X, d) das Axiom der freien Beweglichkeit. Tatséchlich
stellen sogar gewisse gleich noch zu behandelnde abgeschwéchte Formen der
freien Beweglichkeit eine sehr starke Bedingung dar. Diese abgeschwéchten
Formen der freien Beweglichkeit bestehen darin, dass man selbige nur fiir
endliche Teilmengen Y C X mit einer beschriankten Anzahl von Punkten

verlangt.

Definition:

Es sei n eine natiirliche Zahl. Ein metrischer Raum (X, d) ist n-Punkt-
homogen, wenn jede aus hochstens n Punkten bestehende Teilmenge von
X frei beweglich ist.

Was bedeuten diese Bedingungen fiir n = 1,2,37 X ist 1-Punkt-homogen —
kiirzer: homogen —, wenn sich jeder Punkt von X in jeden anderen durch
eine Bewegung iiberfithren lésst, wenn also die Isometriegruppe transitiv auf
X operiert. X ist 2-Punkt-homogen, wenn sich jedes geordnete Punktepaar
(z,y) in jedes andere (geordnete) Paar (2,4') {iberfithren lisst, fiir welches
d(z',y) = d(z,y) gilt. Im Fall euklidischer affiner Réume bedeutet das:
Strecken gleicher Liange kénnen durch eine Bewegung ineinander iiberfiihrt
werden — das mathematische Analogon der Erfahrungstatsache, dass man
Mafstabe gleicher Lénge durch eine Bewegung so miteinander zur Deckung

bringen kann, dass Anfangs- und Endpunkte zusammenfallen.

3-Punkt-Homogenitéit bedeutet eine analoge Aussage fiir Tripel von Punk-
ten. Im eudklidischen Raum kénnen wir drei nicht auf einer Gerade liegende
Punkte als Ecken eines Dreiecks auffassen, und die 3-Punkt-Homogenitét

impliziert den Satz: Dreiecke mit gleichen Seiten sind deckungsgleich. Folgt
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man der Auffassung von Heath, dann ist dies die Aussage von Proposition
8 aus Buch 1 der Elemente von Euklid.

Die Bedingung der n-Punkt-Homogenitét ist fiir sich allein genommen
schwicher als das Axiom der freien Beweglichkeit, selbst wenn man sie
fiir alle n verlangt. So sind z.B. in einem unendlich-dimensionalen Hilber-
traum alle endlichen Teilmengen frei beweglich, unendliche aber im Allge-
meinen nicht. Die meisten Autoren, die sich mit dem Problem der Cha-
rakterisierung der elementaren Geometrien beschéftigen, halten das Axi-
om der freien Beweglichkeit fiir ein viel zu starkes Axiom, wéhrend sie die
2-Punkt-Homogenitét oder 3-Punkt-Homogenitét fiir eine addquate Bedin-
gung halten. Das Beispiel des unendlich-dimensionalen Hilbertraumes zeigt,
dass man dann aber zu der n-Punkt-Homogenitéit noch andere Bedingun-
gen iiber den Raum hinzunehmen muss, um z.B. die Endlichdimensionalitét
zu erzwingen. Die geschichtliche Entwicklung der Arbeiten zum Helmholtz-
Lieschen Raumproblem und zum 5. Hilbertschen Problem hat gezeigt, dass
vom topologischen Standpunkt aus die , richtige* Bedingung die der lokalen
Kompaktheit ist.

Definition:

Ein topologischer Raum X heift kompakt, wenn sich aus jeder Uberde-
ckung von X durch offene Mengen endlich viele auswihlen lassen, so dass
X schon durch diese endlich vielen offenen Mengen iiberdeckt wird. Ein
topologischer Raum heifit lokal kompakt, wenn jeder Punkt & € X eine
kompakte Umgebung besitzt.

Lokale Kompaktheit und freie Beweglichkeit sind zusammengenommen noch
nicht ausreichend zur Charakterisierung der elementaren Geometrien. Bei-
spielsweise bilden die Eckpunkte eines reguléren Tetraeders einen endlichen,
also kompakten metrischen Raum mit freier Beweglichkeit — die Isometrie-
gruppe ist die symmetrische Gruppe. Derartige Beispiele kann man natiirlich
durch die Bedingung ausschlieflen, dass der topologische Raum X zusam-

menhéngend sein soll.
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Definition:
Ein topologischer Raum X ist zusammenhingend, wenn X nicht Verei-

nigung von zwei nichtleeren, disjunkten offenen Teilmengen ist.

Das Erstaunliche ist nun, dass die wenigen eben genannten einfachen
Bedingungen bereits gentigen, um die elementaren Geometrien im Wesent-
lichen eindeutig zu charakterisieren. Die Einschrankung ,,im Wesentlichen“
bezieht sich auf das Folgende:Ist (X, d) ein metrischer Raum und I(X, d)
seine Isometriegruppe, dann kann man meist auf vielfiltige Weise die
Metrik auf X so abédndern, dass sich dabei die Topologie von X und die

Isometriegruppe nicht d&ndern.

Beispiel: (X,d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehérige me-
trische Raum, und f : R™ — RT sei irgendeine stetige streng monoton
zunehmende Funktion mit f(0) = 0, die ,konvex“ ist, d.h. der Bedingung
fla+b) < f(a)+ f(b) fiir alle a,b € RT geniigt. Es sei d'(x,y) = f(d(z,y)).
Dann ist (X, d’) ein metrischer Raum, der zu (X, d) homdomorph ist, und
es gilt I(X,d") = I(z, d).

Definition:

(X,d) und (X', d’) seien metrische Rdume. Eine metrische Transforma-
tion von (X,d) auf (X’,d’) ist eine bijektive Abbildng ¢ : X — X’ mit
folgender Eigenschaft: Es gibt eine stetige, streng monoton wachsende Funk-
tion f : I — R* auf einem den Wertebereich von d umfassenden Intervall
I C RY, so dass d'(p(z),¢(y)) = f(d(z,y)) fiir alle z,y € X gilt. Wenn
es eine derartige Transformation gibt, heifien (X, d) und (X', d’) metrisch

dquivalent.

Die Inverse einer metrischen Transformation und die Komposition von zwei
metrischen Transformationen sind wieder metrische Transformationen, und
die metrische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation. Metrische Transfor-
mationen sind Homéomorphismen. Die Konjugation mit metrischen Trans-
formationen tiberfithrt die Isometrigruppen ineinander. Metrische Transfor-
mationen erhalten insbesondere die freie Beweglichkeit und die n-Punkt-

Homogenitét. Eine Charakterisierung einer Klasse von metrischen Rdumen
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durch derartige Eigenschaften kann diese also hdchstens bis auf metrische
Aquivalenz bestimmen, und das war es, was wir mit ,,im Wesentlichen* mein-
ten. Aus den zitierten tiefliegenden Ergebnissen von Tits, deren Beweis weit
iiber den Rahmen dieses Buches hinausgehen wiirde, ergibt sich nun ins-
besondere als Losung des Helmholtz-Lieschen Raumproblems der folgende

wunderschone Satz:

Theorem 13.19

Jeder 3-Punkt-homogene lokal kompakte zusammenhingende metrische

Raum ist metrisch dquivalent zu einem euklidischen affinen Raum oder zu ei-

ner Sphére in einem euklidischen Raum oder zu einem hyperbolischen Raum.

Fiir die Definition der hyperbolischen Rdume sei auf die Literatur verwie-
sen, z.B. [0], Kap. 19. Um aus euklidischen, sphérischen und hyperbolischen
R&umen die euklidischen auszusondern, kann man verschiedene Bedingun-
gen verwenden. So ist z.B. in den euklidischen affinen Rdumen die Winkel-
summe im Dreieck gleich 7, auf den Sphéren gréfler als m und in den hy-
perbolischen Rdumen kleiner als . Oder: Die Kriimmung der euklidischen
affinen R&ume ist Null, die der Sphéren ist konstant positiv und die der
hyperbolischen Rédume konstant negativ. Da wir diese Begriffe noch nicht
definiert haben und es uns hier um die Eigenschaften der Isometriegruppe
geht, benutzen wir zur Charakterisierung der euklidischen Réume den frither

definierten Begriff der Translation eines metrischen Raumes.

Satz 13.20
Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann metrisch dquivalent zu einem

euklidischen affinen Raum, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
(i) X ist zusammenhéngend.
(ii) X ist lokal kompakt.
(iii) X ist 3-Punkt-homogen.
(iv) X hat eine Translation 7 # 1.

(v) X hat keine Translation 7 # 1 mit 72 = 1.
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Der Beweis, der hier nicht ausgefithrt werden soll, ergibt sich aus 13.19.
Durch (iv) werden die hyperbolischen Réume ausgeschlossen und durch
(v) die Sphiren, da fiir diese die Antipodalpunktabbildung eine involutive

Translation ist.

Wie haben oben den Begriff der metrischen Transformation von einem me-
trischen Raum auf einen anderen metrischen Raum eingefiihrt. Die Menge
der metrischen Transformationen eines metrischen Raumes (X, d) auf sich
selbst bildet offenbar eine Gruppe, welche die Isometriegruppe 1(X,d) als
normale Untergruppe enthélt. Wir wollen diese Gruppe fiir die euklidischen

affinen Raume bestimmen.

Definition:

(X, d) sei ein metrischer Raum.

(i) Eine Ahnlichkeitstransformation von (X,d) ist eine bijektive Ab-
bildung ¢ : X — X mit der folgenden Eigenschaft:
Je e R Va,y € X d(p(z), o(y)) = cd(z,y).

(i) I(X,d) ist die Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen von
(X, d).

Proposition 13.21

Die metrischen Transformationen eines euklidischen affinen Raumes auf sich

selbst sind genau die Ahnlichkeitstransformationen.

Beweis:

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehorige metriche Raum,
¢ : X — X eine metrische Transformation von (X, d) auf sich selbst und
f:RT — RT eine stetige streng monotone Funktion mit d(¢(x),(y)) =
f(d(z,y)). Betrachtet man auf einer festen Geraden drei Punkte x,y, z mit
d(z,y) = aund d(y, z) = bund y zwischen x und z, dann folgert man aus der
Dreiecksungleichung sofort f(a+b) < f(a)+ f(b). Analog muss aber fiir die
zu der metrischen Transformation ¢! gehorige inverse Funktion f~! auch
FHa+pB) < f~Ya)+ f~Y(B) gelten. Aus beiden Ungleichungen zusammen
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folgt leicht f(a +b) = f(a) + f(b). Daraus folgt — wenn wir ¢ = f(1) setzen

— wegen der Stetigkeit von f sofort f(t) = ct, und das war zu zeigen.

Proposition 13.22

Jede Ahnlichkeitstransformation eines euklidischen affinen Raumes, die kei-

ne Isometrie ist, besitzt genau einen Fixpunkt.

Beweis:

Die Ahnlichkeitstransformation ¢ habe das Ahnlichkeitsverhiltnis ¢ < 1. Es
sei x € X irgendein Punkt und z,, = ¢"(x). Dies ist eine Cauchy-Folge, denn
fiir n > m folgt aus der Voraussetzung iiber ¢ durch mehrfache Anwendung

der Dreiecksungleichung leicht die folgende Abschétzung:

d(z, p(x))

d(Xm, ) < ™ .

Also existiert y = limx,, und dann ist y natiirlich ein Fixpunkt von ¢.
Dies ist der einzige Fixpunkt, denn ist z ebenfalls ein Fixpunkt, so folgt
d(y,z) = d(p(y),e(2)) = cd(y, z), also d(y, z) = 0 und daher y = z. Mithin

hat ¢ genau einen Fixpunkt. Im Fall ¢ > 1 betrachtet man ¢~ 1.

Definition:

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehorige metrische Raum,
xg € X und c eine positive reelle Zahl. Die Homothetie von X mit Zentrum
xo und Ahnlichkeitsverhiltnis ¢ ist die wie folgt definierte Ahnlichkeitstrans-

formation ¢:

o(z) = xo + cTod

Der Ursprung des Wortes Homothetie ist griechisch: ouo( =’derselbe’,

fc ="Wurzel von’ und 7tifsvar =’legen’.
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Satz 13.23

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehorige metrische Raum,
(X, d) seine Isometriegruppe, I(X, d) die Gruppe der Ahnlichkeitstransfor-
mationen und R* die multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen.

Dann gilt:
(i) Es gibt eine kanonische kurze exakte Sequenz
1= 1(X,d) = I(X,d) SR, — 1,
wobei  jeder Ahnlichkeitstransformation ihren Ahnlichkeitsfaktor zu-
ordnet.

(ii) Zu jedem Punkt zy € X gehort eine Spaltung dieser exakten Sequenz.
Sie ordnet jedem c¢ € R’ die Homothetie mit Zentrum zo und Ahn-

lichkeitsverhéaltnis ¢ zu.

(iii) Insbesondere ist jede Ahnlichkeitstransformation affin linear.

Beweis:
Wegen der Existenz von Homothetien ist x surjektiv. Der Rest von (i) und
(ii) ist trivial. (iii) folgt aus (i), (ii) und Satz 13.2.

Korollar 13.24

Die Ahnlichkeitstransformationen des n-dimensionalen euklidischen affinen

Standardraums sind die Transformationen

’chAm—{—b

mit c € RY, A€ O(n,R) und b € R™.

Geht man von den euklidischen affinen Rdumen, den Sphéren und den hy-
perbolischen Riumen als elementaren Geometrien aus — mit den jeweiligen
Standardmetriken — dann ist die Existenz von echten Ahnlichkeitstransfor-
mationen, d.h. solchen, die keine Isometrien sind, charakteristisch fiir die

euklidische Geometrie.
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Fiir die Sphiiren gibt es offensichtlich keine echten Ahnlichkeitstrans-
formationen, weil diese den Durchmesser &dndern wiirden, und fiir die
hyperbolischen Rdume kann man ebenfalls auf elementare Weise zeigen,

dass es keine echten Ahnlichkeitstransformationen gibt.

Zur Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen — von Felix Klein »,Haupt-
gruppe* genannt — gehort natiirlich wieder eine Geometrie im Sinne des Er-
langer Programms. Wir nennen Figuren und insbesondere Teilmengen eines
euklidischen affinen Raumes einander #hnlich, wenn sie durch eine Ahnlich-
keitstransformationen ineinander iiberfithrt werden. Definitionen dhnlicher
Figuren werden — wenn auch in unvollstindiger Form — schon am Anfang
von Buch Iund Buch XI der Elemente von Euklid gegeben. Euklidische Geo-
metrie treiben — das heif3t fiir uns im Folgenden, solche Eigenschaften von
Figuren im euklidischen affinen Raum untersuchen, die durch die Transfor-

mationen der Isometriegruppe oder der Hauptgruppe nicht gedndert werden.
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13.2 Die Lange von Kurven

» Was eine Kurve ist, glaubt jeder Mensch zu wissen, bis er so viel Ma-
thematik gelernt hat, dafi ihn die unzihligen mdglichen Abnormitdten
verwirrt gemacht haben® — so Felix Klein im zweiten Band seines Buches

,Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt aus® [23].

Die griechischen Mathematiker der Antike kannten schon eine ganze Reihe
von bemerkenswerten Kurven — nicht nur Geraden, Kreise und Kegelschnit-
te, sondern auch héhere Kurven wie z.B. Spiralen, Spiren, Konchoide und
Kissoide. Die Diskussion ihrer Versuche, zu definieren, was eine Kurve ist,
so wie sie Sir Thomas Heath in seinem Kommentar zu Euklids Elementen
gibt, scheint mir zu zeigen, dass die griechischen Mathematiker bemiiht
waren, eine hinreichend allgemeine Definition zu geben, die ihr schon

reichhaltiges Beispielmaterial umfassen sollte.

Buch I der Elemente von Euklid beginnt mit einer Reihe von Definitionen.
Die erste Definition lautet: ,Ein Punkt ist, was keine Teile hat“. Und die
zweite Definition lautet: ,,Eine Linie ist breitenlose Linge“. Aristoteteles
definiert eine Linie als ,eine in einer Richtung stetige Grofie®, und Proclus
definiert im Anschluss an Archimedes eine Linie als erzeugt durch die

Bewegung eines Punktes.

In der Antike war es natiirlich noch nicht moéglich, solchen Definitionen ei-
ne genaue Bedeutung zu geben. Prizise Definitionen von Kurven wurden
erst im 19. Jahrhundert angegeben, so z.B. von C. Jordan 1893 in seinem
Cours d’analyse. Zahlreiche Beispiele von recht merkwiirdigen ,, Kurven“ zei-
gen, dass es schwer sein diirfte, einen fiir alle Zwecke geeigneten Kurvenbe-
griff zu definieren. Der im Folgenden gew&dhlte Weg ist nur eine von vielen
Moglichkeiten. Wir wihlen ihn deshalb, weil er zu einer ganz einfachen und

elementaren Definition der Linge von Kurven fiihrt.
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Definition:
Eine Abbildung f : Y — Z von einem metrischen Raum (Y,dy) in einen

metrischen Raum (Z,dz) ist stetig, wenn gilt:
VyeYVe>030>0V €Y dy(y,y)<d=dz(fy),f¥)) <e

Die reelle Zahlengerade R ist ein metrischer Raum mit der Metrik d(z,y) =
|z — y|, und dadurch wird auch jedes Intervall I C R mit der induzierten
Metrik ein metrischer Raum. Insbesondere ist damit definiert, was eine ste-
tige Abbildung f : I — X eines Intervalls I in einen metrischen Raum (X, d)

ist.

Definition:

(X, d) sei ein metrischer Raum.

(i) Eine parametrisierte Kurve in (X,d) ist eine stetige Abbildung
f : [a,b] = X eines nicht leeren abgeschlossenen reellen Intervalls
[a,b] C R.

(ii) Eine Kurve in (X,d) ist das Bild einer stetigen Abbildung
f:la,b] = X.

(iii) Ist C' C X eine Kurve, dann heifit jede stetige Abbildung f : [a,b] — X
mit Bild C eine Parametrisierung der Kurve C.

Im Folgenden sei f : [a,b] — X eine Parametrisierung der Kurve C.

(iv) f(a) bzw. f(b) heiBen Anfangspunkt bzw. Endpunkt der Parame-

trisierung f von C.

(v) Ein Punkt ¢ € C heifit mehrfacher Punkt der Parametrisierung

f von C, wenn es verschiedene Parameterwerte ti,to € [a,b] mit
f(t1) = f(tg) = c gibt.

(vi) f:[a,b] = X heifit parametrisierter einfacher Bogen oder auch
parametrisierter Jordanbogen, wenn f keine mehrfachen Punkte hat,
d.h. injektiv ist.
Das Bild C' heifit dann einfacher Bogen oder auch Jordanbogen.
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(vii) f:[a,b] — X heifit parametrisierte einfach geschlossene Kurve,
wenn gilt: f ist injektiv auf dem offenen Intervall (a,b) # 0, es gilt
f(a) = f(b) und f(x) # f(a) fir x # a,b. Das Bild C heiit dann eine

einfach geschlossene Kurve oder auch Jordan-Kurve.

(viii) Eine stetige Abbildung f : [a,b] — X mit Bild C heifit gew6hnliche

parametrisierte Kurve, wenn Folgendes gilt:

(1) Es gibt nur endlich viele mehrfache Punkte von f auf C.

(2) Es gibt eine Zerlegung von [a, b] in endlich viele Teilintervalle, so
dass die Beschriankung von f auf jedes Teilintervall ein parame-

trisierter einfacher Bogen ist.
C heifit dann eine gewohnliche Kurve.

Bemerkung:

Die in Definition (i) und (ii) gegebene Definition einer Kurve ist so allge-
mein, dass Objekte damit erfaf3t werden, welche Nicht-Mathematiker wohl
kaum als Kurven bezeichnen wiirden. So wurde z.B. von Peano eine ste-
tige surjektive Abbildung [0,1] — [0,1] x [0,1] des Einheitsintervalls aufs
Einheitsquadrat in der euklidischen Ebene angegeben. Das Bild dieser Pea-
nokurve ist also das ganze 2-dimensionale Quadrat, und im Sinne der De-
finition (ii) ist das also eine Kurve. Die Definitionen (vi) bis (viii) engen
dann den Kurvenbegriff weiter ein und schlieBen dadurch derart grobe Ab-
normitdten aus. Beispielsweise folgt aus der Kompaktheit von [a, b] leicht,
dass jede stetige injektive Abbildung f : [a,b] — X in einen metrischen
Raum X mit Bild C eine stetige Umkehrabbildung f~! : C — [a,b] hat,
also ein Homomorphismus ist. (Ein Homéomorphismus f : Y — Z ist
eine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung.) Ein Jor-
danbogen ist also homéomorph zu einem Intervall, und weil ein Intervall
nicht homéomorph zu [0, 1] x [0, 1] ist, sind die Jordanbogen jedenfalls keine

Peano-Kurven.

Die folgenden Bilder vermitteln eine erste Vorstellung davon, wie Jor-

danbodgen, geschlossene Jordankurven und gewdhnliche Kurven aussehen
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konnen; die einfachsten Jordanbdgen sind die geraden Strecken und die

Kreisbogen, die einfachste geschlossene Jordankurve der Kreis:

_~ 0O O

Die einfachsten gewohnlichen Kurven sind Streckenziige, zum Beispiel die

reguléren Polygone:

ATOO ¥

Andere schone Beispiele fiir gewhnliche Kurven sind die algebraischen Kur-

ven — genauer gesagt, Stiicke von solchen. Im Lauf der Zeit haben die Ma-
thematiker viele hunderte derartige Kurven mit besonders schonen oder in-
teressanten Eigenschaften studiert. Die Bilder auf Seite 120 und 121 von
Band I vermitteln einen ersten Eindruck von der Vielfalt solcher Kurven.
Es fallt mir schwer, hier ein einzelnes Beispiel herauszugreifen. So wihle
ich denn als Beispiel einige Bilder von Kurven, die aus der Kurve mit der
Gleichung 23 = 3° durch Entfaltung, d.h. durch analytische Abinderung
der definierenden Gleichung entstehen. Diese Kurven hiangen auf wunderba-
re Weise mit den platonischen Koérpern zusammen, mit dem Ikosaeder und
Dodekaeder, mit dem Wurzelsystem Fg und mit einer exotischen Sphére der
Dimension 7. Etwas mehr dariiber kann man auf den letzten Seiten in mei-
nem Vortrag ,Singularititen” finden, Jber. Deutsch. Math.-Verein 78, H.2
(1976) 93-112 [9].

Unsere Vorstellung davon, wie eine gewohnliche Kurve aussehen kann, wére
aber unvollstéindig, wenn ihr nur Beispiele von der bisher betrachteten Art

zu Grunde liegen wiirden. Hier ist ein ganz andersartiges Beispiel. Wir kon-



44 Die Léange von Kurven

20
7
@@@

sturieren eine Kurve C' als Limes einer Folge C), von Kurven. Wir beginnen

mit einem gleichseitigen Dreieck, dessen Seiten die Lénge 1 haben. Dies sei
die Kurve Cy. Wir teilen jede Seite in 3 gleiche Teile, entfernen jeweils den
mittleren Teil und ersetzen ihn durch die anderen beiden Seiten eines gleich-
seitigen Dreicks mit der mittleren Strecke als Basis und gegeniiberliegender
Ecke auflerhalb Cj. Die so entstehende Kurve, der Stern Davids, ist C7. Und

so fahren wir fort.

Cr+1 ensteht aus C,, durch Dritteln aller Seiten und Ersetzen des mittleren
Drittels durch die beiden anderen Seiten eines iiber dieser Basis liegenden

gleichseitigen Dreiecks. Die néchste Figur zeigt als Beispiel Cy.

Offensichtlich hat der Streckenzug C,, die Lénge 3 (%)n Nun kann man zei-
gen, dass die Folge von Kurven C), gegen eine geschlossene Jordankurve C'
konvergiert. Dieser Jordankurve kann man nun aber in keiner verniinftigen
Weise eine endliche Lénge zuordnen, da ja schon die einbeschriebenen Stre-

ckenziige C,, fiir hinreichend grofie n beliebig grofle Langen haben. Bei den
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im Folgenden definierten rektifizierbaren Kurven schlieflen wir derartige —

an sich sehr interessante — Phinomene aus.

Definition:
Eine parametrisierte Kurve f : [a,b] — X in einem metrischen Raum (X, d)

ist rektifizierbar, wenn es eine obere Schranke fiir die Menge der Zahlen
n
Z d(f(ti-1), f(t:))
i=1

gibt, wobei n die natiirlichen Zahlen durchlduft und (to,...,%,) alle Sys-
teme von Teilpunkten a = ¢ty < ... < t, = b des Intervalls [a,b]. Ist f
rektifizierbar, dann ist die Lénge [(f) wie folgt definiert:

I(f) = sup{Zd(f(ti_l),f(ti)), a=ty<...<t,= b} :
=1

Ist X ein euklidischer affiner Raum, dann kann man wegen 13.30 (s.u.)
diese Definition auch wie folgt formulieren: Die Lénge einer rektifizierbaren
parametrisierten Kurve ist das Supremum der Langen aller einbeschriebenen

endlichen Streckenziige.
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Definition:
X sei ein euklidischer affiner Raum mit Translationsvektorraum V. Eine
parametrisierte Kurve f : [a,b] — X in X ist stetig differenzierbar, wenn

folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Vt € [a, D] 3f(t) = li £D(5) %

s>t s —t

(i) t — f(t) ist eine stetige Abbildung f : [a,b] — V.

f(t) heifit dann Tangentialvektor der parametrisierten Kurve f im Punkt
t, und die affine Gerade {f(t) + Af(t) | A € R} heift die Tangente an die
Kurve im Punkte ¢, wenn f(t) # 0.

Satz 13.25
Stetig differenzierbare Kurven f : [a,b] — X in einem euklidischen affinen

Raum X sind rektifizierbar und haben die Lénge

b
1= [ o]

Beweis:
Im Folgenden ist a < tg < t; < ... < t,, = b irgendein System von Teilungs-
punkten von [a, b]. Es gilt

n

b " s
[liofa=3 [ iw]a=>| [ e

=1 ti—1

- 3| Fr
=1

Also ist f rektifizierbar und es gilt die Ungleichung:

= > d(f(ti-1), F(t:))-
=1

b
0] ae =z .
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Wir beweisen die umgekehrte Ungleichung. Es sei ¢ > 0. Wir setzen
e =¢/2(b—a). Da f auf dem kompakten Intervall [a,b] gleichmiBig ste-
tig ist, existiert ein § > 0, so dass fiir alle s,t € [a,b] mit |s —t| < ¢ die

folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:
o [Jfo - |7} <<
(i) [d(F(0), £()) = (s = )| < &'ls —1l.

Dann gilt fiir jedes System von Teilungspunkten mit ¢; — ;1

(i) /Hf (dt—zﬂleu boo)| < o2

(iv) z”: Hf(tz‘—l)H (ti —tic1) — i:d(f(ti_l), f(t:))
i=1 i=1

Hierbei folgt (iii) aus (i) und (iv) aus (ii). Aus (iii) und (iv) folgt

b n
W [ i) ar< i, sa0) +e <+

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt die behauptete Ungleichung.

Korollar 13.26

f i [a,b] — R™ sei eine stetig differenzierbare parametrisierte Kurve im

n-dimensionalen affinen Standardraum R". Die Koordinaten von f seien
f@t) = (z1(t), ...,z (t)). Dann hat die Kurve f die Linge

n- [ = () o

Es gelten analoge Aussagen fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurven.

Zusatz:

Verschiedene Parametrisierungen der gleichen Kurve haben im Allgemeinen

verschiedene Lange. Immerhin gilt aber der folgende Satz.
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Proposition 13.27

Rektifizierbare gewohnliche parametrisierte Kurven mit dem gleichen Bild

haben gleiche Lénge.

Beweis:

f:I — X und g : J — X seien rektifizierbare gewthnliche parametri-
sierte Kurven mit dem gleichen Bild f(I) = C = g(J). Durch elementare
Uberlegungen kann man leicht zeigen, dass es Zerlegungen I = I; U ... U,
und J = J1 U...U J, der Intervalle I und J in aneinander angrenzen-
de Teilintervalle I bzw. Ji und eine Permutation o € S, gibt, so dass
gilt: f|Iy : Iy — X und g|Jg : Jp — X sind parametrisierte Jordanbogen
mit f(Ix) = g(Jox)). Natiirlich sind mit f und g auch f[l, bzw. g|J
rektifizierbar, und es gilt I(f) = D U(f|Ix) bzw. I(g) = > U(g|Jk). Al-
so geniigt es, zu zeigen: I(f|Ix) = I(g|Jsk)). Nun ist aber die Abbildung
h=g¢glof: I, — Jo(k) €in Homoomorphismus. Daher gilt: Ist to < ... <,
irgendein System von Teilpunkten fiir I und setzt man s; = h(¢;), dann
ist entweder s < ... < s, oder s, < sp_1 < ... < §p ein System von Teil-
punkten fiir J,y), fiir welches D d(f(ti—1), f(ti)) = >_d(g(si-1),9(si)) gilt.
Daraus folgt I(f[1x) = I(g]Jo(x))-

Definition:
FEine gewohnliche Kurve C' in einem metrischen Raum X heifit rektifizier-
bar, wenn es eine rektifizierbare gewohnliche Parametrisierung f von C' gibt.

Die Liange [(C') von C' ist dann die von der Wahl von f unabhingige Lange
1(f).

Die einfachsten Kurven im euklidischen Raum sind gerade Strecken und

Kreise oder Kreisbogen. Was kénnen wir iiber ihre Lénge sagen?

Definition:
X sei ein euklidischer affiner Raum, und x,y € X Punkte von X. Die Stre-

cke [z, y] zwischen = und y ist die folgende Punktmenge:
[,y ={z€X |z=(1—-t)z+ty,t €[0,1]}.

Sind x und y verschieden, dann bestimmen sie eindeutig eine affine Gerade



Kapitel 13.2 49

x V y, ndmlich
zVy={ze€eX|z=(1—-t)zr+ty,t € R}.

Die Strecke [z, y] ist eine Teilmenge dieser Geraden L = z V y. Wir nennen
die Punkte von [z,y] auch die Punkte zwischen x und y. Natiirlich gilt
[,y] = [y, z]. Die Menge der Endpunkte {z,y} ist durch die Strecke eindeu-
tig bestimmt. Gibt man die Reihenfolge (z,y), © # y, vor, dann identifiziert
man die Gerade z Vy kanonisch mit R und [z, y] mit dem Intervall [0, 1]. Of-
fenbar ist [z, y] fiir  # y ein Jordanbogen, fiir x = y ein Punkt, also in jedem
Fall rektifizierbar mit eindeutig bestimmter Lénge d(z,y). Um das zu be-
weisen, brauchen wir einige einfache Aussagen iiber euklidische Vektorraume
und euklidische affine Rdume, nédmlich die Cauchysche Ungleichung und die

strikte Dreiecksungleichung.

Lemma 13.28 (Cauchysche Ungleichung)

Fiir Vektoren u, v in einem euklidischen Vektorraum gilt:

(@) [ (u,0) < [lull o]

(ii) Die Gleichung (u,v) = |lul| ||v]| gilt genau dann, wenn es ein reelles

t > 0 gibt, so dass v = tu oder v = tv gilt.

Beweis:

Wenn u und v linear unabhéngig sind, bilden sie die Basis eines 2-
dimensionalen euklidischen Vektorunterraums W, und weil die auf W in-
duzierte Bilinearform positiv definit ist, ist die zu w,v gehorige Gramsche

Determinante positiv, also:

Also gilt (u,v)? < (u,u) (v,v). Daraus folgt (u,v) < [u|||v|. Nun seien
u, v linear abhéngig und 0.B.d.A. sei u # 0 und v = tu. Dann gilt (u,v) =
t(u,u) < |t| (u,u) = ||u| ||v||, und Gleichheit gilt genau, wenn ¢t > 0.
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Lemma 13.29 (Strikte Dreiecksungleichung)

In einem euklidischen affinen Raum X gilt fiir alle Punkte z,y,z € X die

Dreiecksungleichung

‘d(x, y) < d(z,z) +d(y, 2) ‘

Die folgende Bedingung gibt an, wann die strikte Ungleichung gilt und wann
die Gleichung

‘d(m,y) =d(x,z)+d(y,z)  z € [z,y] ‘

Beweis:
Es sei u = 72 und v = 27, also u 4+ v = z{. Die obige Dreiecksungleichung

ist dquivalent zu der folgenden Dreiecksungleichung fiir die Norm:
[u+ vl < flull +[|v]l -

Quadrieren und Subtraktion entsprechender Terme auf beiden Seiten
tiberfithrt diese Ungleichung in die dazu &quivalente Cauchysche Unglei-
chung

(u,0) < [l o]l

die in 13.28 bewiesen wurde. Dort wurde auch gezeigt, dass die entsprechen-
de Gleichung genau dann gilt, wenn es ein t > 0 mit v = tu oder u = tv
gibt. Es sei 0.B.d.A. v = tu. Setzen wir s = 1/(1 + t), dann folgt % = szy),
also z = (1—s)x + sy € [z, y]. Umgekehrt schlieft man hieraus fir 0 < s <1
auf v = tu mit ¢t > 0.

Proposition 13.30
Fiir die Lénge einer Strecke gilt I([z,y]) = d(z,y).

Beweis:
Essei0 =ty <...<t, =1 ein beliebiges System von Teilpunkten von [0, 1],
und es seien z; = (1 — t;)x + t;y die entsprechenden Punkte auf der Strecke

[x,y]. Dann gilt z;_1 € [, 2;], und daher d(zo, z;—1) + d(zi—1, 2;) = d(20, 2i)
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nach 13.29. Daraus folgt induktiv Zd(zi,l,zi) =d(z,y), also I([x,y]) =
=1
d(z,y).

Bemerkung:

Wegen der gerade bewiesenen Aussage ist die Dreiecksungleichung nichts
anderes als die Proposition 20 aus dem Buch I der Elemente von Euklid:
wIn jedem Dreieck sind zwei Seiten, beliebig zusammengenommen, griofier

als die letzte. “

Satz 13.31

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehorige metrische Raum
und z,y € X Punkte in X. Dann hat jede rektifizierbare parametrisierte
Kurve f : [a,b] — X mit Anfangspunkt f(a) = z und Endpunkt f(b) =y
eine Linge I(f) > d(z,y). Die Gleichung I(f) = d(x,y) gilt genau dann,
wenn f eine schwach monotone Parametrisierung der Strecke [z, y] ist, d.h.
f ist eine surjektive Abbildung f : [a,b] — [z,y], und fiir alle a < s <t <b
gilt £(s) € [z, /(1))

Beweis:

I(f) > d(z,y) folgt trivial aus der Definition von I(f). Nun sei I(f) = d(z,y)
und ¢ € [a, b]. Dann gilt nach Voraussetzung d(z, f(t)) +d(f(t),y) < d(z,y).
Aber wegen der Dreiecksungleichung gilt die umgekehrte Gleichung, also
d(x, f(t)) +d(f(t),y) = d(x,y). Nach 13.29 folgt daraus f(t) € [z,y]. Also
ist f eine stetige Abbildung f : [a,b] — [z,y] mit f(a) = z und f(b) = y, und
daher nach dem Zwischenwertsatz surjektiv. Wére f nicht schwach monoton,
dann gidbe es a < s <t < b mit f(s) ¢ [z, f(t)], also f(t) € [z, f(s)]. Fiir
den Streckenzug zu diesen vier Teilpunkten wiirde dann gelten d(x, f(s)) +
d(f(s), f(£)) +d(f(t),y) = d(z,y) +2d(f(s), f(t)) > d(x,y) im Widerspruch
zu I(f) = d(z,y). Dass umgekehrt fiir ein schwach monotones surjektives
f:]a,b] = [z,y] auch I(f) = d(z,y) gilt, folgt wie im Beweis von 13.30 aus
13.29.

Der gerade bewiesene Satz ist eine Prazisierung einer bereits bei Archimedes

zu Beginn seiner Abhandlung iiber Kugel und Zylinder als erstes Postulat
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formulierten Aussage, die in der Ubersetzung von A. Czwalina wie folgt
lautet: ,Von allen Linienstiicken, die gleiche Endpunkte haben, ist die

gerade Linie die kiirzeste. “

Warum bewies Archimedes die zitierte Aussage nicht, sondern nahm sie als Postu-
lat an? Diese Frage wird in dem am Ende des Buches auf Seite 375 abgedruckten
Disput aus dem ,,Dialogo®“ von Galileo Galilei diskutiert, in dem Galilei sich iiber
einen Scheinbeweis eines armen aristotelischen Philosophen lustig macht. Dabei ist
dessen Idee gar nicht schlecht. Was ihm fehlt, ist nichts als unsere Definition der

Lénge der Kurve.

Wihrend die kiirzesten Linien im euklidischen Raum seit der Antike bekannt wa-
ren, entwickelte sich die Theorie der kiirzesten Linien auf gekriimmten Fléchen,
der sogenannten geodétischen Linien, viel spéter, beginnend mit Arbeiten von
Johann und Jakob Bernoulli ab 1697, Euler 1728-1732, 1744 und Gauf} 1827. Die
einfachsten Beispiele fiir Geodétische auler den Geraden im euklidischen Raum
sind die Groflkreise auf Sphéren. Heute bilden Untersuchungen iiber Geodétische

ein wichtiges Teilgebiet der Differentialgeometrie.

Definition:

(X,d) sei der metrische Raum einer euklidischen affinen Ebene, z € X ein
Punkt in X und r > 0 eine positive reelle Zahl. Der Kreis mit Radius r und
Mittelpunkt z ist die Menge aller Punkte y € X mit Abstand d(z,y) = r,

also die folgende Teilmenge von X:
Sp(x) ={y € X |d(z,y) =r}.

Bemerkung:

Im Sinne der frither gegebenen allgemeineren Definition ist der Kreis ei-
ne 1-dimensionale Sphére. Unser Gebrauch des Wortes Kreis stimmt nicht
mit dem antiken Wortgebrauch iiberein, wie er in Euklids Elementen, Buch
I, Definition 15 festgelegt ist. Was wir hier Kreis nennen, nannte Euklid
mepLpepeLa, also Peripherie, was man vielleicht mit Kreisrand oder Kreisli-
nie iibersetzen kénnte. Mit kKvkAos hingegen bezeichnete Euklid die von der

Kreislinie begrenzte, in deren Innerem liegende Figur, wobei offen bleibt, ob
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der Rand dazugehort oder nicht. Um prézise zu sein, fithren wir folgende

Terminologie ein, die wieder nur frithere Definitionen spezialisiert.

Definition:
(X,d) sei der metrische Raum einer euklidischen affinen Ebene, z € X und

r > 0 sei eine positive reelle Zahl:

(i) Die offene Kreisscheibe bzw. abgeschlossene Kreisscheibe mit

Radius r und Mittelpunkt « sind die wie folgt definierten Punktmen-

gen:
BXx) = {yeX|dx,y) <r}
Biz) = {yeX|d(x,y) <r}.

(ii) Der Rand von B2?(z) bzw. Fi(x) ist der Kreis S}(z). Die Punkte
von B2(x) heiBen die Punkte im Inneren des Kreises, die Punkte von
X \Ei(m) sind die Punkte im Auferen.

(iii) Fiir Punkte y, z € S!(x) heiBt die Strecke [y, 2] die Sehne des Kreises
mit den Endpunkten y, z.

(iv) Ein Durchmesser des Kreises S!(z) ist eine Sehne, die durch den
Mittelpunkt z geht.

(v) Ein Halbmesser des Kreises S!(x) ist eine Strecke [z,y] mit y €

Bemerkung:

Ist [y, z] ein Durchmesser und o, die Inversion mit Zentrum z, dann gilt
0x(y) = z und o, [x,y] = [z, 2], also I([z,y]) = 2l([z,y]) = 2r. Alle Durch-
messer eines Kreises C' haben also die gleiche Lénge d(C) = 2r, und diese
Zahl heifit auch der Durchmesser des Kreises. Aus der strikten Dreiecksun-
gleichung folgt sofort, dass der Durchmesser d(C') das Maximum der Léngen
der Sehnen des Kreises ist, und dass die Durchmesser genau die Sehnen ma-
ximaler Liange sind. Daraus folgt insbesondere, dass der Mittelpunkt = eines

Kreises C' als Mittelpunkt eines beliebigen Durchmessers und der Radius
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r als Lénge eines beliebigen Halbmessers durch C' eindeutig bestimmt sind.
Allgemein definiert man {ibrigens als Durchmesser einer Teilmenge Y eines
metrischen Raumes (X, d) die reelle Zahl

6 = sup {d(z,y) | v,y € X},

wenn dieses Supremum existiert.

Proposition 13.32

Jeder Kreis ist eine einfach geschlossene Kurve.

Beweis:

C sei ein Kreis, x der Mittelpunkt, L eine Gerade durch den Mittelpunkt, y
und z ihre Schnittpunkte mit C' und D = [y, z] der zugehorige Durchmesser
von C. Die Gerade L zerlegt die Ebene X in zwei Halbebenen, die beiden
Zusammenhangskomponenten H' und H” von X \ L (vgl. hierzu Abschnitt
13.3). Die zugehorigen abgeschlossenen Halbebenen H und H' haben den
Durchschnitt #' N H" = L. Diese Halbebenen schneiden den Kreis in zwei
Halbkreisen ¢’ = CNH und ¢” = CNH . Es gilt ¢’ UC” = C und
C'NC" = {y, 2}, daher geniigt es, zu zeigen, dass C’ und C” einfache Bégen
mit den Anfangs- und Endpunkten y und z sind. Wegen C” = o, (C") kénnen
wir uns beim Beweis dafiir auf C’ beschrinken. Weil der Durchmesser D
homoéomorph zu einem Intervall ist, geniigt es dazu, eine stetige bijektive
Abbildung f von D auf C’ anzugeben. Eine solche erhélt man aber in ganz
natiirlicher Weise dadurch, dass man jedem Punkt ¢ € D den Durchschnitt

f(t) von C’ mit der zu L senkrechten Geraden durch ¢ zuordnet.

Die Stetigkeit dieser geometrisch definierten Abbildung beweist man wohl
am bequemsten durch ihre analytische Beschreibung. Nach Wahl geeigneter

Koordinaten (z1,z2) in der euklidischen Ebene gilt:
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T1,T2 ERQ ‘ :L‘%—i-l’% :T2}

)
:cl,xg) S RQ ‘ To = 0}
)

{(

{(

C' = {(x1,72) € C | 32 >0}
C" = {(x1,72) € C| 22 <0}
D = {(t,0)eR?| —r<t<r}
f(t,0) = (t,+vVr2—t2).

Wegen 13.32 und 13.28 ist die folgende Aussage sinnvoll:

Proposition 13.33

Kreise sind gewohnliche rektifizierbare Kurven. Fiir die Lange [ eines Kreises
C mit Durchmesser d gilt 3d < < 4d.

Beweis:

4d ist die Lénge eines dem Kreis umbeschriebenen Quadrats, und da
man jeden dem Kreis einbeschriebenen Streckenzug durch Hinzunahme
der 4 Berithrpunkte noch verlangern kann, zeigt die Betrachtung der
nachfolgenden linken Figur, dass wegen der Dreiecksungleichung 4d eine

obere Schranke fiir die Lange aller einbeschriebenen Streckenziige ist.

Die Betrachtung der rechten Figur auf der nachfolgenden Seite oben zeigt,
daBl 3d die Lange eines C' einbeschriebenen regelméfiigen Sechsecks, und

daher eine untere Grenze fiir die Lange [ von C' ist.



56 Die Lénge von Kurven

Natiirlich héitte man die Rektifizierbarkeit auch aus 13.25 und der stetigen
Differenzierbarkeit der im Beweis von 13.32 benutzten Parametrisierung im
Inneren des Parametrisierungsintervalls herleiten kénnen, aber ich finde den
elementaren Beweis viel schoner. Auflerdem liefert diese Beweismethode aber
noch mehr, denn sie gibt nicht nur eine, sondern eine ganze Menge von
oberen Schranken fiir den Kreisumfang, deren Infimum sich spéter gerade
als der Umfang erweisen wird, an. Statt eines umbeschriebenen Quadrates
konnen wir ndmlich irgendeinen geschlossenen umbeschriebenen Streckenzug

verwenden.

Definition:
Ein geschlossener Streckenzug ist eine endliche Vereinigung von Strecken
[Xi—1,2;],i=1,...,n mit &, = x, so dass je zwei von diesen Strecken sich

hochstens in einem Punkt schneiden.

Natiirlich ist jeder geschlossene Streckenzug eine rektifizierbare gewohnliche
n

Kurve mit der Linge Z d(xi—1,x;).
i=1
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Definition:

C sei ein Kreis in einer euklidischen affinen Ebene X. Eine affine Gerade L
in X ist eine Tangente an C, wenn L den Kreis C' genau in einem Punkt
schneidet. Die durch € C eindeutig bestimmte Tangente L mit LNC = {z}
heifit die Tangente von C' in z. Eine Strecke beriihrt C, wenn sie C' trifft
und auf einer Tangente an C' liegt. Ein geschlossener Streckenzug heifit dem
Kreis C' umbeschrieben, wenn jede Strecke des Streckenzuges den Kreis
beriihrt.

Proposition 13.34

Jeder einem Kreis C' umbeschriebene geschlossene Streckenzug C' ist ei-

ne gewohnliche einfach geschlossene rektifierbare Kurve mit einer Léange

(") >1(0C).

Beweis:

Unter Benutzung ganz elementarer geometrischer Eigenschaften der Tangen-
te zeigt man leicht, dass jede vom Kreismittelpunkt ausgehende Halbgerade
C und C’ in genau einem Punkt schneidet. Ordnet man diese Punkte ein-
ander zu, dann erhilt man eine bijektive stetige Abbildung von C auf C’,

und daher ist C” eine einfach geschlossene Kurve.

Der Beweis fiir die Ungleichung [(C") > I(C) ist analog zum Beweis von
13.33. Die Lange des Kreisbogenstiicks zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Beriihrpunkten des Streckenzuges wird durch die Lange des Streckenzuges

zwischen diesen beiden Beriithrpunkten nach oben abgeschéitzt, weil wegen
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der Dreiecksungleichung fiir jeden diesem Kreisbogen einbeschriebenen Stre-
ckenzug eine solche Abschitzung gilt. Dieses folgt daraus, dass die beiden
Parallelprojektionen in Richtung der Strecken den Kreisbogen offenbar bi-

jektiv auf die jeweils andere Strecke abbilden.

Definition:

Der Umfang eines Kreises C ist seine Linge [(C).

Lemma 13.35

¢ sei eine Ahnlichkeitstransformation eines metrischen Raumes (X, d) mit

Ahnlichkeitsverhiltnis ¢ und f : I — X eine rektifizierbare parametrisierte
Kurve. Dann ist auch ¢ o f eine rektifizierbare parametrisierte Kurve, und
ihre Lange ist I(¢ o f) = ¢ I(f).

Beweis: Der Beweis ergibt sich trivial aus den Definitionen.

Proposition 13.36
Die Zahl I(C)/d(C), das Verhiltnis von Umfang und Durchmesser, ist fiir
alle Kreise C' die gleiche.

Beweis:

C und C’ seien Kreise, z und 2’ ihre Mittelpunkte und ¢ = d(C")/d(C) das
Verhiltnis der Durchmesser. 7 sei die Translation mit 7(z) = 2/ und p die
Homothetie mit Zentrum z’ und Ahnlichkeitsverhiltnis ¢, und schlieBlich ¢
die Ahnlichkeitstransformation ¢ = p o 7. Dann gilt p(C) = C’ und daher
[(C") = ¢-1(C) nach 13.35. Daraus folgt [(C")/d(C") = 1(C)/d(C).
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Definition:

m ist die reelle Zahl %, das Verhéltnis von Umfang und Durchmesser der

Kreise C in einer euklidischen Ebene.

Der griechische Buchstabe 7 erinnert an das griechische Wort fiir Umfang —
mepipeTpov. Dieses Symbol fiir die Zahl 7 wurde 1706 von William Jones, einem
Freund Newtons, in seiner Synopsis Palmariorum Mathesos eingefiihrt, spéter von
Euler iibernommen und danach allgemein gebréduchlich. Einige Zeit vorher hatte
man stattdessen % geschrieben, wo m fiir mepiuerpor stand und § fiir dedperpov =

Durchmesser.

Die Kenntnis des Kreisumfangs hat eine offensichtliche praktische ebenso wie eine
erkenntnisméfBige Bedeutung, und so gab es schon in den frithesten Hochkulturen
Versuche zur Berechnung dieser Zahl. Die m benachbarten ganzen Zahlen sind 3
und 4. Den sehr schlechten Wert 4 findet man bei den rémischen Agrimensoren.
Die Zahl 3 findet man bei den Babyloniern, den Juden, den Hindus und den
Chinesen. Die Agypter hatten den besseren Wert (1—96)2. Was bedeutet es, die
Zahl m zu berechnen? Die Einsicht in die Natur dieses Problems wuchs allméhlich
mit der Entwicklung der Geometrie, des Zahlbegriffs, der algebraischen und
schliefflich der infinitesimalen Methoden. Zuerst gab man einzelne ganze oder
gebrochene Zahlen als Ndherungswerte oder vermeintlich genaue Werte fiir «
an, dann Abschétzungen durch Briiche mit groflen Nennern, welche durch im
Prinzip unendlich fortsetzbare Prozesse gefunden wurden. Dann gab man explizit
als Berechnung von 7 unendliche Prozesse an, die jeweils eine Folge von Zahlen
definieren, welche gegen 7 konvergiert. Schliefilich erkannte man, dass man auch
gar nichts besseres tun kann. Lambert bewies 1761, dass 7 irrational ist und jeder
Bruch daher nur ein Nédherungswert, und Lindemann bewies 1882, dass 7 sogar
transzendent ist, also nicht als Losung einer algebraischen Gleichung mit rationalen
Koeffizienten beschrieben werden kann. Erst recht ist daher 7 nicht durch eine
Konstruktion mit Zirkel und Lineal bestimmbar, und das antike Problem der

Quadratur des Kreises erweist sich damit in dieser strengen Fassung als unlosbar.

Wir wollen nachher die historisch wohl erste exakte Bestimmung von 7 als Grenz-
wert einer unendlichen Folge beweisen. Sie wurde 1593 von Vieta gefunden, dem
grofiten franzosischen Mathematiker des 16. Jahrhunderts. Die grundlegende Idee
zu dieser Berechnung von 7 stammt von dem Sophisten Antiphon (um 430 v. Chr.),
einem Zeitgenossen von Sokrates. Er schlug vor, in den Kreis ein regelmiifliges

Vieleck einzuzeichnen, etwa ein Quadrat oder ein reguléres Dreieck. Von diesem
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sollte man zu dem einbeschriebenen regelméfigen Vieleck mit der doppelten
Seitenzahl iibergehen und so weiter fortschreiten, bis die Seiten der Vielecke so
klein wiirden, dass diese mit dem Kreis zusammenfielen. Sein Zeitgenosse Bryson
schlug vor, aufler den dem Kreis einbeschriebenen Vielecken auch dem Kreis
umbeschriebene Vielecke zu betrachten. Dadurch erhélt man — wie wir schon

bewiesen haben — obere Grenzen fiir den Kreisumfang.

Archimedes (287-212), der grofite Mathematiker der Antike, benutzte diese Ex-
haustionsmethode in seiner Abhandlung ,, Kreismessung®, um Grenzen fiir 7 zu
finden. Vom einbeschriebenen regelméfliigen Dreieck ausgehend gelangte er durch
finffache Verdoppelung bis zum regelméfligen einbeschriebenen 96-Eck, und durch
angeniiherte Berechnung von dessen Umfang zu einer unteren Schranke fiir 7. Ent-
sprechend erhielt er eine obere Schranke durch angenéherte Berechnung des Um-

fangs des umbeschriebenen regelméfligen 96-FEcks. So bewies er

10 1

Das entspricht im Dezimalsystem bei Abrundung auf 4 Stellen
3,1408 < m < 3,1429.

Bei genauer — anstatt nidherungsweiser — Berechnung der Seiten des 96-Ecks wiirde

sich bei entsprechender Abrundung ergeben:

3,1410 < 7 < 3, 1427.

Das folgende Lemma berechnet die Sehne, die bei der Halbierung eines Bo-
gens {iber einer gegebenen Sehne entsteht. Wenn man die trigonometrischen
Funktionen als bekannt voraussetzt, liuft das natiirlich auf die Gleichung
cos?(a/2) = (1 + cos @) /2 hinaus. Wir wollen aber ganz elementar vorgehen

und nichts als den Satz des Pythagoras voraussetzen.

Lemma 13.37

C' sei ein Kreis vom Radius 7 mit Mittelpunkt 0 und [z, y| eine Sehne po-

sitiver Lénge, aber kein Durchmesser. Es sei [0,y] der Halbmesser durch

den Mittelpunkt z der Sehne [x,y]. Dann sind die Sehnen [z, 7] und [y, 7]
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gleich lang. Es sei Z der Mittelpunkt von [z, 7], und es seien [ [z,y] = 2a
und [ [z, §] = 2@ die Léngen der Sehnen sowie 1[0, z] = b und 1[0, z] = b ihre
Absténde vom Mittelpunkt. Dann gelten folgende Beziehungen:

Beweis:

Die folgende Figur illustriert die in dem Lemma beschriebene geometrische

Situation.

Die Dreiecke 0zx und 0zy haben gleiche Seiten. Es gibt also eine Isometrie
o mit 6(0) =0, 0(2) = z und o(z) = y. Aus 0,2 € Fix 0 und = ¢ Fix o
folgt Fix 0 =0V z := L, also ¢ = o, nach 13.15.

Daraus folgt o [z, §] = [y, 9], und insbesondere [ [z, §] = [ [y, y]. Ferner folgt
aus o (z) = y, dass die Sehne [z, y] orthogonal zu dem Halbmesser [0, 7] ist.
Die Dreiecke 0zz und zzj sind also rechtwinklig. Aus den gleichen Griinden

ist das Dreieck 0Zx rechtwinklig. Daher folgt aus dem Satz des Pythagoras:
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(1) a® +b* =r?
(2) @+ b =2
(3) a*+ (r — b)* = (2a)*

Aus geeigneten Linearkombinationen dieser drei Gleichungen ergibt sich
leicht:

(4) 2a% =7r*—rb
(5) 202 =r? 4+ 1b

Aus (4) und (1) folgt (ii), aus (5) folgt (iii). Multipliziert man entsprechende

Seiten von (4) und (5) miteinander und setzt (1) ein, dann folgt
(6) 4a%b? = r2a?,
und daraus folgt (i), was man natiirlich auch aus der Ahnlichkeit der Drei-

ecke zzy und 0Zy hitte folgern kénnen.

Proposition 13.38

C sei ein Kreis vom Radius 1. Es sei U,, die Lénge eines C' umbeschriebe-

nen reguléren n-Ecks und b,, der Radius des diesem n-Eck einbeschriebenen

Kreises. Es gilt:
(i) Uy =8 und ug =6
. 1 1
(il) by = 5\[2 und bg = 5\/3
(iii) wn = bpUp,

. 1 1
(lV) bgn = 5 + an

(V> U2n = bQ_nlun

(vi) uo, = Qn\/Q— \/4- (%)2

(vil) 27 = lim ugk,,
k—ro0
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Beweis:
Die Aussage (i) ist elementar, (ii) folgt aus dem Satz des Pythagoras, (iii)
aus 13.35 und (iv) bis (vi) aus 13.38. SchlieBlich folgt (vii) wegen 13.34 aus
(iii) und lim bgk,, = 1.

k—ro0
Mit dieser Proposition ist die Idee von Antiphon und Bryson zur Quadratur
des Kreises in eine Familie von Algorithmen zur Berechnung von 7 umge-
setzt. Ist fiir ein n die Zahl u,, bekannt, z.B. ug = 6, dann gibt (vi) eine rekur-
siv definierte Folge von Zahlen uyx,,, deren Limes die Zahl 27 ist. Natiirlich
kann man statt der Rekursionsformel (vi) auch die Rekursionsformeln (iv)
und (v) benutzen. Dann erhilt man fiir n = 4 das folgende Ergebnis von
Vieta.

Satz 13.39 (Vieta)

RO SRV LN SIS

Damit haben wir wenigstens eine — und zwar die dlteste — Methode entwi-

ckelt, m mit jeder gewiinschten Genauigkeit zu berechnen. Das unendliche
Produkt von Vieta konvergiert gar nicht so schlecht und die entsprechenden
endlichen Produkte sind rekursiv leicht berechenbar, sobald man Quadrat-
wurzeln berechnen kann. Die ersten 16 Faktoren liefern 7 bereits bis auf 8

richtige Dezimalstellen nach dem Komma:

T~ 3,14159265 . ..

Bis zur Entwicklung der Infinitesimalrechnung war die Exhaustionsmethode im We-
sentlichen die einzige Methode zur zunehmend genaueren Berechnung von 7. So
erhielt der Inder Aryabhatta (um 476 n.Chr.) aus dem einbeschriebenen 384-Eck
7w ~ 3,1416, und der Chinese Tsu Ch’ung-chih (um 470 n. Chr.) durch zusétzliche

Interpolation

355
~ — =~ 3,1415929. ..
T 113 3, 5929

Diesen Bruch als Nidherungswert erhielten auch Valentinus Otho (1573) und Adriaen
Anthonisz (1527-1607). Der Bruch 323 ist trotz des relativ kleinen Nenners deswe-
gen eine so vorziigliche Niherung, weil es ein Hauptndherungsbruch der regelmafi-

gen Kettenbruchentwicklung von 7 ist.
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Der Anfang dieser — nur ein Stiick weit bekannten — Kettenbruchentwicklung ist:

Die ersten Hauptnaherungsbriiche sind:

3 22 333 355 103993

17 77106" 1137 33102

Der erste Wert ist die uralte Zahl der Babylonier und des Koénigs Salomo, der zweite

355
t i1

wie gesagt, mehrfach gefunden, u.a. auch noch von japanischen Mathematikern um

die recht gute untere Grenze des Archimedes, und der sehr gute Wer wurde,
1700. (Ein Bruch p/q heifit eine ,,beste Nidherung* einer reellen Zahl a, wenn
jeder andere Bruch, der mindestens ebenso nahe an a liegt wie p/q, einen Nenner

grofer als ¢ hat.)

Vieta berechnete 7 um 1593 aus dem 2!6.6-Eck auf 9 Dezimalen. Ludolf van Ceulen
(1540-1610) ging bis zum 262-Eck und berechnete 7 schlieBlich bis auf 35 Stellen.
Die antike Methode wurde dann von Snellius und Huygens durch eine systematische
Interpolation zwischen wu,, und U,, verbessert: Huygens zeigte 1654

4 2

1 1
Sy — =y < 21 < =Usp + Ztigy.
glien = glin < 2T < glan + 312

Dadurch lie8 sich bei gleicher Anzahl von Schritten eine wesentlich hohere Ge-
nauigkeit erreichen als mit der einfachen Exhaustionsmethode ohne Interpolation.
Dies ist der Endpunkt der Entwicklung, die mit Antiphon, Bryson und Archimedes

begonnen hatte.

Danach beginnt die Anwendung der Methoden der Infinitesimalrechnung. Da dies
in das Gebiet der Analysis hiniiberfithrt, begniigen wir uns damit, einige — sehr
unterschiedlich schnell konvergierende — Entwicklungen von 7 als unendliches
Produkt, als Kettenbruch oder als Reihe anzugeben. Im Ubrigen sei auf Moritz
Cantor, ,, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik® [10] verwiesen und auf

das Béndchen ,,Die Quadratur des Kreises“ von Eugen Beutel [7].
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J. Wallis (1655):

W. Brouncker (16557):

4 1

— =1+

™ 32

AT
2+

2+

72
2+ ...
J. Gregory (1671), G. W. Leibniz (16747):

1 1
LA U N I S
4 3+5 7+9 T

J. Machin (1706):

1

1

n 11 1 1 1
- = 4
=

L. Euler (1779):

_ 281, ,2(2

= 10 3\ 100
30336 [, 2 ( 144 +
100000 3 \ 100000

5735 5.5 7.5 0.5 1

100000

151 T 1358

)

S (100) ;e

Wir beschlieen diesen Abschnitt iiber die Liange von Kurven mit zwei

Sétzen, aus denen wir im néchsten Abschnitt Aussagen {iber das Bogen-

mafl von Winkeln gewinnen wollen.

Proposition 13.40

Fiir jede rektifizierbare parametrisierte Kurve f : [a,b] — X in einem metri-

schen Raum (X, d) ist die reellwertige Funktion auf [a, b], die jedem ¢ € [a, b]

die Kurvenlinge I(f|[a,t]) zuordnet, stetig. Ist X ein euklidischer affiner
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Raum und f stetig differenzierbar, dann ist I(f|[a,b]) auch stetig differen-
zierbar mit Ableitung H £(t)

Beweis:

Aus der Rektifizierbarkeit von f folgt leicht Folgendes: Fiir jedes tg € [a, b
und jedes € > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir t € [tg,to + d] N [a,b] gilt
0 <I(f|[to,t]) — d(f(to), f(t)) < e/2. Wahlt man auBerdem ¢ noch so klein,
dass d(f(to), f(t)) < &/2, dann folgt I(f|[to,t]) < . Analog kann man § auch
noch so klein wihlen, dass I(f|[to,t]) < € fiir t € [to — J,t0] N [a, b]. Damit
folgt |I(f|[a,t]) — I(fl[a,to])| < € fiir t € [tg — d,to + 8] N [a,b], und damit ist
die Stetigkeit in tg bewiesen. Der Rest folgt aus 13.25 und dem Hauptsatz

der Differential- und Integralrechnung.

Proposition 13.41

C C X sei ein rektifizierbarer parametrisierter Jordanbogen der Lénge ¢
in einem metrischen Raum (X, d), und = € C sei einer der beiden End-
punkte von C. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Parametrisierung
f:]0,¢] = C mit f(0) =z, so dass I(f|[0,t]) =t fiir alle ¢ € [0, ¢].

Beweis:

Es sei g : [0, c] — C irgendeine bijektive Parametrisierung, so dass g(0) = x.
Es sei h(t) = 1(g][0,t]). Dann ist h : [0,c] — [0, ¢] wegen der Injektivitét von
g streng monoton zunehmend, und es gilt 2(0) = 0 und h(c) = c. Ferner ist h
nach 13.40 stetig. Also ist h ein Homéomorphismus, und dann ist f := goh ™!

die gesuchte Parametrisierung.

Zusatz:
Ist (X, d) ein euklidischer affiner Raum und besitzt der Jordanbogen C' eine
stetig differenzierbare Parametrisierung g : [0, ¢] — C mit §(t) # 0, dann ist

auch die obige Parametrisierung f : [0, c] — C' stetig differenzierbar, und es

gilt Hf'(t)H =1.

Beweis:
Die oben definierte Funktion A : [0,¢] — [0,¢] hat nach 13.40 und nach

Voraussetzung eine nirgends verschwindende stetige Ableitung. Daher ist
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die Umkehrfunktion h~! ebenfalls stetig differenzierbar mit nirgends ver-
schwindender Ableitung. Also ist auch f stetig differenzierbar, und dann
folgt H f (t)H =1 aus 13.40 und der charakteristischen Eigenschaft von f.

Definition:
Die durch den rektifizierbaren Jordanbogen C' mit Anfangspunkt = eindeutig
bestimmte Parametrisierung f von C mit f(0) = = und I(f][0,¢]) = ¢ heifit

Parametrisierung von C' durch die Bogenlinge mit Anfangspunkt z.

Bemerkung: Eine geschlossene rektifizierbare Jordankurve C ldsst sich
in vollig analoger Weise ebenfalls durch die Bogenldnge parametrisieren.
Jedoch gibt es dabei zu gegebenem Anfangspunkt x € C' zwei derartige Pa-
rametrisierungen, da man die Kurve C von x ausgehend in zwei Richtungen

durchlaufen kann.
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13.3 Winkel

Natiirlich weifl heutzutage fast jeder ungefihr, was ein Winkel ist. Eine
genaue Definition von Winkeln, die das Wesen der Sache trifft, ist aber
gar nicht so einfach. Das liegt in der Natur dieses Begriffs, und das zeigte
sich auch schon in den Diskussionen der griechischen Mathematiker der
Antike iiber die richtige Definition des Begriffs ,, Winkel“, nachzulesen in
den Kommentaren der Euklid-Ubersetzung von Sir Thomas Heath. Eine der
Schwierigkeiten besteht darin, dass man Winkel in sehr vielen verschiedenen
mathematischen Situationen definieren mochte, z.B. Winkel zwischen sich
schneidenden Kurven auf einer Fliche oder Winkel zwischen Ebenene im
Raum oder Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene im Raum usw.
Eine zweite Schwierigkeit besteht darin, dass man mit der Definition von
Winkeln sowohl qualitative als auch quantitative Momente gewisser ma-
thematischer Situationen erfassen mochte und es schwierig ist, dies in einer
einzigen Definition zu tun. Wir werden der ersten Schwierigkeit dadurch
begegnen, dass wir uns zunichst auf die einfachste mogliche Situation
beschrianken, d.h. nur Winkel zwischen Halbgeraden im euklidischen Raum
definieren. Die meisten anderen Definitionen von Winkeln lassen sich dann
spater auf diese einfache Situation reduzieren. Der zweiten Schwierigkeit
tragen wir dadurch Rechnung, dass wir zun&chst in mehr qualitativer
Weise Winkel als gewisse geometrische Objekte definieren und dann den
quantitativen Aspekt zur Geltung bringen, indem wir fiir die so definierten

Winkel ein Bogenmaf} einfiihren.

Der Leser moge die vielleicht zu ausfiihrliche Behandlung des so einfachen
Begriffs ,, Winkel“ mit unserem Bemiihen um Sorgfalt und begriffliche Klar-
heit entschuldigen. Viele der im Folgenden bewiesenen Aussagen sind an-
schaulich ganz klar, und man sollte sich dies verdeutlichen, bevor man die
Beweise liest, bei denen ich mich um moglichst elementare, topologisch-
geometrische Argumente bemiiht habe. Vielleicht geht das eine oder andere
auch noch einfacher. Wir beginnen mit einigen grundlegenden Begriffen, die

auch in vielen anderen Zusammenhéingen verwendet, wichtig sind.
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Definition:
Eine Teilmenge M eines reellen affinen Raumes X heifit konvex, wenn sie

mit jedem Paar von Punkten z,y € M auch die Strecke [z, y] enthélt

Natiirlich sind konvexe Mengen wegzusammenhéngend, und der Durch-
schnitt konvexer Mengen ist wieder konvex. Eine besonders einfache Art

von konvexen Mengen sind die Halbrdume, die wir jetzt einfithren wollen.

Proposition 13.42

Y sei eine Hyperebene in einem reellen affinen Raum X positiver Dimension.

Dann gilt:

(i) Das Komplement X\Y besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten
X+ X~

(ii) Die abgeschlossene Hiillen X bzw. X~ von X* bzw. X~ sind X+ =
XTUYund X- =X UY.

(iii) Y ist der Rand von X, X+ und X, X .
(iv) X+, X~, X+, X~ sind konvex.

Beweis:
0O.B.d.A. sei X der affine Standardraum R"™ und w eine Linearform auf R™,
sodass Y = {x € X |u(x) = 0}. Man kénnte sogar 0.B.d.A. annehmen, dass

w(x1,...,Tn) = op. Es seien X1, X~ definiert als

Xt ={r € X|u(x) >0}
X ={r e X|u(z) <0}

Trivialerweise gilt XTUX ™ = X\Y und X TNX~ = (). Wegen der Stetigkeit
von u sind X und X~ offen, XT UY und X~ UY abgeschlossen. Also
folgt fiir die abgeschlossenen Hiillen dieser Mengen X+ C X+ UY und
X~- C X~ UY. Da die umgekehrte Inklusion offensichtlich auch gilt, folgt
(ii). Daraus folgt (iii), da der Rand einer Menge A C X als AN (X \ A)
definiert ist. Die Behauptung (iv) folgt aus u ([z,y]) = [u(x), u(y)], und aus

der Konvexitit folgt schlieBlich, dass X und X~ zusammenhingend sind.
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Daher sind sie die beiden Zusammenhangskomponenten von X — Y, und

damit ist alles bewiesen.

Definition:

In der Situation von 13.42 heiflen X und X~ die offenen Halbriume,
in die X durch Y zerlegt wird, und X+ bzw. X - die abgeschlossenen
Halbrdume mit Rand Y. Falls dim X = 2 heiflen die Halbrdume auch
Halbebenen, und falls dim X = 1, Halbgeraden. Abgeschlossene Halb-
geraden, heiflen auch Strahlen, und den Randpunkt eines Strahls nennen
wir seinen Ausgangspunkt eines Strahls . Er ist durch den Strahl ein-
deutig bestimmt. Die beiden Strahlen, in die eine Gerade durch einen Punkt

zerlegt wird, nennen wir einander entgegengesetzt.
Bemerkung:

1. Aus 13.42 folgt sofort, dass die Spiegelung an einer Hyperebene die

zugehorigen Halbrdume miteinander vertauscht.

2. Ein Strahl ist durch seinen Ausgangspunkt und einen weiteren Punkt,

durch den der Strahl geht, eindeutig bestimmt.

3. Offensichtlich erhélt man eine bijektive Abbildung von der Menge aller
Strahlen in X mit festem Ausgangspunkt o auf die Einheitsspéhre in
X mit Mittelpunkt o, indem man jeden Strahl seinen Schnittpunkt

mit der Sphére zuordnet.

Definition:

Ein Winkel in einem euklidischen affinen Raum X ist ein ungeordnetes
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Paar {S7,S2} von Strahlen Sj, S in X mit dem gleichen Ausgangspunkt,
wobei S; = S5 auch zugelassen ist. Der gemeinsame Ausgangspunkt der
Strahlen heifit der Scheitel des Winkels, und die beiden Strahlen heiflen die
Schenkel des Winkels. Ist Y C X eine Ebene in X, dann ist ein Winkel
in der Ebene Y ein Winkel in X, dessen Schenkel in Y liegen.

Sind o,z,y Punkte in X mit z,y # o und S; bzw. Ss die Strahlen mit
Ausgangspunkt o durch = bzw. y, dann bezeichnen wir den Winkel {S7, S2}
auch als den Winkel x o0 y. Sind die beiden Schenkel eines Winkels in X weder
gleich noch entgegengesetzt, dann gibt es natiirlich genau eine Ebene Y C X,
so dass der Winkel in Y liegt. Dabei und bei allen anderen Betrachtungen
tiber Winkel in einem euklidischen affinen Raum X ist im Folgenden stets

dim X > 2 vorausgesetzt.

Definition:
Fin Winkel heifit gestreckt, Winkel, wenn seine Schenkel entgegengesetzt

sind.

Proposition 13.43
Ein Winkel {57, S2} mit verschiedenen Schenkeln in einer Ebene Y zerlegt

die Ebene in zwei Komponenten, das heiit Y\ (S; U S2) hat zwei Zusam-
menhangskomponenten. Ist der Winkel gestreckt, so sind beiden Kompo-
nenten offene Halbebenen und insbesondere konvex. Andernfalls ist genau

eine Komponente konvex.

Beweis:

Ist der Winkel gestreckt, dann folgt die Behauptung aus 13.42. Er sei
also nicht gestreckt. Die .5; enthaltende Gerade zerlegt Y in zwei offene
Halbebenen Yﬁ,Yi_. Der Schenkel Sy liegt offensichtlich entweder ganz in
Yifr oder ganz in Y] . Er liege 0.B.d.A. in Yifr Ebenso liege S ganz in in
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Y2+. Wie beweisen zuerst folgende

Behauptung: 'Y '\ (S;US3) hat die Zusammenhangskomponenten
Y =Y Y, und Y7 =Y, UY;

Beweis: Trivialerweise gilt Y UY"” =Y \ (51 U S2) und Y/ NY” = (. Ferner
ist klar, dass Y’ und Y nicht leer und offen in Y sind. Zu zeigen ist also
nur, dass Y/ und Y nicht leer und offen in Y sind. Zu zeigen ist also nur,
dass Y’ und Y” zusammenhingend sind. Fiir Y’ ist das klar, denn es ist
als Durchschnitt konvexer Mengen konvex. Und Y” ist als Vereinigung der
zusammenhdngenden Mengen Y, ,Y,”  mit dem nichtleeren Durchschnitt
Y, NY; ebenfalls zusammenhéngend. Damit ist die Zwischenbehauptung
bewiesen.

Nun ist weiter Y” nicht konvex. Dies sieht man z.B. wie folgt. Es sei L
eine Gerade durch den Scheitel 0 mit L NY’ = {0} und H die zugehorige
Halbebene mit Y’ C H. Dann zerfdllt H N'Y” in zwei Zusammenhangs-
komponenten H N'Y,” und H NY, , und daher gilt fir x € H NY; und
y € HNY, nicht [z,y] C Y".

YUY, Yitny,”

Bemerkung:

(1) Fiir S; = Sy ist Y\ (S1 U S2) zusammenhiéngend und nicht konvex.

(2) Die abgeschlossenen Hiillen der Zusammenhangskomponenten von
Y \ (S1US2) entstehen aus diesen durch Hinzunahme der Schenkel.
Falls S71 # S, sind sie genau dann konvex, wenn die entsprechende

Zusammenhangskomponente konvex ist.

Definition:
Es sei {S1, 52} ein Winkel mit den Schenkeln Si,.S; in der Ebene Y. Falls
S1 # S9, definieren wir die zwei durch den Winkel bestimmten Winkelsek-

toren von Y als die abgeschlossenen Hiillen der beiden Komponenten von
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Y\ (S1USs). Falls S; = S9, definieren wir die beiden durch den Winkel
bestimmten Sektoren als Y und Sj.

Falls S7 und S5 weder gleich noch entgegengesetzt sind, heifit der konve-
xe Sektor auch der innere Sektor des Winkels und der nicht konvexe der
duflere Sektor. Falls S; = S5, nennen wir S; den inneren und Y den

duferen Sektor.

Definition:

X sei ein euklidischer affiner Raum und Y eine Ebene in X. Ein orientierter
Winkel in Y ist ein Paar ({S1,52},0), wobei {S1, S2} ein Winkel in Y ist
und o einer der beiden durch {Sj, S2} bestimmten Winkelsektoren o', o”
von Y. Dabei heifit ({S1,52},0”) der zu ({S1,52},0’) entgegengesetzt

orientierte Winkel.

Bemerkung:
(1) Man sieht leicht, dass der orientierte Winkel ({S1, S2} , o) in der Ebene

Y durch o bereits eindeutig bestimmt ist, auler wenn o =Y.

(2) Héufig werden ,orientierte Winkel“ einfach als geordnete Paare
(S1,52) von Strahlen mit gleichem Ausgangspunkt definiert. Diese
Definition stimmt der unsrigen nicht genau iiberein. Zu {S7,S2} mit
S1 = 59 = S gibt es nach dieser Definition nur einen orientierten Win-
kel in Y, némlich (5,S5), nach unserer Definition aber zwei, nimlich
({S,S},S5) und ({S,S},Y).

Der Zusammenhang zwischen beiden Definitionen ist der folgende:
Man wihle eine Orientierung der Ebene Y, d.h. des zugehorigen Trans-
lationsvektorraumes. Dadurch ist fiir alle Kreise in Y eine Durchlauf-
richtung festgelegt. Dann wird dem orientierten Winkel ({S1, S2},0)
das geordnete Paar (Si,S53) zugeordnet, wenn bei Durchlaufung des
Einheitskreises C' mit dem Scheitel als Mittelpunkt in positiver Rich-
tung vom Punkt S; N C' zum Punkt S N C die Punktmenge o N C

durchlaufen wird.

Definition:

X sei ein euklidischer affiner Raum, Y und Y’ Ebenen in X. Zwei
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orientierte Winkel ({S1,S2},0) bzw. ({S},54},0) in Y bzw. Y’ hei-
Ben kongruent, wenn es eine Isometrie ¢ € I(X) gibt, so dass

({90(51)’ 90(‘5’2)} ) @(0» = ({517 Sé} > OJ)'

Unser Ziel ist, die Kongruenzklassen von orientierten Winkeln zu beschrei-
ben, indem wir ein Bogenmaf} fiir orientierte Winkel einfithren. Dieses Bo-
genmaf} werden wir als die Lange des Kreisbogens definieren, in welchem der

Sektor den Einheitskreis um den Scheitelpunkt schneidet.

Definition:

C sei ein Kreis in einer euklidischen affinen Ebene Y, und H eine abge-
schlossene Halbebene von Y mit Rand L, der C' trifft. Dann heifit C'N H ein
Kreisbogen auf C' und die Strecke [z, y] zwischen den Schnittpunkten z,y
von L mit C' die Sehne zu dem Kreisbogen C'N H. Kreisbdgen sind kon-
gruent, wenn sie durch eine Isometrie ineinander tiberfithrt werden kénnen.

Ein Halbkreis ist ein Kreisbogen, dessen Sehne ein Durchmesser ist.

Da zu jeder Sehne von C eine eindeutig bestimmte Gerade L in der Ebene
von C gehort, die C genau in den Endpunkten der Sehne schneidet, und zu L
genau zwei Halbebenen mit Rand L gehoren, ist klar, dass zu jeder Sehne von
C genau zwei Kreisbogen auf C' gehoren. Wir nennen sie auch die Kreisbogen
iiber dieser Sehne. Natiirlich kann man auch ,,offene Kreisbdgen* definie-
ren. Sie sind die Schnitte von C' mit einer offenen Halbebene, deren Rand
L den Kreis C' trifft. Mit dem Wort Kreisbogen ohne Zusatz meinen wir die
oben definierten Kreisbtgen, die wir zur Verdeutlichung des Unterschiedes

auch abgeschlossene Kreisbégen nennen.
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Proposition 13.44

Die abgeschlossenen Kreisbogen auf einem Kreis C' sind genau die zusam-

menhéngenden abgeschlossenen nicht leeren Teilmengen von C. Sie sind die
Bilder der nicht leeren abgeschlossenen Teilintervalle bei Parametrisierungen

von C als einfach geschlossene Kurve.

Beweis:

Die Fiille, in welchen die Sehne der Bogen einpunktig ist, sind trivial. Es sei
daher [z, y] eine Sehne mit z # y, und L die Gerade durch z, y sowie H' und
H" die offenen Halbebenen, in welche L die Ebene Y von C' zerlegt. C’ und
C" seien die offenen Bégen €' = CN H' und C” = C N H”, und C’ bzw. C”
ihre abgeschlossenen Hiillen. Es sei f : [a, ¢] — C' eine Parametrisierung von
C als einfach geschlossene Kurve mit f(a) = z, und es sei b = f~!(y). Die
stetige Abbildung f bildet das Intervall ]a, b[ wegen des Zwischenwertsatzes
ganz in eine der Zusammenhangskomponenten von Y — L ab, also nach
13.42 in H' oder H”, 0.B.d.A. etwa in H'. Dann gilt f(Ja,b]) C H' und
f(b,c[) € H", andererseits trivialerweise C' U C" = f(]a, b[) U f(]b, ¢[), also
f(a, b)) = C" und f(Jb,c[) = C" sowie f([a,b]) = C" und f([b,c]) = C". Die
Umkehrung dieser Schliisse zeigt, dass die Bilder der Teilintervalle Bogen
sind. Der Rest des Satzes folgt nun aus der bekannten Tatsache, dass die
zusammenhéngenden Teilmengen eines Intervalles gerade die Teilintervalle

sind.

Zusatz:

Es seien [z,y] eine Sehne des Kreises C' und C’,C” die beiden offenen
Kreisbégen iiber [z,y]. Dann sind C' und C” fiir x # y die beiden Zu-
sammenhangskomponenten von C'\ {z,y}. Fiir z = y ist einer der beiden

Bogen leer, der andere zusammenhéngend und gleich C'\ {z}.

Definition:
¢’ und C” seien abgeschlossene Kreisbogen auf dem Kreis C, und €’ bzw.
C” die Menge der inneren Punkte von C’ bzw. C”. ¢’ und C” heiBien

anliegend, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) C'NC" £
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(2) ¢'nC" =0
(3) C"\ (C"'NC")und C"\ (C" N C") sind zusammenhiingend

Man sieht leicht, dass diese Bedingung Folgendes bedeutet: Wenn C’ und
C" beide von C verschieden sind, treffen sie sich in einem oder zwei ge-
meinsamen Randpunkten. Wenn C’ = C, ist C” ein Punkt. Wegen (1) ist
fiir anliegende Bogen C’ U C” zusammenhéngend, also nach 13.44 ein abge-

schlossener Kreisbogen.

Definition:

Fiir anliegende Kreisbogen C’, C” ist die Summe der Kreisbogen C' +C” =
cruc”.

Definition:

Auf der Menge aller Kreisbogen auf dem Kreis C wird eine Partialordnung
C' < C" durch ¢' < 0" & C" G C” definiert.

Proposition 13.45

Bezeichne 1(-) die Léinge eines Kreisbogens. Fiir die Kreisbégen C’,C" auf

einem Kreis C' mit Radius 1 gilt:

(i) Wenn C" # C, ist C' ein rektifizierbarer Jordanbogen und, wenn

C’ = O, eine rektifizierbare geschlossene Jordankurve.
(ii) ¢"' < C" = 1(C") < |(C")

(i) 0 <1(C") < 2

(iv) C',C" anliegend = I(C" + C") = 1(C") +1(C").

Beweis:
(i) folgt aus 13.44 und 13.33 die iibrigen Aussagen folgen direkt aus den

Definitionen.

Proposition 13.46
C sei ein Kreis mit Radius 1 und B(C) die Menge der Kongruenzklassen [C']

von Kreisbégen €’ C C. Dann gilt:
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(i) Die Partialordnung fiir Kreisbégen induziert eine Ordnungsrelation auf

B(C).

(ii) Die partielle Addition fiir anliegende Kreisbogen induziert eine parti-
elle Addition auf B(C). Die Summe [C'] + [C”] ist dabei genau dann
definiert, wenn I(C") + [(C") < 2.

(iii) Die Zuordnung C’' — I(C’) induziert eine bijektive Abbildung
B(C) — [0,27], die mit den Ordnungsrelationen und partiellen Ad-

ditionen vertraglich ist.
Beweis:

Ubung, unter Benutzung von 13.41.

Proposition 13.47

Es sei C' ein Kreis mit Mittelpunkt o in einer euklidischen Ebene Y.

(i) Jeder Winkelsektor o eines Winkels in Y mit Scheitel o schneidet C'

in einem abgeschlossenen Kreisbogen o N C.

(ii) Fiir jeden Kreisbogen C’ auf C ist die Vereinigungsmenge aller von
o ausgehenden Strahlen durch Punkte von C’ ein Winkelsektor o(C”)

mit Scheitel o.

(i) o(e6 NC) = o und o(C’) N C = C". Die Zuordnung o — o N C und
C’ — o(C") definieren also zueinander inverse bijektive Abbildungen
zwischen der Menge aller Sektoren von Winkeln in Y mit Scheitel in

o und der Menge aller abgeschlossenen Kreisbogen auf C.

(iv) Zwei orientierte Winkel ({51, 52} ,0) und ({57, 55} ,0’) in Y mit Schei-
tel o sind genau dann kongruent, wenn die Kreisbégen cNC und ¢/'NC

kongruent sind.

Beweis:

(i) folgt aus 13.44 und (ii) aus 13.43. Der Rest folgt unmittelbar aus der
Definition der beiden Abbildungen, weil diese mit den Kongruenzrelationen
vertraglich sind und die Kongruenzklassen von orientierten Winkeln offenbar

bijektiv den Kongruenzklassen von Winkelsektoren entsprechen.
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Durch 13.47 iibertragen sich die fiir Kreisbogen eingefiihrten Begriffe auf
Winkel. Man erhélt fiir orientierte Winkel mit gleichem Scheitel eine Par-
tialordnung, definiert durch Inklusion der Sektoren, und diese definiert eine
Ordnung auf der Menge der Kongruenzklassen von Winkeln. Man definiert
anliegende Winkel als solche, fiir deren Sektoren o', ¢” die Bogen o' N C
und ¢” N C anliegend sind. Wenn fiir anliegende Winkel o’ U ¢” nicht die
ganze Ebene ist, heifit der durch ¢’ U ¢” eindeutig bestimmte Winkel der
durch Aneinanderlegen entstehende Winkel. Man hat heirdurch eine

partielle Addition von orientierten Winkeln mit gleichem Scheitel.

Definition:

Das Bogenmaf} eines orientierten Winkels ({S1,S2},0) in einer Ebene Y
ist die Léinge o= I(cNC') des Kreisbogens cNC, in welchem der Sektor o den
FEinheitskreis C' in Y mit Mittelpunkt im Schenkel des Winkels schneidet.

Satz 13.48

(i) Orientierte Winkel sind genau dann kongruent, wenn sie gleiches Bo-

genmaf} haben.

(i) Die Zuordnung ({Si,S2},0) —0 definiert eine bijektive Abbildung
von der Menge der Kongruenzklassen orientierter Winkel auf das abge-
schlossene Intervall [0, 27]. Diese Bijektion ist ordnungserhaltend und

mit der partiellen Addition vertriglich.

Beweis:
Der Satz folgt unmittelbar aus 13.46 und 13.47.

Bemerkung:

(1) Das Bogenmaf} eines Winkels ist eine Zahl 0 < av < 27. Wie wir — hof-
fentlich — gezeigt haben, ist dies eine vollkommen natiirliche Art der
Winkelmessung. Aus historischen und praktischen Griinden wurden
aber noch andere Arten der Winkelmessung eingefiihrt. Die Wichtigs-
te ist die Messung in Grad, Minuten und Sekunden. Dabei wird der

Kreisumfang, also 27, in 360 gleiche Teile geteilt, die Grad genannt
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werden. Bei den Griechen hieflen diese poipar = Teil oder — bei
Ptolemdus — Tunua, bei den Arabern daraga = Leiter, Stufe, wor-
aus dann lateinisch gradus = Schritt, Stufe wurde. Die Einteilung in
360 Grad geht auf die babylonische Astronomie zuriick und wurde bei
den Griechen durch Hypsicles um 170 v. Chr. und Hipparch um
150 v. Chr. eingefiihrt. Der alexandrinische Mathematiker und Astro-
nom Klaudius Ptolemé&us (etwa 100-178 n. Chr.) benutzt in seinem
Almagest, einer groflen Zusammenstellung seines trigonometrischen
und astronomischen Lehrgebédudes, eine wahrscheinlich auch auf Baby-
lon zuriickgehende Verfeinerung der Gradeinteilung. Im ersten Schritt
wird jeder Grad in 60 gleiche kleine Teile unterteilt (lateinisch spéter:
partes minutae primae = erste kleine Teile). Im zweiten Schritt wird
dann jeder dieser kleinen Teile noch einmal in 60 gleiche Teile unter-
teilt (lateinisch spéter: partes minutae secundae = zweite kleine Teile).
Diese ersten und zweiten Teile wurden dann spéter einfach Minuten
und Sekunden genannt. Die Notation zur Angabe des Winkelmafes in
Grad, Minuten und Sekunden besteht darin, die Zahl der Grade durch
einen hochgestellten kleinen Kreis zu kennzeichnen, die der Minuten
durch einen Strich und die der Sekunden durch einen hochgestellten

Doppelstrich. Zum Beispiel gilt:

= 180° = 90°

T 60°
= 36° T = 30°

~  25°42'51"

= 45°

RIERSE]
INE

SIERES|

Wir haben um der begrifflichen Klarheit willen deutlich zwischen ori-
entierten Winkeln, Kongruenzklassen von orientierten Winkeln und
dem Bogenmaf} von orientierten Winkeln unterschieden. Im Folgenden
werden wir beim Operieren mit Winkeln in konkreten Situationen die-
se zu einer schwerfalligen Ausdrucksweise fithrende Prézision aufgeben
und — dem allgemeinen Gebrauche folgend — ungenau aber einfach alle
drei Objekte Winkel nennen. Statt von einem orientierten Winkel mit
Bogenmafl o = % sprechen wir also z.B. von einem Winkel o von 60°

oder von einem Winkel o = 60° oder von einem Winkel o = %
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Proposition 13.49

Zu jedem orientierten Winkel ({S7,S2},0) in einer Ebene Y existiert ein

eindeutig bestimmter Strahl S in o mit dem Scheitel des Winkels als Aus-
gangspunkt, so dass fiir die in o enthaltenen Sektoren ¢’ von {S1, 5} und o”
1

~I = —~
von {5, 5} gilt 0 =0 = 5 0. Der Sektor o entsteht durch Aneinanderlegen

der Sektoren ¢’ und o”.

Beweis:

C sei der Einheitskreis in Y um den Scheitelpunkt. Der Kreisbogen o N C
wird wegen 13.41 durch einen eindeutig bestimmten Punkt Z in zwei Bogen
C’ und C” von gleicher Lénge zerlegt, die Z und die Schnittpunkte x,y von
S1, S mit C' als Endpunkte haben. Aus 13.47 folgt, dass der Strahl S durch Z
die gesuchten Eigenschaften hat und o', ¢” die zu C’, C” gehérigen Sektoren

sind.

Zusatz:

Ist der Sektor o konvex und keine Ebene oder Halbebene, so ist S der vom
Scheitel ausgehende Strahl durch den Mittelpunkt z der Sehne zu dem Bogen
oncC.

Beweis:

Man betrachte die Figur auf der folgenden Seite. O.B.d.A. sei x # y. Aus
der Konvexitéit von o folgt, dass [z,y] in o liegt und von S in einem Punkt
z getroffen wird. Weil die Bégen C’ und C” gleiche Linge haben, sind sie
kongruent, und ihre Sehnen [z, Z] und [y, Z] haben auch gleiche Linge. Die
Dreiecke mit den Ecken o, x, Z und o, y, Z haben also gleiche Seiten. Es gibt
also eine Isometrie mit ¢(0) = 0, p(2) = Z und p(z) = y. Es gilt S C Fix ¢,
also ¢(z) = z, also ¢ ([z, 2)] = [y, 2] und damit [ ([z, 2)] = [ ([y, 2)].

Definition:
Der Strahl, der einen orientierten Winkel wie in Proposition 13.49 in zwei
Winkel mit gleichem Bogenmaf zerlegt, heiffit winkelhalbierender Strahl

zu dem gegebenen Winkel.

Bemerkung: Die ersten drei Konstruktionen in den Elementen des Eu-

klid sind die Propositionenen 1, 9 und 10 in seinem Buch 1, die bei ihm in
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X
C
zZ ~
S z
c”
y

dieser Reihenfolge aufeinander aufbauen: Konstruktion eines gleichseitigen
Dreiecks mit gegebener Seite, Halbierung eines gegebenen Winkels, Halbie-
rung einer gegebenen Strecke. Die Winkelmessung durch Bogenmafl oder
Grad kommt bei Euklid noch nicht vor — die Trigonometrie entwickelte sich,
wie bereits angedeutet, erst spater. Jedoch gibt es bei Euklid in Buch 1, De-
finitionen 10, 11, 12 bereits die Definition von spitzen, rechten und stumpfen
Winkeln mit Hilfe der — natiirlich nicht explizit definierten — Teilordnungs-
relation fiir Winkel. Die Unterscheidung dieser drei Arten von Winkeln ist
alter. In Platons ,,Politeia“ (Buch VI, 510) erwéhnt Sokrates sie als Beispiele
fiir grundlegende Begriffe, von denen die Geometer bei ihren Untersuchun-
gen als gegeben ausgehen: ,Sie nehmen es einfach an, als ob sie sich iiber
diese Dinge im Klaren wéren, und halten es nicht fiir nétig, sich und anderen

Rechenschaft iiber etwas zu geben, was jedem deutlich sei.“

Definition:
Ein orientierter Winkel mit Bogenmafl o heifit

spitz, wenn 0 < o < 7,

m
2
stumpf, wenn § < a <,

recht, wenn o =

gestreckt, wenn o = ,
iiberstumpf, wenn 7 < a < 2,

Perigonwinkel, wenn a = 27.
Die iiberstumpfen Winkel sind genau die mit nicht konvexem Sektor.

Definition:

Zwei anliegende orientierte Winkel heiflen komplementér oder auch Kom-
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plementwinkel voneinander, wenn der durch Aneinanderlegen entstehende
Winkel ein rechter Winkel ist. Sie heiflen supplementér oder auch Neben-
winkel, wenn der durch Aneinanderlegen entstehende Winkel gestreckt ist.
Zwei orientierte Winkel mit dem gleichem Scheitel heiflen Scheitelwinkel
voneinander, wenn sie durch die Inversion am Zentrum im Scheitel ineinan-
der iiberfithrt werden.

Haben zwei anliegende orientierte Winkel die Bogenmafle « und 3, so gilt
a+ 3 = F fiir komplementire Winkel, a + 3 =  fiir supplementéire Winkel

und a + 8 = 27 fiir entgegengesetzt orientierte Winkel.

Proposition 13.50

FEin orientierter Winkel ist gestreckt, das heifit: hat Bogenmaf} 7, genau wenn

seine Schenkel entgegengesetzt sind.

Definition:
Zwei vom gleichen Punkt ausgehende Halbgeraden Sp, 52 sind zueinander
orthogonal - in Zeichen S; 1L Ss —, wenn die zugehorigen Geraden zuein-

ander orthogonal sind.

Proposition 13.51

Ein orientierter Winkel ({51, S2}, o) ist ein rechter Winkel genau wenn gilt:
S1 L S5 und o ist konvex.

Beweis:

({S1,S2},0) sei ein orientierter Winkel in der Ebene Y und L; die zu S;
gehorende Gerade sowie s; die Spiegelung von Y an L;, i = 1,2. Der Winkel
sei ein rechter Winkel. Dann sieht man sofort, dass s; den Winkel in einen
Nebenwinkel ({S1,55},0") tiberfithrt. Aus 13.50 folgt Ly = Sp U S}. Daraus
folgt s1 (L2) = Lo und somit folgt wie behauptet L1 L Lg, denn I:) bzw.
Ly sind Eigenrdume zum Eigenwert 1 bzw. -1 fiir den linearen Anteil A(sy)
von s1, und die zu verschiedenen Eigenwerten gehorigen Eigenrdume einer
orthogonalen Transformation stehen nach I1.12.58 aufeinander senkrecht.
Dass o konvex ist, ist klar: nur die iiberstumpfen Winkel haben nicht

konvexe Sektoren.
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Nun sei umgekehrt S; L So und ¢ konvex. Dann folgt wieder mit 13.50, dass
—~ o~/

s1 den Winkel in einen Nebenwinkel iiberfithrt. Aus o+ EI: mund o=0

folgt o= 5, und das war zu zeigen.

Nachdem wir fiir orientierte Winkel die grundlegenden Definitionen ein-
gefiihrt haben, ist es nicht schwierig, sich zu iiberlegen, was von diesen
Definitionen fiir Winkel {S;, S2} ohne Orientierung iibrig bleibt. Wir be-
schrinken uns auf die wichtigste Frage, die nach dem Bogenmaf. Ist Y
eine {S1,S52} enthaltende Ebene und sind 0,0’ die Sektoren von Y zu
{51, 52}, dann sind die Bogenmafie der orientierten Winkel ({Si,S2},0)
und ({S1,S52},0") zwei Zahlen o, o’ € [0,27] mit o + o = 27. Von diesen
Zahlen liegt notwendigerweise die eine in [0, 7], die andere in [m, 27]. Gilt
a=a =m,soist {51,592} ein gestreckter Winkel, die beiden Sektoren o und
o’ sind Halbebenen, und keiner ist ausgezeichnet. Andernfalls ist ein Sektor
als der innere ausgezeichnet, und zu ihm gehort die Bogenlidnge « € [0, 7.
Diese Zahl héngt nur von {Si, S2} ab.

Definition:
Die Bogenlinge des nichtorientierten Winkels {57, S} ist die Bogenlidnge

« eines orientierten Winkels ({57, S2},0) mit o € [0, 7].

An diesem Punkt erscheint es mir sehr niitzlich, sich méglichst anschaulich
klar zu machen, welche Beziehung zwischen orientierten und nichtorientier-
ten Winkeln besteht, und zwar nicht zwischen einzelnen Winkeln, sondern
zwischen den Mengen aller derartigen Winkel in einer festen Ebene mit ei-
nem festen Scheitelpunkt. Durch die folgende Proposition verschaffen wir
uns fiir diese Mengen von Winkeln ganz einfache geometrische Modelle. Wir
werden dabei auf das beriihmte M6bius-Band stofien, das 1858 etwa gleich-
zeitig von Listing und Mobius entdeckt wurde, wobei moglicherweise bei-
de von Gaufl beeinflufit waren. Mo6bius stellte die grundlegende Rolle dieser
Flache dar in seinem ,, Mémoire sur les polyédres“ fiir den Wettbewerb um
den Grand Prix de mathématiques de 1861 de I’académie des sciences de
Paris und in §11 seiner Arbeit ,,Uber die Bestimmung des Inhaltes eines Po-
lyeders® Ber. Verh. Séchs. Akad. Wiss. Leipzig, 17 (1865), pp. 31-68 [25].
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Proposition 13.52

JCMLCX [0,%]37
| b

M —C x[0,2n] /7T

Es sei

das wie folgt definierte Diagramm von Mengen und Abbildungen:

(a) M = Menge aller orientieren Winkel in der Ebene X mit Scheitel o.

(b) M = Menge aller Winkel in X mit Scheitel o.

(c) C x [0,27] = Produkt von Einheitskreis C' in X um o und Intervall
[0, 27].

(d) C x [0,27] /7 = Quotientenmenge beziiglich der Aquivalenz
(r,a) ~ 7(z, ).

() 7 = 11 X 1, wo 5 : C — C Involution mit Zentrum o und
72 : [0,27] — [0, 27] Involution mit Zentrum .

(f) o : M — M die Involution, welche die Orientierung der Winkel umkehrt.

(g) m: M — M vergisst die Orientierung.

(h) p ist die Restklassenabbildung.

(i) ¢ : M — C x [0,27] ordnet jedem orientierten Winkel das Paar (£, a)
zu, wo « das Bogenmaf} ist und £ der Schnittpunkt von C' mit dem
winkelhalbierenden Strahl.

(j) v ist die durch ¢ induzierte Abbildung.

Dann gilt:

(i) Das oben definierte Diagramm ist kommutativ.
(ii) Die Abbildungen ¢ und v sind bijektiv.

(iii) Die Abbildungen 7 und p sind ,zweibliittrige Uberlagerungen*:
das Urbild jedes Punktes besteht aus zwei Punkten.

(iv) o und 7 sind die zu 7 und p gehorigen ,,Decktransformationen®,
d. h. die Abbildungen, welche die beiden Punkte in jeder Faser von

bzw. p vertauschen.
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Beweis:

Die einzige nicht ganz triviale Aussage ist die Bijektivitdt von ¢. Die Um-
kehrabbildung ¢! ordnet (£, ) den orientierten Winkel zu, der durch An-
einanderlegen derjenigen beiden orientierten Winkel mit Bogenmafl /2 ent-
steht, deren einer Schenkel durch & geht. Die Einzelheiten des Beweises lassen

sich elementar mit Hilfe der bereits bewiesenen Resultate ausfiillen.

Die gerade bewiesene Proposition hat trotz der sehr technisch scheinen-
den Formulierung eine sehr anschauliche Bedeutung, die durch die folgende
Zeichnungen, Erlduterungen und Zusétze verdeutlicht werden soll. C'x [0, 27]

ist ein zylindrisches Band mit Rand.

C x [0,27]

Bei geeigneter Einbettung dieses Zylinders in R? wird die Involution durch
die Inversion am Nullpunkt induziert. Der Quotient C' x [0, 27] /7 ist — per

definitionem — das M6biusband.

Man kann es, und diese Konstruktion ist vielleicht manchem geldufiger,
auch wie folgt beschreiben: Man identifiziert einen Halbkreis C’ C C mittels
Parametrisierung durch die Bogenlénge mit dem Intervall [0, 7]. Dann iden-
tifiziert sich C' x [0, 27] /7 kanonisch mit dem Quotienten [0, 7] x [0, 27] / ~,
wo ~ die Aquivalenzrelation ist, die durch (0, a) ~ (7, 7o()) induziert wird.
Anschaulich gesprochen: Man erhélt das Mobiusband aus dem Streifen
[0, 7] x [0,27], indem man die Enden {0} x [0, 27] und {7} x [0, 27| mittels

T ,,verdreht* miteinander verklebt.
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(0,21) (m2%)

’! g;
1l

(0,0) 7.,0)

(0.2%) (%.0) ‘» ‘llllll‘

(00) (7, 2%)

Das Resultat ist ein einseitiges, nicht orientierbares, iiber der Kreislinie in

Strecken gefasertes Band, dessen Rand aus einer einzigen Kreislinie besteht.

Die anschauliche Beschreibung der Konstruktion des Mobiusbandes durch
die Worte ,,verdreht miteinander verkleben“ suggeriert mehr als die ma-
thematische Operation der Identifikation der Enden, nimlich eine im
Raum ablaufende Operation, deren Resultat das Mobiusband als ein im
3-dimensionalen Raum eingebettetes Gebilde ist. Man muf} jedoch begriff-
lich sorgfiltig zwischen einer abstrakten Fléche an sich und einer Einbettung
einer solchen Fliche in einen anderen Raum unterscheiden. Wir wollen das
am Beispiel des Zylinders und des Mobiusbandes erliutern. Da 75 = 1 ist,
gilt 7'2’C = 1 oder 7'2’g = 79, je nachdem, ob k gerade oder ungerade ist. Iden-
tifiziert man also die beiden Enden des Streifens [0, 7] x [0, 27] mittels 75,
so erhélt man fiir gerades k den Zylinder, fiir ungerades k das M&biusband.
Das folgende Bild zeigt z. B. Einbettungen des Zylinders fiir & = 0, 2, 4.

Bettet man den Streifen also im R? ein und erzeugt den Zylinder bzw. das
Mobiusband, indem man k mal verdreht verklebt, so erhilt man fiir gerades
k € Z lauter wesentlich verschiedene Einbettungen des Zylinders und fiir
ungerades k verschiedene Einbettungen des Mobiusbandes. (Verschiedene

Vorzeichen von k bedeuten verschiedenen Drehsinn beim Verdrillen.) Was
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,wesentlich verschieden“ fiir Einbettungen heif3t, soll hier nicht genau
definiert werden, aber es ist klar, dass man Einbettungen, die sich stetig
durch eine 1-Parameterfamilie von Einbettungen ineinander iiberfithren
lassen, nicht als wesentlich verschieden ansehen wird. Dass die obigen Ein-
bettungen des Zylinders fiir alle kK = 2m verschieden sind, sieht man daran,
dass bei der k-ten die beiden Randlinien m-mal miteinander verschlungen
sind. Daher erhélt man beim Aufschneiden lings der Mittellinie zwei m-fach
verschlungene zylindrische Stiicke, die sich nur fiir m = 0 voneinander

trennen lassen.

Wir wollen uns jetzt die zweifache Uberlagerung p des Zylinders moglichst
anschaulich rdumlich vorstellen, und zwar so, dass das Mdbiusband mit der
zu k = 1 gehorigen, also einfachsten Einbettung im Raume liegt und der
Zylinder irgendwie diese Fliche zweifach iiberlagert. Dazu mufl man fiir den
Zylinder eine zu k = 4 gehorige Einbettung wihlen. Es ist nicht ganz einfach,
sich diese Uberlagerung auf einen Schlag vorzustellen. Die Figuren 1 bis 4
auf der folgenden Bildseite zeigen, wie man vorgeht. Figur 1 zeigt das im
R3 eingebettete Mobiusband. Figur 2 entsteht aus Figur 1, indem man das
Mobiusband ,,verdickt“. Man betrachtet in jedem Punkt x des Mdbiusbandes
die ,,Normale“, d. h. die Gerade durch x senkrecht zur Tangentialebene, und

auf dieser Normalen ein 2e-Intervall mit Mittelpunkt x.

Die Vereinigung dieser Intervalle ist das ,verdickte“ Mobiusband. Figur
3 zeigt einen Teil der Oberfliche des verdickten Mobiusbandes, nédmlich
die Fléche, die aus den Randpunkten der e-Intervalle besteht. Diese Fliche
ist ein Zylinder, der in R? so eingebettet ist, dass die Randlinien zweifach
miteinander verschlungen sind, also k& = 4. Durch Projektion ldngs der
Normalen bildet sich diese Fliache auf das Mobiusband ab, und diese
Abbildung ist offensichtlich eine zweifache Uberlagerung. Figur 4 zeigt
— schraffiert — das Mobiusband und — nicht schraffiert — den zweifach
tiberlagernden Zylinder. Figur 5 schliefflich zeigt die Fldche, die entsteht,
wenn man ein Moébiusband léngs der Mittellinie aufschneidet. Es ist wieder
ein Zylinder, der mit zweifacher Verschlingung der Randlinien eingebettet

ist.
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Geometrische Interpretation: Die Mittellinie des Mobiusbandes parametri-
siert die gestreckten Winkel, fiir die ja beide Sektoren gleichberechtigt sind.
Entfernt man diese, so kann man fiir die {ibrigen Winkel eindeutig einen Sek-
tor auszeichnen, z. B. den Inneren. Bei den Einbettungen der Figur 4 sieht
das so aus: Durch das Entfernen der Mittellinie ist die entstehende Fléiche
ein Zylinder, also insbesondere orientierbar. Deswegen kann man eine der
beiden Normalenrichtungen auszeichnen und dementsprechend jedem Punkt
des aufgeschnittenen Mobiusbandes einen eindeutig bestimmten Punkt der
zweifachen Uberlagerungsfliiche zuordnen. Als Bild erhiilt man eine der bei-
den Zusammenhangskomponenten, in die der Zylinder beim Aufschneiden
langs der Mittellinie zerféllt: C' x [0,7) bei Auszeichnung des inneren und

C x (m,27] bei Auszeichnung des dufleren Sektors.
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Zusatz zu 13.52
Die orthogonale Gruppe der Ebene operiert kanonisch auf M und M sowie C
und trivial auf [0, 27], also auch auf C' x [0, 27| sowie C' x [0, 27| /7. Die Abbil-

dungen des Diagramms sind mit dieser Operation vertréglich. Insbesondere

sind die Orbits der orthogonalen Gruppe im Zylinder C' x [0, 27| die Kreise
C x {a} mit o € [0, 2], und die Komposition von ¢ : M — C x [0, 27| mit
der Projektion C'x [0, 2] — [0, 27| induziert die bijektive Abbildung von der
Menge der Kongruenzklassen orientierter Winkel auf [0, 27] durch das Bo-
genmaf. Die Orbits der orthogonalen Gruppe im Mébiusband C' x [0, 27| /7
sind alle homdomorph zu Kreislinien. Uber der Mittellinie liegt ein Orbit im
Zylinder, der die Mittellinie zweifach iiberlagert. Uber allen anderen Orbits
des Mobiusbandes liegen zwei Zylinderorbits C' x {a} und C x {27 — a},
die einzeln genommen durch v bijektiv auf den Orbit im M&biusband abge-
bildet werden. Projeziert man das Moébiusband auf seine Mittellinie, dann
iiberlagern alle von der Mittellinie verschiedenen Orbits die Mittellinie zwei-
fach.

Wir haben — und das ist natiirlich — die Messung von Winkeln mit Hilfe
der Bogenlinge definiert. Nun ist aber der Begriff der Kurvenlinge ein
nicht ganz leicht mathematisch streng zu fassender Begriff — genauer
gesagt, er war es nicht zum Zeitpunkt der Entstehung der Trigonometrie.
Dariiber hinaus ist die Messung von Winkeln durch die Bogenlinge vom
konstruktiv-geometrischen Standpunkt aus problematisch. Wenn man
nédmlich verlangt, zu einer beliebig gegebenen geraden Strecke von einer
Linge 0 < a < 27 einen Einheitskreisbogen mit dieser Linge exakt zu
konstruieren, und zwar mit Zirkel und Lineal zu konstruieren, dann ist die
Problem unlésbar. Schon das Problem, einen Kreisbogen der Linge 27”,
d. h. ein regelméfiges Siebeneck, mit Zirkel und Lineal zu konstruieren, ist
unlésbar, wie C.F. Gaufl gezeigt hat. Die Bogenldnge bestimmt zwar den
Winkel eindeutig bis auf Kongruenz, aber aus diesem Datum ist der Winkel

nicht im obigen Sinne konstruierbar.

Es liegt daher nahe, andere geometrische Daten zu suchen, die den Winkel

bestimmen und aus denen der Winkel wirklich konstruiert werden kann. Ein
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solches Datum ist der Kreisbogen selbst (13.47), aber das ist zu tautologisch.
Wir suchen deshalb ein weiteres Datum. Ein solches liegt aber auf der Hand:
die zu dem Kreisbogen gehorige Sehne. Thre Lénge, die nur von der Lénge

des Kreisbogens abhéngt, ist ein Maf3 fiir den Winkel.

Definition:
Die Sehne s(a) von « € [0,27] ist die Lidnge der Sehne eines Kreisbogens

der Liange o auf einem Kreis vom Radius 1.

Durch o +— s(«) wird eine Funktion s : [0,27] — [0,2] definiert. Ihre
Beschriankung s : [0,7] — [0,2] ist offenbar bijektiv, und daher ist die
Sehne in der Tat ein brauchbares Mafl fiir Winkel, die nicht iiberstumpf
sind. Dariiber hinaus liegt die Konstruktion eines Bogens mit gegebenem
Anfangspunkt x und gegebener Sehnenlidnge s < 2 auf einem Einheitskreis
C auf der Hand. Als Endpunkt hat man einen der beiden Schnittpunkte

von C mit dem Kreis vom Radius s um z.

Dieses Mafl von Winkeln durch die Sehnen wurde schon in den Anfingen der Tri-
gonometrie benutzt. Die griechischen Mathematiker und Astronomen Hipparch
(um 161-126 v. Chr.) und Menelaus von Alexandrien (um 100 n. Chr.) schrieben
Biicher iiber die Berechnung von Sehnentafeln fiir Winkel o von 0 bis 180°in Schrit-
ten von 30’, die sich bei spéterer Nachpriifung auf genau bis auf 5 Dezimalstellen
erwies. Die indischen Mathematier berechneten spéter ebenfalls derartige Tabellen,
so in den Siirya Siddhanta (um 400 n. Chr.), bei Aryabhatta (um 510 n. Chr.) und
Bhéskara (um 1150). Ein Schritt bei der Berechnung bestand darin, aus bereits
bekannten Werten s(a), z. B. fiir & = 60°, die Sehne s(«/2) des halben Bogens zu
berechnen. Dazu benutzte man wahrscheinlich eine Vorschrift &hnlich der Formel
13.37 (ii). Die Inder erkannten dabei wohl, dass es fiir die Rechnungen vorteilhaft
ist, nicht s(a) als Funktion von o zu benutzen, sondern 1s(2a), die halbe Sehne
des doppelten Bogens. Die groflere Einfachheit der Rechnung wird dann ganz ex-
plizit von den arabischen Mathematikern als Grund fiir den Ubergang von s(a) zu
15(20) angegeben, so von Muhammed ibn Dschabir ibn Sindn Abu ‘Abdallah al
Battani (um 878-918). Aryabhatta hatte fiir die Sehne das gleichbedeutende Wort

»jva“ oder . jiva“, fiir die halbe Sehne ,ardhajya“, woraus durch Weglassen wieder
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»jiva® wurde. Daraus wurde bei den Arabern das phonetisch abgeleitete, im Arabi-
schen bedeutungslose Wort ,,dschiba“. Die Konsonanten dieses Wortes lassen aber
auch die Lesart ,,dschaib“ zu. Dies arabische Wort bedeutet ,Busen“ oder ,,Brust“
oder ,,Bucht“, und daraus wurde dann in der lateinischen Ubersetzung durch Ger-
hard von Cremona lateinisch sinus (= Kriimmung, Biegung, Rundung, Bogen,

Meerbusen, Bucht, Gewandbausch, Busen).

Definition:

Fir 0 < o < 7 ist der Sinus von « definiert als

sin(a) := %s(2o¢) ,

also als die halbe Sehne des doppelten Bogens.

A
N/

Dies ist der historische Ursprung der sinus-Funktion und ihres Namens. Die anderen
trigonometrischen Funktionen kamen spéter dazu, erst als auch noch betrachtete
Groflen, dann in Form von Tabellen und als wohldefinierte Funktionen der Winkel,
schlielich mit ihrem heutigen Namen und Symbolen. Der cosinus kommt der Sa-
che nach auch schon bei Aryabhatta vor; der Name bedeutet sinus complementi =
sinus der Komplementwinkels und stammt von Edmund Gunter 1620 (in der Form
co.sinus) bzw. John Newton 1658 (in seiner heutigen Form cosinus). Tangens und
catangens treten ebenso wie secans und cosecans spétestens bei al Battani und bei
Abw’l Wafa Muhammed ibn Muhammed ibn Jahja ibn Isma ‘1l ibn Al-‘Abbas
Albtizdschani (940-998) auf. Dort heiflen tangens und cotangens (in spéterer la-
teinischer Ubersetzung) ,2umbra versa“ und ,,umbra recta®“, womuit das praktische

Motiv fiir ihre Einfithrung angedeutet ist. Die Namen ,tangens“ und ,secans*
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wurden von in seiner ,geometria rotundi“ 1583 eingefiihrt. Die Bedeutung dieser
Namen entnimmt man leicht der folgenden Figur, in welcher der Kreis den Ra-
dius 1 hat. Lateinisch tangens bedeutet beriihrend, secans schneidend. Der Name

cotangens, 1620 von Gunter eingefiihrt, bedeutet natiirlich tangens complementi.

secans (o)

' tangens (o)
umbra versa

umbra recta

Die obige Definition des sinus ist in dieser Form zunéchst nur fiir o € [0, 7]
moglich, da fiir « > 7 bei Verdoppelung 2o > 27 gelten wiirde, wihrend
die Kreisbogen auf dem Einheitskreis eine Lénge < 27 haben. Natiirlich
konnte man dem dadurch abhelfen, dass man statt der unparametrisierten
Kreishogen parametrisierte Kurven benutzt, die dann beliebige Liénge haben
konnen.

Um im bisherigen Rahmen zu bleiben, wahlen wir stattdessen die folgende

endgiiltige Definition fiir die reellen trigonometrischen Funktionen.

Definition:

Die trigonometrischen Funktionen sinus, cosinus, tangens, cotan-
gens, secans und cosecans sind auf R definierte Funktionen mit Werten
in RU {oco} und einer Periode 27, die fiir Argumente « € [0, 27| wie folgt
definiert sind.

Es sei C der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,0) in der euklidi-
schen Standardebene R? und a + (z(a),y(a)) die eindeutig bestimmte
Parametrisierung von C' durch die Bogenlédnge mit (z(0),y(0)) = (1,0) und
((5),y(5)) = (0,1). Dann gilt per definitionem:

Bemerkungen:

(1) Aus der Definition folgt unmittelbar:

‘ (sina)? + (cosa)? = 1 ‘
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ylot) sina =1y

tana =1y

(

cosa = z(a
= (
x(at) (

)

)
a)/xz(a)

)/y(@)

(

(

seca = 1/z(a

cota=x

Q

)
)

cosecax = 1/y(«

(2) Die Definition der sechs trigonometrischen Funktionen wiirde noch etwas sym-
metrischer erscheinen, wenn man statt des Einheitskreises einen Kreis von beliebi-
gem Radius r parametrisieren wiirde. Dann wéren die Funktionen durch die sechs
moglichen Quotienten aus z,y,r definiert, also z/r, y/r, y/x, x/y, r/z, r/y.

(3) Wir haben eine Definition der trigonometrischen Funktionen gegeben, die sich
in natiirlicher Weise aus elementaren Grundbegriffen der euklidischen Geometrie
wie Kreis, Kreisbogen, Strecke, Sehne und Winkel und aus dem Begriff der Kur-
venldnge ergibt, und wir haben mit dieser Darstellung hinsichtlich der Definitionen
in etwa die historische Entwicklung bis zur Entstehung der Infinitesimalrechnung
nachgezeichnet. Was nun die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen be-
trifft, so waren diejenigen, welche sich ohne Inifinitesimalrechnung formulieren las-
sen, schon frith bekannt. Die wichtigste, das Additionstheorem fiir den sinus, war
vermutlich schon Hipparch, mit Sicherheit aber Ptolemé&us bekannt als Regel fiir die
Berechnung der Sehne s(a + ) eines zusammengesetzten Bogens aus den Sehnen
s(a) und s(8) der Teilbogen. Aus diesem elementargeometrisch beweisbaren Addi-
tionstheorem kann man auf verschiedene Weise die Potenzreihenentwicklungen der
trigonometrischen Funktionen und andere analytische Eigenschaften ableiten, z. B.

indem man zunéchst aus elementaren Abschitzungen

beweist und dann mittels der Additionstheoreme die Ableitungen von sinus und

cosinus berechnet. Hier ist eine geringfiigig andere Herleitung.
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Proposition 13.53 (Roger Cotes 1722)

dsint ; dcost
= oS
d¢ d¢

= —gint

Beweis:

Es sei f : [0,27] — R? die in der Definition der trigonometrischen Funk-
tionen verwendete Parametrisierung des Einheitskreises C' nach der Bo-
genldnge, also f(t) = (cost,sint). Die Ableitung von f in ¢ ist der Vektor
ft) = (dcdfft, dsmt) Nach Proposition 13.41 ist f(t) der Tangentialvektor
von der Lénge H f(t H 1 an C in Durchlaufsrichtung im Punkt (cost,sint).
Das ist aber gerade der Vektor (—sint, cost).

f(t)

f(t)
Satz 13.54 (Newton 1669)
. t3 t° t7
t2 t4 t6
cost=1— — +E—aj:...

Beweis:
Dies folgt, wie Euler in seinen institutiones calculi differentialis von 1755
bemerkt hat, aus 13.53 und der von Taylor 1715 gefundenen Darstellung von

Funktionen durch ihre ,, Taylorreihe“.

Man sieht leicht ein, dass die Reihen fiir sinus und cosinus ebenso wie die

von gefundene Reihe fiir die Exponentialfunktion

t2 3 t4
el =1ttt gt
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fiir alle ¢t in der komplexen Zahlenebene C konvergieren. Definiert man da-
durch sinus, cosinus und Exponentialfunktion als komplexwertige Funktio-
nen auf C, dann gilt fiir diese Funktionen die folgende grundlegende von

Euler entdeckte Beziehung:

Satz 13.55 (Euler 1743)

eZZ + e—ZZ . e’LZ _ e—lZ
cosz = ———— sing = ————
2 21

Beweis: Koeffizientenvergleich der Reihen.

Satz 13.56 (Additionstheorem)

sin(a + ) = sinacos B + cos asin

cos(a+ ) = cosacos f — sinasin

Beweis:
Dies folgt aus 13.55 und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

e1T%2 = ¢*1 . ¢*2  die man leicht aus der Reihenentwicklung ableitet.

Damit haben wir den Kreis geschlossen: Auf dem Umweg iiber die Analysis sind
wir wieder bei dem Satz angekommen, mit dem schon Ptoleméus seine Sehnentafel
berechnet hat. Damit wollen wir es bewenden lassen. All die vielen iibrigen Formeln
fiir die trigonometrischen Funktionen findet man in den Formeltafeln oder leitet

sie leicht selbst ab, wenn man sie braucht.

Nach diesen geometrischen und analytischen Entwicklungen kehren wir
zuriick zur linearen Algebra. Wir kénnen namlich nun, nachdem wir den
aus der Lingenmessung, d.h. aus der Norm eines euklidischen Vektorrau-
mes entwickelten Begriff des Bogenmafles von Winkeln und die trigonome-
trischen Funktionen zur Verfiigung haben, auch das Skalarprodukt in dem
euklidischen Vektorraum geometrisch interpretieren. Es sei also V' ein eukli-
discher Vektorraum mit der positiv definiten symmetrischen Bilinearform
(-,-). Natiirlich konnen wir V' mit dem zugehorigen euklidischen affinen

Raum A(V) identifizieren. Daher sind die folgenden Definitionen sinnvoll.
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Definition:

V sei ein euklidischer Vektorraum und v, w € V von Null verschiedene Vek-
toren. Dann ist der Winkel <t (v, w) zwischen v und w das Bogenmaf des
Winkels {R*v, Rt w}.

Proposition 13.57
Fiir das Skalarprodukt (v, w) von Vektoren 0 # v,w € V in einem euklidi-
schen Vektorraum (V, (-,-)) gilt:

[ (v, w) = [[v]| - [lw] - cos (v, w)]

Beweis:

Der Beweis ergibt sich trivial aus den Definitionen. Offenbar gibt es einen
Isomorphismus des n-dimensionalen euklidischen Vektorraums V mit dem
euklidischen Standardvektorraum R", welcher ﬁ in den Standardbasisvek-
tor ey iiberfithrt und m in eine Linearkombination xe; + yes der ersten
beiden Standardvektoren. Es gilt 22 + y?> = 1. Also entspricht ﬁ einem
Punkt (z,y) auf dem Einheitskreis in R? und mo dem Punkt (1,0) auf die-
sem Kreis. Wir sind also in der Situation wie bei der Definition des cosinus.
Die Behauptung ergibt sich nun aus der Kette von trivialerweise geltenden
Gleichungen neben der veranschlichenden Figur auf der néchsten Seite. Da-
bei folgt (0) aus der Bilinearitidt des Skalarprodukts, (1) und (4) aus der
Isomorphie von V' mit R", ferner (2) aus der Orthonormalitét von e, e3 und

(3) aus der Definition des cosinus.

w

(0) (v,w) = v - [Jw] - <”ZH’ HwH>

)
v w
) <> — (e1, 301 + yea)
ﬁ xeeye, Toll” Tl

e, (2) (e1,xzer +ye2) =2
(3) x = cos<(e1,xer + yea)

(4) <(e1,ze; + yes) = <X(v, w).
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Korollar 13.58

Bei der orthogonalen Zerlegung von w in eine Komponente w’ in Richtung

von v und eine Komponente w” orthogonal zu v gilt:

W' = cos %(v,w) - Jw] - —
’ [[v]]

Beweis:

Dies folgt 13.57 und w’ = %’}’Zj;v

Zusétzlich zu dem auf jedem euklidischen Vektorraum definierten inneren

Produkt (v, w) haben wir fiir Vektoren v,w im R? frither auch ein duBeres
Produkt v x w definiert (Band 1, Aufgabe 39 § 10). Wir interpretieren diese
damals rein algebraische Definition jetzt geometrisch im Sinne der euklidi-

schen Geometrie.

Proposition 13.59

Das duflere Produkt v x w von Vektoren v, w im 3-dimensionalen euklidi-

schen Standardvektorraum R? hat folgende charakteristische Eigenschaften:

(1) v x w ist orthogonal zu v und w,
(2) det(v,w,v x w) >0,
B3) v xw[l = o]l - [[w]] - sin (v, w).

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Band I, Aufgabe 39 zu § 10, und zwar (1) aus

(ix), (2) aus (vii) und (xiii) sowie (3) aus (xii) und 13.57.

Bemerkungen:

(1) Das duflere Produkt v x w l&sst sich also wie folgt charakterisieren: Sind
v, w linear ahéngig, so ist v x w = 0. Andernfalls ist v x w der eindeutig
bestimmte zu v und w senkrechte Vektor, dessen Linge ||v x w|| gleich
der Fliache des von v und w aufgespannten Parallelogramms ist und
der mit v und w in der Reihenfolge v, w,v X w eine positiv orientier-
te Basis bildet. Durch diese Bedingungen ist in jedem 3-dimensionalen
orientieren euklidischen Vektorraum eindeutig ein dufleres Produkt de-

finiert.



Kapitel 13.3 99

(2)

(3)

Aus 13.57 folgt natiirlich sofort wieder die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung (u,v) < [lul| - [Jv].

Will man geometrische Uberlegungen vermeiden und in maglichst analyti-
scher Weise von der linear-algebraischen Struktur des euklidischen Vektor-
raums ausgehen und die trigonometrischen Funktionen als aus der Analysis
bekannt voraussetzen — etwa als durch ihre Potenzreihe definiert —, dann kann

man 13.57 als Definition des Winkels < (v, w) auffassen:

(v, w)

I (v, w) = arccos
’ [[ol] - [lwll

Natiirlich scheint mir dies aber nicht zu sein, und vom historischen Stand-
punkt stellt es die Dinge noch mehr auf den Kopf als unsere Entwicklung der

euklidischen Geometrie aus dem Begriff des euklidischen Vektorraums.

Zum Verhéltnis von klassischer Geometrie und Theorie der Sesquilinearfor-
men und ihrer Invarianten sagt Bourbaki in seiner Geschichte der Mathematik

Folgendes:

» Wenn auch dergestalt das Studium der Sesquilinearformen zu
einer immer grofleren ,Abstraktion vorgetrieben wird, so hat es
sich doch als auferordentlich suggestiv erwiesen, die Terminolo-
gie, die im Falle der zwei- und dreidimensionalen Rdume aus der
klassischen Geometrie herriihrt, so wie sie ist, beizubehalten und
auf den n-dimensionalen Fall und sogar auf Rdume unendlicher
Dimension auszudehnen. So ist die klassische Geometrie zwar als
autonome und lebendige Wissenschaft dahingegangen, aber sie lebt
weiter als unvergleichlich anpassungsfihige und bequeme Univer-

salsprache der zeitgendssischen Mathematik. “

Ich hoffe, dass die klassische Geometrie nicht nur als Sprache weiterlebt, und
dass wenigstens etwas von ihrem Geist und ihren Ideen in diesem Kapitel

sichtbar wird.

Die hier gegebene Darstellung der Winkelmessung in einem eukldischen affi-

nen Raum lésst diese als einen aus der Lingenmessung abgeleiteten Begriff

erscheinen. Wir werden jedoch gleich sehen, dass sie fiir die Ahnlichkeitsre-
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lation genau so grundlegend ist wie die Lingenmessung fiir die Kongruenz-

relation.

Definition:

E = (X,V,7,(-,)) sei ein euklidischer affiner Raum. Eine affine Abbildung
¢ : X — X ist winkeltreu genau, wenn fiir jeden Winkel {57, S2} in X der
Winkel {¢(51),p(S2)} das gleiche Bogenmaf hat wie {51, S2}.

Satz 13.60
Die winkeltreuen affinen Abbildungen eines euklidischen affinen Raums X

auf sich selbst sind genau seine Ahnlichkeitstransformationen.

Beweis:

Dass alle Ahnlichkeitstransformationen winkeltreu sind, ist evident. Umge-
kehrt sei ¢ : X — X eine winkeltreue affine Abbildung und ¢ : V' — V der
zugehorige Linearteil. Offensichtlich geniigt es, zu zeigen, dass es eine posi-
tive Konstante ¢ mit ||1)(w)|| = ¢ ||w]| fir alle 0 # w € V gibt. Da Isometrien
winkeltreue Ahnlichkeitstransformationen sind, kénnen wir 0.B.d.A. statt 9
die Komposition von 1 mit einer geeigneten orthogonalen Transformation
betrachten. Wir kénnen daher 0.B.d.A. ein v € V mit [|v]| = 1 so wihlen
konnen, dass ¢(v) = cv mit ¢ > 0. Fiir jeden Vektor w sei w’ = cos (v, w) -
|wl]| - v seine Komponente in Richtung v. Aus der Winkeltreue folgt sofort
) = p(w'), also cos (v, p(w)) - [w)] - v = cos <(v,w) - [lw] - ev.
Wegen ¢(v) = cv mit ¢ > 0 gilt <(v,¥(w)) = L(P(v), Y(w)) = K (v, w).
Es folgt ||¢(w)|| = ¢||w]||, zunéchst fiir w nicht orthogonal zu v, dann aus

Stetigkeitsgriinden fiir alle w.

Bemerkung:
Der Beweis des vorstehenden Satzes ist trivial, weil wir nur affine lineare
Abbildungen betrachtet haben. Es gilt jedoch eine viel schénere, aber auch

schwerer zu beweisende Aussage, die auf Liouville zuriickgeht.

Satz:
Die Ahnlichkeitstransformationen eines euklidischen affinen Raumes X der
Dimension n > 1 sind genau die winkeltreuen Diffeomorphismen von X auf

sich.
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Dabei kann man , Diffeomorphismen® im Sinne von C*-Diffeomorphismen
interpretieren, und der Satz gilt fiir jedes kK > 1. Fiir k = 1 und n > 2 ist der
Beweis sehr schwer. Einen auch nicht leichten Beweis fiir ¥ = 4 und weitere
Literaturhinweise findet man in dem wunderschénen Buch von Berger, [0],
Satz 9.5.4.

Die einfache Grundfigur, die wir in diesem Abschnitt eingefiihrt haben, ist
die der Halbebene. Als Durchschnitt von zwei Halbebenen erhielten wir die
néchst einfache Figur des konvexen Winkelsektors. Gehen wir noch einen
Schritt weiter und bringen drei Halbebenen zum Schnitt, dann fithrt uns

dies zu einer von verschiedenen méglichen Definitionen eines Dreiecks.

Definition:

Ein Dreieck in einer euklidischen affinen Ebene X ist eine beschriinkte Teil-
menge von X, welche der Durchschnitt von drei abgeschlossenen Halbebenen
ist, deren zugehorige offene Halbebenen einen nicht leeren Durchschnitt ha-

ben.

Proposition 13.61

In der euklidischen affinen Ebene X seien Lq,Ls, L3 drei Geraden und
H:r ,H;” bzw. H;r , HZ_ die zugehorigen abgeschlossenen bzw. offenen Halb-
ebenen. A = H1+ N H2Jr N H; sei beschriinkt und A = H1+ ﬁH2+ ﬂHgr nicht

leer. Dann gilt:

(i) Die Gerade Ly, Lo, L3 sind paarweise nicht parallel, insbesondere paar-

weise verschieden.

ii) Die drei Schnittpunkte x; = L; N Ly, wo (¢, 7, k) eine Permutation von
J

{1,2, 3} ist, sind nicht kollinear, insbesondere paarweise verschieden.
(3) LiNnA= [l’j, :L‘k]
(iv) OA := A\ A = 21, 3] U [x9, 23] U [23, 21].

(v) Zu z € A gibt es genau dann eine Gerade L in X mit L N A = {xz},

wenn x € {1, %2, r3}.
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Beweis:

(i) Wéren z.B. L; und Ly parallel, dann wére entweder Hf“ N H2+ =
im Widerspruch zu A # (), oder H;” N H; enthielte eine Gerade, und

dann enthielte A eine Halbgerade und wire nicht beschrankt.

(ii) Wegen (i) braucht man nur den Fall 21 = x92 = x3 auszuschlieBen.

Aber in diesem Fall wire A ein Winkelsektor, also nicht beschrinkt.
(iii) Die Aussage folgt leicht aus L; N A = L; N Hj NH,.
(iv) Die Aussage folgt trivial aus (iii).

(v) z; ist der Scheitelpunkt des dufleren Winkelsektors H;” U H; . Fiir
jede in demselben enthaltende Gerade L # Lj,L; mit z; € L gilt
LN A = {z;}. Ungekehrt sei L eine Gerade mit L N A = {z}. Man
sieht wegen (iv) leicht, dass aus = ¢ {z1, 22, 23} dann LNA # () folgen
wiirde, im Widerspruch zu LN A = {z}.

Bemerkungen:

(i) Man zeigt leicht, dass A die abgeschlossene Hiille von A ist und dA
der Rand, d.h. 0A = ANX\ A.

(ii) Die gerade bewiesene Proposition zeigt, dass die Punkte x;, die Gera-
den L; und die Strecken [z;, ;] durch A eindeutig bestimmt sind, so

dass die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition:
A sei ein Dreieck in der euklidischen affinen Ebene X, und x1,z9,2z3 € X

die durch A eindeutig bestimmten Punkte wie in Proposition 13.61.
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(i) x1,x2,x3 heiflen die Eckpunkte von A.

(i) [x1, 2], [x2, 23], [r3, 21] heilen die Seiten von A.
(iii) OA = [z, z2] U [z2, 23] U [x3, 21] heifit der Rand von A.
(iv) A = A\ A heiBt das Innere von A.

(v) Die durch den inneren Sektor orientierten Winkel z;z;x) heilen die
Winkel von A.

Soweit keine Verwechslungen zu befiirchten sind, werden wir im Sinne der
frither vereinbarten Sprachregelung auch die Léngen [[x;, x;] als ,Seiten®
von A bezeichnen und die Bogenmafle der Winkel z;z ;2 als ,, Winkel“ von

A.

Notation

Die klassische Bezeichnungsweise fiir die Bestimmungsstiicke von Dreiecken
ist A, B,C fiir die Ecken, «, 3, fiir die Winkel mit Scheitel A, B,C' und
a, b, c fiir die A, B, C gegeniiberliegenden Seiten.

Wir bemerken, dass jede Bezeichnung der Ecken von A, ob sie nun durch
A, B,C oder x1,x2,x3 oder sonstwie erfolgt, zu der Figur A, die ja ein-
fach als Teilmenge der Ebene definiert ist, etwas hinzufiigt, ndmlich eine

Numerierung der aus drei Punkten bestehenden Eckenmenge von A.

Definition:
Ein orientiertes Dreieck ist ein Dreieck zusammen mit einer Numerierung
der Ecken.

Die Unterscheidung zwischen orientierten und nicht orientierten Dreiecken ist

durchaus keine Haarspalterei. Bei der Beschreibung der Kongruenzklassen von
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Dreiecken erfordert namlich die methodische Sauberkeit, die Klassen von nicht-
orientierten Dreiecken durch Daten zu beschreiben, die nicht von der Orientie-
rung abhéngen, wihrend fiir die Klassen orientierter Dreiecke selbstversténdlich
orientierungsabhéingige Daten verwendet werden diirfen. Ein Beispiel fiir ein orien-
tierungsabhéngiges Datum ist das geordnete Tripel der Seitenlidngen (a,b,c). Das
entsprechende orientierungsunabhéngige Datum wére das ungeordnete Tripel aus
a,b,c. Aber was ist ein ungeordnetes Tripel? Es ist nichts anderes als die Men-
ge {(a,b,c), (b,a,c),(b,ca)(cb,a),(ca,b),(a,cb)}. Das ist nicht gerade einfach.
Natiirlich kénnte man unter den sechs Tripeln eines durch die Bedingung a < b < ¢
auszeichnen. Aber das wére nicht sehr natiirlich. Bei stetiger Variation des Drei-
ecks wiirde diese Bezeichnung der Seiten sich sprunghaft indern. Ein einfacher Satz
von Daten, die das ungeordnete Tripel charakterisieren, ist das Tripel der elemen-
tarsymmetrischen Funktionen (a + b + ¢, ab + ac + be, abe). Dies ist ein sinnvolles
orientierungsunabhéngiges Datum. Dabei hat a + b + ¢ eine offensichtliche geome-
trische Bedeutung, es ist der Umfang. In der Trigonometrie benutzt man meist
s = +(a+ b+ c). Die beiden anderen elementarsymmetrischen Funktionen haben
keine so einfache Bedeutung. Statt ihrer kann man die Radien R und r der dem Drei-
eck umbeschriebenen und einbeschriebenen Kreise benutzen. Aus s, r, R lassen sich
die elementarsymmetrischen Funktionen berechnen und umgekehrt: a + b + ¢ = 2s
und ab + ac + be = 1?2 + 52 + 4rR und abc = 4srR. Hinsichtlich der Beschreibung
der Kongruenzklassen durch solche Daten besteht nun ein wesentlicher Unterschied
zwischen orientierten und nicht orientierten Dreiecken. Zu als Strecken gegebenen
Daten (a, b, c) einerseits bzw. (s,r, R) andererseits ldsst sich im ersten Fall sofort
mit Zirkel und Lineal ein Dreieck mit diesen Daten konstruieren, im zweiten Fall
nicht. Das liegt daran, dass die Bestimmung von a,b,c aus o1 = a + b + ¢ und
02 = ab+ ac + bc und o3 = abe, d.h. die Bestimmung der Losungen der kubi-
schen Gleichung z® — 0122 + 092 — 03 = 0, nicht fiir beliebige Koeffizienten auf die
Losung quadratischer Gleichungen, d.h. auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
zuriickgefithrt werden kann. (Der Beweis wird in der Algebra durch Galoistheorie

gefiihrt.)

Proposition 13.62

Ein Dreieck ist die konvexe Hiille seiner Eckpunkte, d. h. die kleinste konvexe

Menge, welche die Eckpunkte enthélt.
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Beweis:

A sei ein Dreieck mit den Ecken A, B, C'. Als Durchschnitt konvexer Mengen
ist /A konvex, umfasst also die konvexe Hiille. Umgekehrt umfasst die kon-
vexe Hiille mit A, B auch die Strecke [A, B], also auch alle Strecken [z, C]|
fir z € [A, B] und damit ganz A.

Proposition 13.63
Der aus drei Strecken bestehende Rand A eines Dreiecks A in einer eukli-
dischen affinen Ebene X zerlegt X in zwei Komponenten, d.h. X \ A hat

genau zwei Zusammenhangskomponenten. Die eine Komponente ist unbe-
schrinkt, die andere beschréankt und gleich dem Inneren A=A \ A des

Dreiecks.

Beweis:

Die Bezeichnungen seien wie in 13.61. Dann ist X \ 0A die disjunkte Verei-
nigung der offenen Mengen A = Hf’ N H; N H;' und Hl_ U HQ_ U H3_ Die
Menge A ist konvex und daher zusammenhéngend, und die andere Menge
ist als Vereinigung der Halbebenen HZ_ ebenfalls zusammenhéngend, weil
sowohl die Halbebenen als auch ihre Durchschnitte HZ_ NH i nicht leer und
konvex, also zusammenhéngend sind. Also sind A und H; U Hy U Hy die
Zusammenhangskomponenten von X \ 0A. Erstere ist beschréinkt, letztere

offenbar nicht.

Bemerkungen:

(1) Die Charakterisierung von Dreiecken durch 13.63 entspricht wohl am
ehesten der Definition eines Dreiecks bei Euklid in den Elementen,
Buch 1, Definition 19: ,,Geradlinige Figuren sind solche, die von Stre-
cken umfasst werden, dreiseitige die von drei, vierseitige die von vier,
vielseitige die von mehr als vier Strecken umfassten.“ Danach gibt Eu-
klid die Definitionen von gleichseitigen Dreiecken, gleichschenkligen

Dreiecken usw.

(2) Proposition 13.63 ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren und im

Vergleich zu den meisten Sétzen dieses Buches tiefer liegenden Satzes.
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Jordanscher Kurvensatz:

Jede einfach geschlossene Kurve C zerlegt die euklidische Ebene in zwei Zu-
sammenhangskomponenten, eine beschrankte und eine unbeschréankte. Die

beschrinkte heifit das ,, Innere“ von C, die andere das ,, AuBlere®.

Obwohl wir an der Wahrheit dieses Satzes auf Grund unserer raumlichen Anschau-

ung kaum zweifeln koénnen, ist der Beweis nicht einfach.

Definition:
Zwei (orientierte) Dreiecke in der Ebene X sind kongruent, wenn sie (mit
Numerierung der Ecken) durch eine Isometrie von X ineinander iiberfithrt

werden konnen.

Proposition 13.64

X sei eine euklidische affine Ebene, V' ihr Translationsvektorraum, GA(X)
die affine Gruppe, I(X) die Isometriegruppe von X sowie GL(V') bzw. O(V')
die allgemeine lineare bzw. orthogonale Gruppe von V. Schliellich sei T(X)

die Menge der orientierten Dreiecke in X. Dann gilt:
(i) GA(X) operiert effektiv und transitiv auf T(X).

(ii) Es sei Ag € T(X). Dann definiert ¢ — ¢(Ap) fiir ¢ € GA(X) eine
bijektive Abbildung GA(X)/I(X) — T(X)/I(X).

(iii) Der kanonische Homomorphismus GA(X) — GL(V) definiert ei-
ne kanonische Bijektion GA(X)/I(X) — GL(V)/O(V). Zu jedem
Ao € T(X) gehort also eine bijektive Abbildung

GL(V)/O(V) == T(X)/I(X)

des homogenen Raumes GL(V')/O(V) auf die Menge (X)/I(X) der

Kongruenzklassen von orientierten Dreiecken.

Beweis:
Ubung.

Die Menge der Kongruenzklassen von Dreiecken in der Standardebene R?

wird also durch GL(2,R)/O(2,R) parametrisiert. Nun wissen wir aber aus
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der Iwasawa-Zerlegung (11.12.54), dass dieser homogene Raum homéomorph

zu R? ist, genauer: zum Raum der reellen Matrizen von der Gestalt

A
¢>:< ”) mit A, g > 0.
0 u

Wahlt man nun noch fiir Ay ein ganz bestimmtes konkretes Dreieck, dann
erhilt man eine ganz explizite Parametrisierung von T(R?)/I(R?) durch
(A, p, v). Beispiel: A\ sei das orientierte Dreieck mit den Ecken (0,0), (1,0),
(0,1) in dieser Reihenfolge. Es seien A, B, C' die Ecken, a, b, ¢ die Seiten und
a, 3,y die Winkel des Dreiecks ¢(4\p). Dann gilt A = (0,0), B = (A,0),
C = (v, n), und daher:

¢ A=c
ﬂ v=bcosa
% w u="bsina
A| € B

Wir haben damit eine explizite bijektive Parametrisierung der Kongruenz-
klassen von orientierten Dreiecken gefunden. Sie ist jedoch recht asymme-
trisch hinsichtlich der verwendeten Daten. Im Folgenden geben wir sym-
metrische Parametrisierungen der Kongruenz- und Ahnlichkeitsklassen an.
Der Ubergang zwischen diesen verschiedenen Parametrisierungen wird durch

klassische Formeln der ebenen Trigonometrie geliefert.

Satz 13.65

X sei eine euklidische affine Ebene, I(X) bzw. I(X) die Gruppen ihrer Iso-
metrien bzw. Ahnlichkeitstransformationen und T(X) die Menge der orien-
tierten Dreiecke in X. Fiir A € T(X) seien A bzw. A die Kongruenz- bzw.
Ahnlichkeitsklasse und (a, b, ¢) bzw. (c, 3, ) die Tripel der Seiten bzw. Win-

kel von A. Wir definieren ein Diagramm wie folgt:
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T(X)/1(X) —L~U
<r<X>/i<X>LT
X)/[(X)—L=w
U={(a,bc)eR}|a<b+c,b<a+cc<a+b}
V={(z,y,2) eR} | 2+ + 22+ 2xyz =1, -1 <zy,z2< L,z +y+2 > 1}
W={(a,8,7) €ER®|a+B+y=ma>0,8>0,v>0}
(D) = (abC)
I'(A) = (a.8,7)
gb(i) (cosa cos [3,cos7y)
T(a, B,7) = (cos v, cosﬁ,cosy)
(a,b, ¢) = a+b2+c -+ a2+ -
7 be ’ 2ac ’ 2ab
p(D) = A.
Dann gilt:

(i) Das Diagramm kommutiert.
(ii) 9, ¢, T und 7 sind bijektiv.
(iii) o= Nz, y,2) = {(a,b,c) €U |a:b:c=vV1—22:y/1—y2:/1— 22}

Beweis: Ubung.

Bemerkungen:

(1) In diesem Satz sind in gedridngter Form eine Reihe von klassischen
Sétzen bzw. Formeln der euklidischen Geometrie und der Trigonometrie zu-

sammengefasst.

(a) Die Bijektivitédt von ¢ entspricht den Proposition 8, 20 und 22 in Buch

1 von Euklids Elementen.
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(b)

Die Bijektivitéat von I' entspricht den Propositionen 26 und 32 in Buch
1 der Elemente. Da I' offenbar bijektiv und das untere Rechteck des
Diagramms trivialerweise kommutativ ist, ist die Bijektivitdt von ¢

der von I' dquivalent.

Die Kommutativitdt des oberen Rechtecks ist der Cosinussatz der
ebenen Trigonometrie: Fiir die Seiten (a,b,¢) und die Winkel

(a, B,7) eines ebenen Rechtecks gilt:

—a?+ b+ 2

cosqg = ————
2bc

2 2 2

a®—b"+c

cos 3 = Ty

a? + b2 — 2

COSY= o

Der Cosinussatz entspricht der Sache nach genau den Propositionen 12
und 13 in Buch 2 der Elemente, nur taucht natiirlich in der Formulie-
rung von nicht das Wort ,,cosinus* auf. In einer Formulierung, die der
obigen nahe kommt, findet man den Satz z. B. bei Vieta 1593.

Aussage (iii) folgt sofort aus der Definition von o und ist der Sinussatz

der ebenen Trigonometrie:

‘a:b:c:sina:sinﬁzsin'y‘

Der Sinussatz war der Sache nach bereits bekannt, wurde aber erst
spéter von Nasir ed-din (1250), Levi ben Gerson (1330) und Re-

giomontanus (1464) genau formuliert.

(2) Wir haben durch ¢ und I' zwei Parametrisierungen fiir 7(X)/I(X) an-

gegeben. Die durch I' erscheint auf den ersten Blick einfacher und natiirli-

cher. Sie ist aber im Gegensatz zu derjenigen von ¢ in hohem Mafle nicht

konstruktiv. Entsprechend wird 7 = ¢ o I'"! durch die transzendente Funk-

tion cosinus beschrieben. Die Parametrisierungen von J(X)/I(X) durch
und von T(X)/I(X) durch ¢ sind beide konstruktiv, und zwar im bereits

frither besprochenen Sinne der Konstruierbarkeit von Dreiecken mit gege-
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benen (a,b,c) bzw. (cosa,cos 3, cosy) mittels Zirkel und Lineal. Dem ent-

spricht, dass die Abbildung o durch rationale Funktionen beschrieben wird

und die Fasern von ¢ mittels Proportionen von Quadratwurzeln rationaler

Funktionen.

(3) Es ist interessant, sich die geometrische Natur der zur Parametrisierung
von T(X)/1(X) und T(X)/I(X) verwendeten Bereiche U, V, W klar zu ma-

chen.

(a)

(b)

W ist das Innere des Dreiecks mit den Ecken (7, 0,0), (0,7,0), (0,0, )
in der Ebene o + 3+ = 7 in R3.

Der Bereich U ist ein offener , simplicialer Kegel“. Das heifit hier: U
ist die Vereinigung der von 0 € R? ausgehenden Strahlen durch Punkte
im Inneren des Dreiecks mit den Ecken (0, 1,1), (1,0, 1), (1,1,0). Durch
die Abbildung (a,b,¢) — 3(b+c—a,a+c—b,a+b— c) wird dieses
Dreieck in dasjenige mit den Ecken (1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1) abgebildet
und U in den positiven Oktanten {(&,7,¢) € R3 | £, n,¢ > 0}.

Am interessantesten ist der Bereich V. Er ist ein Stiick auf der Fliche
F={(z,y,2) € R? | 2® + 4 + 2° + 2wz = 1},

also einer reell-affinen kubischen Fliche. Diese Fléche hat 4 gewthnliche
Doppelpunkte in den vier Punkten (—1,1,1), (1,—1,1), (1,1, —1) und
(=1,—1,—-1), also in den vier Eckpunkten eines der beiden reguliren
Tetraeder, welche man dem Wiirfel mit den Eckpunkten (£1,+1,41)
einbeschreiben kann. Lokal sieht F' in der Umgebung dieser Punkte
so aus wie ein Doppelkegel in seiner Spitze. Die Fliche F' wird durch
die Wiirfeloberfliche in fiinf Komponenten zerlegt, die nur in den vier
konischen Doppelpunkten zusammenstoen. F' wird durch die Symme-
trien des Tetraeders in sich iiberfithrt, und die Kanten des Tetraeders
liegen auf F'. Die drei Kanten zwischen den Ecken (—1,1,1), (1,—1,1)
und (1,1, —1), also die auf der Ebene z + y + z = 1, zerlegen den im
Inneren des Wiirfels liegenden Teil F/ von F in zwei Komponenten,

némlich in die Durchschnitte von F’ mit den Halbrdumen z+y+z > 0
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und x + y + z < 0. Die erste Komponente ist nach Definition gerade
der Bereich V. Die beigegebenen Figuren A und B illustrieren die Geo-
metrie der Fliache F. Figur A zeigt den Durchschnitt von F' mit einer
Kugel vom Radius 2,5. Der im Innern es Wiirfels liegende Teil F’ wird
parametrisiert durch (a, 8,7) +— (cosa,cos B,cosy) mit a + 5 +v =17
und «, 3,7 < , also das Dreieck in der («a, 3, v)-Ebene mit den Ecken

(=m,m,m), (7, —m,m), (7,7, —).

(0,%,0) \VaVAVAVAVAVAVAY,
\VAVAVAVAVAVAY

Dieses Dreieck zerfillt in 4 Teildreiecke, welche auf die 4 Flichenstiicke
abgebildet werden, in welche die Tetraederkanten F’ zerlegen. Eines
davon ist V. In Figur A sind die Bilder der Niveaulinien von «, 3,7y
angedeutet. Die 4 dufleren Stiicke von F' sind parametrisiert durch z =
ucosha, y =wvcoshb, z =wcosh ¢, wobei a+b+c = 0und u,v,w = £1

und vvw = —1.

Projektiv sind alle kubischen Fliachen mit 4 Doppelpunkten dquiva-
lent. Aufler den 6 Geraden durch die 4 Doppelpunkte haben sie noch
3 weitere Geraden. Deren Ebene liegt bei der affinen Fliache F' im Un-
endlichen, bei der Fldche von Figur B im Endlichen. Figur B stammt
aus F. Kleins Artikel ,Uber Flichen dritter Ordnung®, Math. Ann.
6(1873), 551-581 [24]. Kubische Fldchen mit 4 Doppelpunkten unter-
suchte zuerst Cayley 1844. Schone Bilder kubischer Flichen bringt G.
Fischers Buch ,Mathematische Modelle“ [15], eine Einfithrung in ih-
re Theorie ebendort der Artikel ,, Algebraische Flachen* von W. Barth
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Figur A

Figur B

und H. Knorrer.

Wir wollen jetzt noch ganz kurz {iber die einfachsten Grundtatsachen der
sphérischen Trigonometrie berichten, die sich in der Antike noch vor der
ebenen Trigonometrie entwickelte und auch in der Geodésie und Navigation

praktisch wichtig ist. Sei eine Sphére in einem 3-dimensionalen euklidischen
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Raum gegeben, ohne Beschrankung der Allgemeinheit die zweidimensionale

Standardsphére im 3-dimensionalen Standardraum
S? = {(v1, 72, 23) € R® | 2% + 23 + 2% = 1}.

Ein GroSkreis auf S? ist der Schnitt von S? mit einer Ebene durch den
Mittelpunkt. Die Groflkreise spielen in der sphérischen Geometrie die glei-
che Rolle wie die Geraden in der ebenen euklidischen Geometrie. Sie sind
die Geodiitischen auf S2. Ein Grof3kreisbogen ist ein Kreisbogen auf ei-
nem Groflkreis. Die Groflkreisbégen sind die Analoga der Strecken in der
Ebene. Zu jedem Punkt z € S? gehort eine affine Tangentialebene, und
der zugehorige Vektorraum ist der Tangentialvektorraum 7},(5?) von 52
in x. Natiirlich gilt 7,,(S%) = {y € R® | (y,z) = 0}, und die affine Tangen-
tialebene ist {y € R? | (y,z) = 1} = 2 + T(S?). Zu jedem Punkt = = f(¢)
einer differenzierbaren parametrisierten Jordankurve f : [a,b] — S? gehort
ein Tangentialvektor f(t) € T}(S?). Parametrisiert man durch die Bo-
genlénge, so ist die Parametrisierung bei Jordanbogen durch Festlegung des
Anfangs- und Endpunktes eindeutig bestimmt, und der Tangentialvektor
héngt dann nur noch von dem jeweiligen Punkt auf dem Bogen ab. Dies
gilt insbesondere fiir GroBkreisbégen mit zwei verschiedenen Randpunkten
z und y. Zu z als Anfangspunkt der Parametrisierung durch die Bogenldnge
gehort ein eindeutig durch den Bogen bestimmter Tangentialvektor ¢, in
x nach y. Sind z und y nicht Diametralpunkte, d.h. y # —x, dann gibt es
genau zwei Groflkreisbogen mit x und y als Randpunkten, einen kiirzeren
und einen lingeren. Es sei t,, der Tangentialvektor an den kiirzeren Bogen

in x nach y und ¢ die Bogenléinge des kiirzeren Bogens.

Aus der Definition von ¢, sowie sinus und cosinus folgt dann sofort:
Yy =sinc-ty +cosc- . (%)

Sind nun zwei Grofikreisbdgen mit einem Randpunkt x und zwei weiteren
Randpunkten y und z gegeben, dann ist durch die beiden Tangentialvekto-
ren tyy,ty. € T, (S?) ein nicht orientierter Winkel in 7},(S?) definiert. Um

einen orientierten Winkel zu bekommen, kann man je nach geometrischer
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Xy

sinc

cosc

Ausgangslage verschieden vorgehen. Eine Moglichkeit ist Folgende. Zu den
beiden Bogen gehort erstens in offensichtlicher Weise eine Zerlegung von S2
durch die Vereinigung der beiden zugehorigen Halbkreise in ,, Kreisbogen-

zweiecke“.

16

N

Zweitens gehort dazu eine entsprechende Zerlegung von T,(S?) in Win-
kelsektoren. Sind nun die beiden Bogen Teil des Randes einer gegebenen
Teilmenge A C S?, welche ganz in einem der beiden Kreisbogenzweiecke
liegt, dann wahlt man als Orientierung des Winkels den diesem Zweieck
entsprechenden Winkelsektor, und die zugehorige Bogenlinge o € [0, 27]

heif3t der innere Winkel von A in z.

Fiir die Definition von sphérischen Dreiecken gibt es mehrere Moglichkeiten,
die zu verschiedenen Begriffen von unterschiedlicher Allgemeinheit fithren.
Wir lassen uns von der Analogie zu der in 13.63 gegebenen Charakterisierung
ebener Dreiecke leiten. Gegeben seien drei verschiedene Punkte z,y, z € S?
und drei Grofkreisbogen Cq, Cs, Cs, so dass C7 die Randpunkte z,y hat, Cs

die Randpunkte y, z und C5 die Randpunkte z,z. Ferner werde vorausge-
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setzt, dass C1 N Cy = {y}, CoNCs = {z} und C3 N Cy = {x}. Dann ist
C = C; N Cy N C3 eine einfach geschlossene Kurve in S?. Eine derartige
Kurve wollen wir ad hoc ein ,,sphérisches Trigon“ mit den Ecken z,y, z
nennen. Man kann leicht zeigen, dass ein sphérisches Trigon C' die Sphére
in zwei Komponenten zerlegt. Das heifit: 52\ C hat zwei Zusammenhangs-
komponenten mit dem gemeinsamen Rand C', und die abgeschlossene Hiille

jeder Komponente ist ihre Vereinigung mit dem Rande.

Definition:

Ein sphérisches Dreieck A mit den Ecken x,y, z ist die abgeschlossene
Hiille einer Komponente des Komplements eines sphérischen Trigons mit
den Ecken z,y, z. Das Trigon dA heifit der Rand von A. Die Langen der
drei den Rand bildenden Grolkreisbogen mit den Randpunkten x, y bzw. y, z
bzw. x, z heiflen die Seiten von A. Die Bogenmafle der von diesen Bogen in
den Ecken gebildetetn inneren Winkel heiflen die Winkel von A.

Notation:

Zur Bezeichnung der Ecken werden statt z,y, z oft die Buchstaben A, B,C
verwendet. Die A, B, C gegeniiberliegenden Seiten heiflen dann a, b, ¢, und
die Winkel in A, B, C heiflen «, 3, .

Bemerkungen:

Beim Umgang mit der obigen Definition ist aus mehreren Griinden Vorsicht

geboten.

(1) Zu drei gegebenen Punkten x,y,z € S? gibt es im Allgemeinen meh-
rere Trigone mit diesen Punkten als Ecken. Wenn z, y, z nicht alle auf

einem Groflkreis liegen, gibt es ndmlich genau 4 Trigone und daher
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genau 8 Dreiecke mit diesen Ecken. Liegen z,y, z hingegen auf einem
Grofikreis, dann gibt es nur ein Trigon — ndmlich diesen Groflkreis —,
wenn keine Ecken diametral gegeniiberliegen, und andernfalls unend-

lich viele.

(2) Umgekehrt sind die Ecken eines sphérischen Dreiecks durch die zu-
gehorige Teilmenge A C S? im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.
Sie sind es nur dann, wenn der Rand des Dreiecks nicht als Verei-
nigung von weniger als drei Grofikreisbégen dargestellt werden kann.
Wenn wir daher von einem sphérischen Dreieck sprechen, meinen wir

immer, dass die Ecken mit gegeben sind.

(3) Dariiber hinaus meinen wir mit sphérischen Dreiecken immer orien-
tierte sphérische Dreiecke, d.h. Dreiecke mit einer Numerierung der
Ecken. Formal gesprochen ist also ein sphérisches Dreieck fiir uns ein
Quadrupel (A, z,y,2), wo x,y,z € S? drei verschiedene Punkte sind
und A der Abschlufl einer Komponente des Komplements eines Trig-

ons mit den Ecken z,y, z.

(4) Fiir die Numerierung der Ecken legen wir zu Beweiszwecken fest, dass
von den 6 moglichen Numerierungen nur drei verwendet werden sollen,
und zwar diejenigen, fiir die beim Durchlaufen des Randes A in der
Reihenfolge der Numerierung, also von z zu y zu z zu x das Dreieck A
links liegen soll, wobei man sich selbstverstdndlich vorstellt, dass man
auflen auf der Kugeloberfliche herumlduft. Préizise formuliert: Ist bei
Durchlaufung von dA in der Reihenfolge der Numerierung in einem
Punkt p € A der Vektor u € T,(S?) der Tangentenvektor an einem
Randkreisbogen, v € T,(S?) der zu u senkrechte Einheitsvektor in
der zu A und dem Randkreisbogen gehérigen Halbebene von T,(S?)
und w = p der #uBere Einheitsnormalenvektor von S? in p, dann ist

(u,v,w) eine positiv orientierte Basis in R3, d. h. det(u,v,w) = +1.

Definition:
Ein Eulersches sphérisches Dreieck ist ein sphérisches Dreieck, dessen

Seiten und Winkel alle kleiner als 7 sind.
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Bemerkungen:

(1)

(3)

Man {iiberlegt sich leicht, dass die Eulerschen sphérischen Dreiecke ge-
rade die sind, welche durch Schnitt von S? mit drei Halbriumen ent-
stehen, deren begrenzende Ebenen sich nur im Mittelpunkt schneiden.
Dieser eingeschriinkte Dreicksbegriff ist also das sphérische Analogon

zu unserer ersten Fassung des ebenen Dreiecksbegriffs.

Wihrend fiir die Winkelsumme eines ebenen Dreiecks stets a + 8 +
v = m gilt, ist beim sphérischen Dreieck A stets die Winkelsumme
a+ B+~ >m, weil a4+ 5+ v — 7 die Flache von A ist, wie man ganz
leicht zeigt, indem man A als Durchschnitt von Kreisbogenzweiecken
darstellt.

Fiir Eulersche sphérische Dreiecke gilt oo + 5 + v < 3, fiir beliebige
sphérische Dreiecke im oben definierten Sinn a4 8 + v < 5.

Satz 13.66

Zwischen den Seiten a, b, c und den Winkeln «, 5,y eines sphérischen Drei-

ecks bestehen die folgenden Beziehungen:

(i) Sinussatz der sphirischen Trigonometrie:

sina :sinb :sinc=sina : sin 5 : siny

(ii) Seitencosinussatz der sphirischen Trigonometrie:

cosa = cosbcosc + sinbsin ¢ cos «

(iii) Winkelcosinussatz der sphirischen Trigonometrie:

cosa = — cos S cosy + sin Ssinycosa

Selbstverstindlich implizieren die Cosinussétze die Giiltigkeit der jeweils

drei Formeln, die aus den angegebenen Formeln durch gleichzeitige zyklische

Permutation von a, b, c und «, 8, hervorgehen.

Beweis:

Vorbereitungen: A sei ein sphérisches Dreieck mit den Ecken A, B, C, den

Seiten a,b,c¢ und den Winkeln «,,vy. Zur Vereinfachung des Beweises
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nehmen wir an, dass A ein Eulersches Dreieck ist. Wir bezeichnen die den
Punkten A, B,C des affinen Raumes R® entsprechenden Vektoren von R3
mit z,y, z. Dann folgt aus 13.57 und 13.59

(la) (y,z) =cosa (2a) ||y x z|| = sina
(1b) (z,x) = cosb (2b) ||z x z|| = sinb
(lc) (x,y) = cosc (2¢) ||z x y|| =sinc
(3a) (tay,tzz) = cosa (4a) tpy X ty. = (sina)x
(3b) (tyz,tys) = cosf (4b) ty. X ty, = (sinf)y

(3¢) (tzw,tzy) = cosy (4c) top X toy = (siny)z
Die 6 Tangentialvektoren in den drei Ecken wurden bereits oben durch die
Formel (x) berechnet. Fiir die Ecke z hat man:
(5b) (sinb)ty. = z — (cosb)x

(5¢) (sinc)tyy =y — (cosc)x

Zusatzlich zu diesen Formeln benutzen wir im Folgenden einige Regeln der
Vektoralgebra, die wir frither in den Ubungen zu § I1.10, Aufgabe 39 formu-

liert haben und als 39(i), 39(ii) usw. zitieren.

Beweis des Sinussatzes:

Der Satz ist offenbar dquivalent zu den Gleichungen
sinbsin csin o = sine¢sina sin § = sina sin bsin 7.
Aus (4a), (5b), (5c) folgt:
sinbsinesina = (z, ((sinc)tgy) X ((sinbd)tz.))
= (z,y X z—(cosb)y x x — (cosc)x X z)
= (r,y X 2z).

Aber (z,y X z) ist nach 39(xiii) die Determinante [z, y, z]. Durch zyklische

Vertauschung erhélt man:

sinbsin csina = [z, y, 2]
sincsinasin f = [y, 2, 2]

sinasinbsiny = [z, z, y]
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Die rechts stehenden Determinanten sind gleich, und damit ist der Sinussatz

bewiesen.

Beweis des Seitencosinussatzes:
Aus (5b) und (5¢) folgt durch skalare Multiplikation der linken und rechten

Seiten mittels (1a) und (3a) die Identitét sin bsin ¢ cos o = cosa — cosbcosc,

und das ist der Seitencosinussatz.

Beweis des Winkelcosinussatzes:

Zu dem Eulerschen Dreieck A gehort ein duales Eulersches Dreieck A,
das Polardreieck zu A. Als Eulersches Dreieck ist es durch seine Ecken
A, B, C eindeutig bestimmt. Die Punkte A, B, C' € 52 sind definitionsgem#B
die Pole der zu den Seiten a,b,c gehoérigen A umfassenden Halbkugeln.
Fiir die diesen Punkten entsprechenden Einheitsvektoren z, 7, Z gilt wegen
(2a)—(2c) und 13.59 natiirlich

(6a) sinat =y X z
(6b) sinby =z x x

(6¢) sincZ =z x y.

Fiir die Seiten a, b, ¢ und Winkel &, 3,4 von A gilt:

Ga=mT—« a=7T—a
(7) b=m—0 B=m—b
C=T—7 Y=m—c

Ersteres sieht man leicht elementargeometrisch, oder man erhélt es aus
cos G = — cos o, was man durch leichte Rechnung aus (6¢), (6b), (1a), 39(xi)
und dem Seitencosinussatz ableitet. Der zweite Satz von Gleichungen folgt
aus dem ersten, weil wegen 13.59(i) offenbar i=u1, 9=y, 2=z und daher
A = A gilt. Aus (7) und dem Seitencosinussatz fiir A folgt der Winkelcosi-

nussatz fiir A.
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Bemerkungen:

(1) Sinussatz und Seitencosinussatz wurden zuerst 1464 von Regiomon-
tanus in ,,De triangulis* im Druck veroffentlicht, jedoch ist der Si-
nussatz anscheinend bereits dem Araber Abii’l Wafa und zwei seiner
Zeitgenossen bekannt. Der Winkelcosinussatz wurde 1593 von Vieta

angegeben, von Pitiscus 1595 bewiesen.

(2) Die Punkte y auf S?, die von einem festen Punkt x € S? einen
gegebenen Abstand d (im Sinne der Bogenlénge des kiirzeren Grof-
kreisbogens zwischen z und y) haben, liegen offenbar auf dem Schnitt
C von S? mit der zu T,(S?) parallelen affinen Ebene mit Abstand
(1 —cosd) von z. Fiir d = 0 bzw. d = 7 gilt C = {z} bzw. C = {—z},
und fiir 0 < d < 7 ist C ein Kreis. Daraus entnimmt man leicht,
dass ein Eulersches sphérisches Dreieck A durch seine Seiten (a, b, ¢)
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist. Ferner zeigt die Auflosung
nach cosa, cos 3, cosy im Seitencosinussatz, dass fiir ein Eulersches
Dreieck die Winkel «, 8,y durch die Seiten a, b, ¢ eindeutig bestimmt
sind. Insofern besteht eine Analogie zwischen Sétzen der ebenen und
der sphérischen Trigonometrie. Fiir Eulersche sphérische Dreiecke
kann man aber auch umgekehrt im Winkelcosinussatz nach cosa,

cos b, cos c auflosen, so dass gilt:

Fiir ein Eulersches sphéirisches Dreieck sind die Seiten a, b, c durch
die Winkel «a, 5,y eindeutig bestimmt! Hier unterscheidet sich also die

Geometrie der Sphére von der Geometrie der Ebene.

Definition:

In einem n-dimensionalen euklidischen Raum X sei eine (n—1)-dimensionale
Sphére S und auf S ein Punkt p € .S gegeben. Dann definieren wir Folgen-
des. Es sei o der Mittelpunkt von S und o, die Symmetrie mit Zentrum o.
Wir nennen den gegebenen Punkt p den Nordpol von S und g = o,(p)
den Siidpol. Die Aquatorebene H, zum Pol p ist die Hyperebene durch
o orthogonal zur Geraden durch o und p. Der Aquator zu p ist die (n—2)-
dimensionale Sphére S N Hy. Das Komplement S\ (SN Hp) zerfallt in zwei
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Zusammenhangskomponenten mit dem Aquator als gemeinsamen Rand. Sie
heiflen offene Halbkugeln, ihre durch Hinzunahme des Randes entste-
henden abgeschlossenen Hiillen abgeschlossene Halbkugeln. Die offenen
bzw. abgeschlossenen Halbkugeln, die den Nordpol enthalten, heiflen offene
bzw. abgeschlossene Nordhalbkugel, die anderen Siidhalbkugel.

Definition:

S sei eine Sphére in einem euklidischen Raum X und p € S ein Punkt auf
S. Die stereographische Projektion mit Zentrum p ist die Abbildung
f:S\{p} — H, auf die Aquatorebene zu p, welche jedem Punkt = € S\ {p}
den Schnittpunkt f(z) von H, mit dem von p ausgehenden Strahl durch z

zuordnet.

Die gerade definierte Projektion wurde schon von Ptolemé&us in seiner Geographie
angegeben. Die Abbildung wurde spiiter (1613) von Aiguillon stereographische
Projektion genannt und wird auch heute noch neben einer ganzen Reihe anderer

Projektionen zur Herstellung von Land- und Himmelskarten verwendet.

Wir wollen jetzt einige Eigenschaften der stereographischen Projektion ab-
leiten. Sie ist offensichtlich eine bijektive Abbildung f : S\ {p} — H,. Wir
konnen sie natiirlich als Beschrankung einer entsprechend definierten Projek-
tionsabbildung F' : X \ T, — H,, auffassen, wo T}, die affine Tangentialebene
an S in p ist, also die zu H), parallele Hyperebene durch p. Identifizieren
wir X mit dem Standardraum R™ und S mit der Standardsphére sowie p
mit dem Standardvektor e = (0, ...,0,1), dann kénnen wir die Abbildung F'
analytisch wie folgt beschreiben:

1 1
o (@ e)e) =

Flw) = 1—(z,e

q(ml, ooy Tp—1, 0)
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Dies ist eine differenzierbare Abbildung. Sie bildet differenzierbare Kurven in
S auf differenzierbare Kurven in Hj, ab, und dabei werden die Tangentialvek-
toren dieser Kurven auf die Tangentialvektoren der Bildkurven abgebildet.
Diese Abbildung der Tangentialvektoren kann man wie folgt beschreiben.
Der Tangentialvektorraum von S in z € Sist T,,(S) = {v € R" | (v, x) = 0}.
Ist g : [a,b] — S C R™ eine differenzierbare Kurve in S mit ¢(¢) = =, dann
gilt fiir ihren Tangentialvektor ¢(t) € T,(5). Der Tangentialvektor der Bild-
kurve F' o g in t ist nach der Kettenregel der Differentialrechnung einfach
DF,(4(t)), wobei DF, : R® — R"~! die Ableitung von F : R"\ T, — R"~!
im Punkte z ist, also durch die (n — 1) x n-Matrix der partiellen Ablei-
tungen gegeben wird. Bezeichnen wir als Ableitung df, von f in z die
Beschrénkung DF,|T,(S) von DF, auf T,(S), so haben wir folgendes Er-
gebnis: Die Abbildung der Tangentialvektoren wird beschrieben durch den

Vektorraumhomomorphismus
dfs : To(S) = Tp(5),

denn T,(S) ist der zu H), gehorige Vektorraum. Den Homomorphismus d f;
kann man leicht explizit ausrechnen. Indem man R" in die zueinander kom-
plementiren Riume R(e — ) und (Re)t zerlegt und DF, auf diese be-
schréinkt, zeigt man leicht, dass fiir v € T,(S) gilt:

(v,¢)

v 1—(z,e)

dfz(v) (e —x)

- 1—(z,e)

Hieraus ergibt sich fiir v, w € T(S) durch leichte Rechnung:

(Afa(v), df(0)) = 7 ()

(1—(x,e

Daraus folgt aber nach 13.57 fiir alle v, w € T,(S5?)

[ (dfa(v), dfa(w)) = (v, w). |

Definition:

Eine differenzierbare Abbildung f heifit winkeltreu, wenn fiir ihre Ablei-
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tung df, in allen Punkten z fiir alle Tangentialvektoren v, w in z gilt:

L(dfz(v),dfz(w)) = <X (v, w).

Bemerkung:

Die allgemeine Situation, in der man winkeltreue Abbildungen definieren
kann, ist in der obigen Definition absichtlich offen gelassen, da ihre Prézi-
sierung zu weit fithren wiirde. Dazu miifite man n&mlich differenzierba-
re Mannigfaltigkeiten M und ihre Tangentialvektorrdume 7, (M) definie-
ren, dann beschreiben, wie man die Tangentialvektorrdume zusétzlich mit
der Struktur eines euklidischen Vektorraums versehen kann, so dass Win-
kel zwischen Tangentialvektoren definiert sind, und schliefflich fiir differen-
zierbare Abbildungen von Mannigfaltigkeiten f : M — N die Ableitung
dfy : Te(M) — Tp(z)(N) definieren.

Wir haben bewiesen:

Proposition 13.67
Die stereographische Projektion f : S\ {p} — H,, ist eine bijektive winkel-
treue Abbildung.

Proposition 13.68

Fiir die stereographische Projektion f : S?\ {p} — H, einer 2-Sphire mit
Zentrum p auf der Aquatorebene H,, zum Nordpol p gilt Folgendes:

(i) f bildet die abgeschlossene Siidhalbkugel bijektiv auf die vom Aquator

berandete abgeschlossene Kreisscheibe ab.

(ii) Die Nordhalbkugel ohne den Pol wird bijektiv auf das AuBere des
Aquators in H,, abgebildet.

(iii) Fiir alle Kreise C C S? mit p € C ist das Bild f(C \ {p}) eine Gerade
in Hp. Den GroBkreisen durch p entsprechen dabei die Geraden durch
den Mittelpunkt.

(iv) Fiir alle Kreise C C S? mit p ¢ C ist das Bild f(C) ein Kreis in H,,.

Den Grofikreisen entsprechen dabei genau diejenigen Kreise, welche
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(v)

den Aquator in einem Paar von Diametralpunkten treffen, sowie der

Aquator selbst.

Die Zuordnung C — f(C \ C N {p}) definiert eine bijektive Abbil-
dung der Menge aller Kreise C' auf S? auf die Menge aller Kreise und
Geraden in H),.

Beweis:

O.B.d.A. sei S? die Standardsphire in R3. Die Bezeichnungen seien wie

oben. (i) und (ii) sind trivial.

(iif)

(iv)

Es sei H die Ebene mit HNS? = C. Aus p € C folgt p € H und daher
F(C\{p}) = HNH,.

Es sei H die Ebene mit H N S? = C, und ¢ > 0 der Abstand von H
zum Mittelpunkt sowie y € S? so, dass H = {z € R® | (z,y) = c}.
Es gilt ¢ = (y,e) genau wenn p € C, also ¢ — (y,e) # 0 nach Vor-
aussetzung. Wir setzen d = (¢ — (y,e))~!. Sind z = dy und r > 0
definiert durch 72 =1 — 2cd + d?, dann gilt Fiir z mit (z,2) = 1
(x,y) = c & (x — z,x — z) = r2. Der Kreis C ist also der Durchschnitt
von S? mit der hilfsweise eingefiihrten Sphire S,.(z) mit Mittelpunkt
z und Radius 7:

C =5%n8,.(2) (1)

Eine leichte Rechnung zeigt: Fiir z mit (z,z) = 1 gilt
(1 —(x,e)) [(F(x) — 2z, F(x) — 2) —7“2] =(r—z,x—2) —r2
Daher folgt aus (1):
f(C) = Hy N Sr(2) (2)

Also ist f(C') als Schnitt einer Sphére mit einer Ebene ein Kreis, denn

leer oder einpunktig kann es nicht sein.

Die Aussage folgt durch Umkehrung der Argumente in (iii) und (iv).
Die folgende Figur illustriert den Beweis von (iv), damit man sich die

Idee merken kann.
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Die stereographische Projektion ist ein gutes Hilfsmittel, um Konfiguratio-
nen von Kreisen oder Kreisbogen auf der Sphére sichtbar zu machen. Auch
von Konfigurationen von Ebenen im Raume, die durch den Mittelpunkt der
Sphére gehen, kann man sich auf diese Weise ein Bild machen, indem man
zunichst die Ebenen mit der Sphéire schneidet und die so entstehenden
Konfigurationen von GroBkreisen stereographisch in die Aquatorebene
projeziert. Als Beispiel zeigt das néchste Bild die Figur, die man auf diese
Weise erhilt, wenn man von den 15 Symmetrieebenen eines reguldren Dode-

kaeders oder Tkosaeders ausgeht. Projektionszentrum ist eine Ikosaederecke.

Die stereographische Projektion wird uns auch zu einer schénen Beschrei-
bung der Isometriegruppe der 2-Sphére und der Gruppe ihrer winkeltreuen
Selbstabbildungen fithren. Wir berichten zunichst, was iiber die entspre-
chenden Gruppen fiir Sphéiren beliebiger Dimension bekannt ist. Bevor wir
von der Isometriegruppe einer Sphére iiberhaupt reden kénnen, miissen wir

eine Metrik auf der Sphére einfiithren.
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Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten, die sich in natiirlicher Weise an-

bieten. Die einfachste ist die Folgende.

Definition:

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehorige metrische Raum
und S C X eine Sphére in X. Dann ist der chordale Abstand yx die
durch d auf S induzierte Metrik, d.h. fiir x,y € S gilt definitionsgeméf

x(z,y) = d(z,y).

Der chordale Abstand x(z,y) ist die Lénge der Strecke [z, y], also die Lange
der Sehne [z, y] eines durch z und y gehenden Grofikreises. Daher der Name,
denn das lateinische Wort ,,chorda® ist als Lehnwort aus dem griechischen
xopdn gebildet, was Sehne oder Saite bedeutet. Der gerade definierte Ab-
standsbegriff ist zwar der einfachste, aber in gewisser Hinsicht nicht der
natiirlichste, denn die Verbindungsstrecke zwischen verschiedenen Punkten
x,y der Sphére liegt ja nicht auf derselben. Als Verbindungskurven von
x,y auf der Sphéire S bieten sich die Groflkreisbégen mit z,y als Rand-
punkten an. Dafiir mufl man natiirlich dim X > 1 voraussetzen, denn die
0-dimensionale Sphére besteht nur aus zwei Punkten. Wenn y von x verschie-
den ist und z nicht diametral gegeniiberliegt, gibt es genau einen Groflkreis
durch x und y, und dementsprechend genau zwei Groflkreisbdgen mit x, y als
Randpunkten, einen kiirzeren und einen ldngeren. Als Abstand von x und
y wird man die Lénge des kiirzeren Bogens bezeichnen. Sind z und y gleich
oder Diametralpunkte, dann gibt es unendlich viele Grolkreise durch x und
y. Sind x und y Diametralpunkte, dann zerlegen sie jeden dieser Grokreise
in zwei Halbkreise. Alle haben die gleiche Lange 7r, wo r der Radius der
Sphére ist, und diese Ldnge wird man als Abstand von x und y bezeichnen.
Sind z und y gleich, dann ist {z} ein Grofikreisbogen der Linge 0 auf jedem
Grof3kreis durch = und y, und man wird selbstverstéindlich sagen, dass x und
y den Abstand 0 haben. Die in der vorhergehenden Diskussion unterschie-

denen Fille lassen sich wie folgt in einer Definition zusammenfassen.

Definition:

S sei eine Sphére positiver Dimension in einem euklidischen Raum X. Dann
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ist der sphérische Abstand 6(x,y) zweier Punkte x,y € S das Minimum
der Langen aller Grofikreisbtgen auf S mit den Randpunkten z, y.

Bemerkung:
Man kann beweisen, dass d(z,y) auch das Minimum der in X gemessenen
Léngen aller auf S liegenden rektifizierbaren Kurven mit den Endpunkten

x,y ist.

Proposition 13.69

S sei eine Sphére positiver Dimension, § der sphérische und x der chordale

Abstand. Dann sind ¢ und y dquivalente Metriken auf S. Genauer: x ist die

Sehne von ¢, das heifit x = s o ¢ fiir eine Sphire vom Radius 1.

Beweis:

S habe 0.B.d. A. den Radius 1. Da x trivialerweise eine Metrik ist und
offensichtlich y = sod gilt, bleibt nur noch die Dreiecksungleichung 6(x, z) <
d(z,y)+6(y, 2) fiir 0 zu zeigen. Liegen x, y, z auf einem GroBkreis, dann folgt
dies leicht aus 13.45. Andernfalls bestimmen x,y, z einen 3-dimensionalen
euklidischen affinen Unterraum durch den Mittelpunkt von S und z,y, z.
Dieser schneidet S in einer 2-dimensionalen Sphére S’ und z,y, z sind die
Ecken eines sphérischen Dreiecks auf S’ mit den Winkeln a, 3,7 bei x,, 2
und den Seiten a, b, ¢ gegeniiber z,y, z. Dabei gilt a = §(y, z) und b = §(z, =)

sowie ¢ = d(z, z) mit a,b,c < w. Der Seitencosinussatz ergibt
cosc = cosacosb + sinasinbcosy.
Daher folgt wegen cosy > —1 und sina, sin b > 0 aus dem Additionstheorem
cosc > cosacosb — sinasinb = cos(a + b).

Daraus folgt ¢ < a + b, und das ist die behauptete Ungleichung.

Aus 13.69 folgt insbesondere, dass zum sphérischen Abstand ¢ und zum
chordalen Abstand x auf einer Sphére S die gleiche Isometriegruppe I(S) =
I(S,9) = 1(S, x) gehort. Wir nennen diese Gruppe einfach die Isometrie-

gruppe der Sphire S. Die folgende Proposition bestimmt diese Isometrie-

gruppe.
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Proposition 13.70
Die orthogonale Gruppe O(n,R) operiert kanonisch auf der Standardsphére

S"—1 C R™. Diese Operation definiert einen Isomorphismus

O(n,R) = I(S"1).

Beweis:

Es ist klar, dass durch die kanonische Operation ein injektiver Homomor-
phismus O(n,R) — I(S"!) definiert wird. Zu zeigen ist nur die Surjekti-
vitiit. Sei also ¢ € I(S™1) eine Isometrie. Wir definieren eine Abbildung
¥ R™ — R™ durch (0) = 0 und ¢¥(v) = ||v]| ¢(v/ ||v]]) fir v # 0. Fir
v,w # 0 gilt <x(v,w) =0(v/||v]|,w/||w]). Da § unter ¢ invariant ist und
(v,w) = ||v|| |Jw|| cos < (v, w), folgt ((v),(w)) = (v, w) fiir alle v,w € R™.
Daraus folgt die zu beweisende Aussage ¢ € O(n,R), denn dies war gerade
die Behauptung 6 im Beweis von Satz 13.2.

Damit sind die Isometriegruppen der Sphéren bestimmt. Wir wenden uns
jetzt den Gruppen der winkeltreuen Abbildungen zu. Es geht uns dabei
nur um einen Bericht dariiber, wie man diese Gruppen ebenso explizit
bestimmen kann wie die Isometriegruppen. Wir fithren die Definitionen
nicht ganz und die Beweise {iberhaupt nicht aus und verweisen auf Bergers
»Géométrie“ [1] 18.10.

Definition:

Eine konforme Abbildung einer Sphire S ist ein winkeltreuer C'-
Diffeomorphismus S — S. Die konforme Gruppe von S ist die Gruppe
Conf(S) aller konformen Abbildungen von S, und Conf™(S) ist die Unter-

gruppe aller orientierungserhaltenden konformen Abbildungen.

Um die konforme Gruppe Conf(S"~!) der Standardsphiire S"~! C R" zu
bestimmen, benutzen wir eine andere Beschreibung von S™~!, nimlich als
eine gewisse Quadrik in einem projektiven Raum. Um das zu erkléren,

brauchen wir einige einfache Definitionen.

Ist V ein K-Vektorraum, dann ist der zu V gehorige projektive Raum
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P(V) die Menge der 1-dimensionalen K-Untervektorrdume von V. Ist insbe-
sondere V' der Standardvektorraum, dann bezeichnen wir P(K™) auch mit
Pn—1(K), und fur (z1,...,z,) € K™\ {0} bezeichnen wir mit [z1, ..., z,] €
P,—1(K) den durch (xi,...,x,) bestimmten 1-dimensionalen Unterraum
K- (z1,...,z,). Natirlich gilt [z],...,z],] = [z1, ..., 2, genau dann, wenn es
ein A € K\ {0} gibt mit (2, ...,2),) = (Az1,..., \zp,). Man nennt die durch
[€1,...,2p] nur bis auf einen gemeinsamen Faktor A bestimmten n-Tupel
(z1,...,7,) homogene Koordinaten des Punktes [z1,...,z,] € P,_1(K).
In Band 1, Seite 572 haben wir die projektive lineare Gruppe eingefiihrt.

Es ist die Gruppe
PGL(n, K) = GL(n, K)/ Z(GL(n, K)).

Sie operiert kanonisch auf P,_1(K). Die Operation ist einfach durch die
Operation von GL(n, K) auf K™ induziert. Allgemeiner definieren wir jetzt
fiir jede Untergruppe G C GL(V) in der linearen Gruppe eines Vektorraums
V' die zugehorige projektive Gruppe PG als die Gruppe

PG =G /(GNZ(GL(V))),

das heifit als Quotienten von G nach dem Durchschnitt von G mit dem
Zentrum Z(GL(V')) von GL(V). Insbesondere erhalten wir fiir G = GL(V)
bzw. G = SL(V) die allgemeine projektive Gruppe PGL(V) bzw. die
spezielle projektive Gruppe PSL(V). Ist V mit einer symmetrischen
Bilinearform versehen, dann erhalten wir dazu eine projektive orthogona-
le Gruppe und eine spezielle projektive orthogonoale Gruppe. Insbesondere
erhilt man so zu den im Anschlufl an Satz I1.12.50 definierten Gruppen
O(p,q,K), SO(p,q, K) C GL(p + ¢, K) die zugehorigen projektiven or-
thogonalen Gruppen

PO(p,q, K),PSO(p,q, K) C PGL(p + ¢, K).

Alle diese Gruppen operieren auf P,1,—1(K). Sie operieren dariiber hin-

aus auf den entsprechenden projektiven Lorentz-Quadriken QP4(K) C
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Pp1q—1(K), welche durch die zugehérigen quadratischen Formen wie folgt

definiert werden:
QPUK) = {[a1, .., Tpyq) € Ppyg 1 (K) |2 +. . a5 —ap g — .. —ap = O},

Proposition 13.71
Fiir die (n — 1)-dimensionale Standardsphire S"~1 C R" definiert die Zu-
ordnung (x1,...,2,) + [1,21,...,7,] eine bijektive Abbildung S"~! —

Q'"(R).

Beweis:  Trivial.

Satz 13.72
Die Konjugation mit der Bijektion S"~! — QY*(R) induziert fiir n > 3

einen Isomorphismus
Conf(S™1) = PO(1,n,R).

Den Beweis findet man z.B. bei Berger, loc.cit., 18.10.1.5 und 18.10.4.
Mit dem gerade formulierten Satz ist die konforme Gruppe Conf(S™™1)
beschrieben. Wir mochten auch die Untergruppe Conf™ (S"~1) in der glei-
chen Art bestimmen. Hierfiir wollen wir uns die Zusammenhangskomponen-
ten der Gruppen O(p, q,R) etwas genauer ansehen. Die Fille o = 0 oder
g = 0 bieten eigentlich nichts Neues, denn es gilt O(0,¢,R) = O(¢,R) und
O(p,0,R) = O(p,R), und fiir die orthogonalen Gruppen O(n,R) kénnen wir

die Frage nach den Zusammenhangskomponenten sofort beantworten.

Definition:
0" (n,R) :={A € O(n,R) | det A =1} = SO(n,R)
O " (n,R) :={A € On,R) | det A =—1}.

Proposition 13.73
O(n,R) hat zwei Zusammenhangskomponenten, nimlich OT(n,R) und
O~ (n,R).

Beweis: 1.10.15 und I1.12.54, Bemerkung (2).
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Wir setzen also jetzt p > 0 und ¢ > 0 voraus und beschreiben die Matrizen

aus O(p, ¢, R) durch Blockmatrizen.

AB}p
X —

GD}q

—_—

P q

Behauptung:
Fiir eine solche Matrix gilt stets det A # 0 und det D # 0.

Beweis:
Nach Definition von O(p, ¢, R) gilt

A| B 110 tA | tC A'A—-B'B | A'C — B'D 110 (%)
. . = = *
C|D 0|-1 ‘B|'D C'A—-D'B | C'C—-D'D 0]-1

Insbesondere gilt A'’A = 1+ B!B und D'D = 1 + C'C. Dies sind positiv
definite symmetrische Matrizen. Insbesondere sind sie nicht entartet, und
daraus folgt — wie behauptet — det A # 0 und det D # 0. Wir setzen e1(X) =
det A/ |det A| und e2(X) = det D/ |det D|.

Definition:
Fiir p > 1, ¢ > 1 definieren wir wie folgt vier Teilmengen von O(p, ¢, R):
0" (p,q,R) = {X € O(p,¢,R) | e1(X) = +1,e2(X) = +1}

(
O+_(p7 qu) = {X € O(paqaR) ‘ 81(X) = +1>52(X) = _1}
O (p,¢,R) = {X € O(p, ¢, R) | e1(X) = —1,2(X) = +1}
O__(pa Q7R) = {X € O(p7Q7R) ‘ 51(X) = _1>52(X) = _1}
Bemerkung:

Beziiglich der kanonischen Einbettung

O(p,R) x O(¢,R) C O(p,q,R)
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als Gruppe der Block-Diagonalmatrizen gilt trivialerweise:
O (p,R) x O%2(¢q,R) C O°**2(p, q,R)

fiir €1,e9 € {4, —}.

Proposition 13.74
Firp>1,qg>1 gilt

(i) Es gibt einen Homéomorphismus ¢

O(p,R) x O(g,R) x M(p,q,R) % O(p,q,R) |,

welcher bei Beschrinkung Homo6omorphismen
0% (p,R) x O%(g,R) x M(p,q,R) == O°*(p, ¢, R)

induziert, die

O (p,R) x O%(g,R) x {0}

kanonisch auf

O (p,R) x O%%(¢,R) C O°**2(p,q,R)

abbilden.
(ii)) O(p,q,R) hat genau vier Zusammenhangskomponenten, némlich
0% (p, ¢, R).
Beweis:
(i) Wir definieren ¢ fiir U € O(p,R), V € O(¢,R), W € M(p,q,R) wie
folgt:
o(U,V,W) = A|B
) b - C D

A=V1+W -tW.U B:=W
D:=\V1+WW.-V C:=D'BtA .
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Mit Hilfe der definierenden Bedingung (x) verifiziert man leicht, dass
o(U, V,W) € O(p, ¢, R). Die Injektivitit von ¢ folgt trivial aus der De-
finition, die Surjektivitdt nach leichter Rechnung aus (*) zusammen
mit I1.12.73(v). Die Stetigkeit von ¢ und ¢! folgt daraus, dass fiir
Matrizen Y mit reellen positiven Eigenwerten die in II1.§12 im Ab-
schnitt iiber die Cartan-Zerlegung definierte Wurzel v/Y stetig von Y
abhéngt. ¢ ist also ein Homdomorphismus. Die iibrigen Eigenschaften

folgen trivial aus den Definitionen.
(ii) Die Behauptung folgt aus (i) und 13.73.

Korollar 13.75
Firp>1, g >1 gilt:

(i) Es sei ¢ : O(p,q,R) — {£1} x {£1} definiert durch &(X) =
(e1(X),e2(X)) und § : O(p,q,R) — {£1} die Determinante sowie
{1} x {£1} — {£1} die Multiplikation. Dann bilden ¢, d, . ein

kommutatives Diagramm von surjektiven Homomorphismen

O(p, ¢, R) . {£1} x {£1}

R

{+1}

(ii) SO(p,q,R) = O™ F(p,q,R)UO ™" (p, ¢, R) = ker § hat zwei Zusammen-

hangskomponenten.

(iii) SO(p,q,R)o := OT*(p,q,R) = kere ist die Zusammenhangskompo-

nente der 1.

Beweis:

(i) Das Diagramm, welches bei Beschrinkung von ¢ und § auf O(p, R) x
O(g¢,R) entsteht, ist offensichtlich ein kommutatives Diagramm von
surjektiven Homomorphismen. Daher folgt die Behauptung aus 13.74

und aus der Stetigkeit der Matrizenmultipliaktion und von € und §.

(ii) und (iii) folgen trivial aus (i) und 13.74.
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Bemerkungen:

(1)

Auer SO(p, ¢,R) = O™ F(p, ¢, R)UO ™~ (p, ¢, R) kann man in O(p, ¢, R)
noch zwei andere Untergruppen vom Index 2 definieren, O™ (p, ¢, R)U
O™ (p,q,R) und O (p,q,R) U O T (p,q,R). Sie sind die Kerne der
Homomorphismen €1, 3 : O(p, ¢, R) — {£1}. Diese Homomorphismen
sind die sogenannten Spinornormen zu den quadratischen Formen

2 2

— —."—2 2 DY 2 DY 2—2 —."—2
x] Ty, Ty, baw aT - an x

p+q-

Man kann die Zerlegung von O(p, ¢, R) in vier Zusammenhangskom-
ponenten auch wie folgt interpretieren. Wir versehen RPT? mit der
quadratischen Form x% + - + xlz, - xZ%H — o — xfﬂrq. Nach I1.12.48
operiert O(p, ¢, R) transitiv auf der Menge M der maximalen positiv
definiten Unterrdume, sowie ebenso auf der Menge M~ der maximalen
negativ definiten Unterriume von RP4. Wir wihlen als ausgezeichne-
tes Element in M ™ den Unterraum RP der ersten p Koordinaten und
im M~ den dazu orthogonalen Unterraum der letzten ¢ Koordinaten.
Dann ist O(p,R) xO(q, R) sowohl die Isotropiegruppe von R? beziiglich
der Operation auf O(p, ¢, R) auf M ™ als auch die Isotropiegruppe von
RY beziiglich der Operation auf M~. Man erhélt so Identifikationen
von Mt und M~ mit O(p,q,R)/O(p,R) x O(q,R), und daher nach

13.74 und 13.75 Homéomorphismen
M™ 2 SO(p,q,R)o/ (SO(p,R) x SO(¢q,R)) ~ M~

Da SO(p, gR)o zusammenhiingend ist, sind auch M und M~ zusam-
menhéngend, und zwar genauer gesagt homdomorph zu RP4. Hieraus
folgt, dass man alle maximalen positiv definiten Unterrdume kohérent
orientieren kann, d.h. so, dass sich die Orientierung stetig mit dem
Raum é&ndert. Man braucht dazu nur eine Orientierung auf RP zu
wihlen und sie mittels der Operation von SO(p, ¢, R)¢ auf alle ande-
ren maximalen positiv definiten Rdume zu iibertragen. Entsprechen-
des gilt fiir M ~. W&hlt man auf diese Weise kohérente Orientierungen,
dann ist OT"(p,q,R) U O (p,q,R) die Untergruppe von O(p, ¢, R),

welche die Orientierungen auf den maximalen positiv definiten erhalt,



Kapitel 13.3 135

und O" " (p, ¢, R)UO~T(p, ¢, R) die Untergruppe, welche die Orientie-
rungen auf den maximalen negativ definiten Unterrdumen erhélt. Der
Durchschnitt SO(p, ¢, R)g erhélt die Orientierung auf beiden Arten von
Unterrdumen. Fiir die Lorentzgruppe O(3,1,R) ist also SO(3,1,R)g
diejenige Untergruppe, welche sowohl fiir die zeitartigen Unterrdume
als auch fiir die maximalen raumartigen Unterrdume die Orientierung
erhélt.

Definition:
SO(3,1,R)( heiit die eigentliche Lorentzgruppe.

Korollar 13.76
Esseip>1,¢q>1.

(i) Sind p und ¢ gerade, dann hat PO(p, ¢, R) genau vier Zusammenhangs-

komponenten.

(ii) Sind p oder ¢ ungerade, dann hat PO(p, ¢, R) genau zwei Zusammen-
hangskomponenten, und PO(p, ¢, R)g, die Komponente der 1, ist ka-
nonisch isomorph zu SO(p, ¢, R)o.

Beweis:
Da —1 € SO(p,q,R)p genau dann, wenn p und ¢ gerade sind, folgt die
Behauptung aus 13.74.

Nach dieser griindlichen Untersuchung der Zusammenhangskomponenten
von PO(p,q,R) kénnen wir die Beschreibung der konformen Gruppen der

Sphéren wie folgt vervollstédndigen.

Zusatz zu 13.72:
Conft(S"~1) bzw. I (8" 1) seien in Conf(S"~!) bzw. I(S"~!) die Unter-

gruppen der orientierungserhaltenden konformen bzw. isometrischen Abbil-

dungen. Dann induziert der Isomorphismus Conf(S"~!) = PO(1,n,R) das
folgende kommutative Diagramm von Isomorphismen und kanonischen In-

jektionen:
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Conf (5" 1) = PO(1,n,R)
Conf ™t (5"~1) —==S0(1,n,R)g
y T
I*t(S"~1) — =~ 80(n, R)

15" = O(n.R)

Bemerkungen:

(1) Wir vergleichen an Hand der jetzt vorliegenden Ergebnisse die Geome-

trie auf der Sphére mit der Geometrie im euklidischen Raum hinsichtlich

des Verhiltnisses von Isometrien, Ahnlichkeitstransformationen und winkel-

treuen Abbildungen.

(a)

Auf der Sphire sind Ahnlichkeitstransformationen und Isometrien ein
und dasselbe, denn wegen der Kompaktheit der Sphére ist der Abstand
beschrénkt, und das einzig mogliche Ahnlichkeitsverhiltnis ist ¢ = 1.
Im euklidischen Raum gibt es mehr Ahnlichkeitstransformationen als
Isometrien, aber nicht viel mehr, denn eine Ahnlichkeitstransformati-
on unterscheidet sich von einer Isometrie nur durch eine Homothetie
(13.23).

Im euklidischen Raum sind winkeltreue Abbildungen und Ahnlichkeit-
stransformationen nach dem Satz von Liouville ein und dasselbe (vgl.
auch 13.60). Auf der Sphére hingegen gibt es viel mehr winkeltreue Ab-
bildungen als Ahnlichkeitstransformationen, denn aus 13.72 bis 13.74

folgt fiir die Dimension der fraglichen Liegruppen
dim Conf " (S" 1) —dim I (S" ') = dim SO(1, n, R)g—dim SO(n, R) = n.

Die Sphére nimmt in dieser Hinsicht eine Sonderstellung ein. J. Lelong-
Ferrand und M. Obata haben 1971 bzw. 1972 gezeigt, dass es unter den
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kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten nur fiir die Sphére mehr

winkeltreue Abbildungen als Isometrien gibt.

(2) Der Zusatz besagt insbesondere, dass die Gruppe Conf™(S5?) isomorph

zur eigentlichen Lorentzgruppe ist, denn natiirlich gilt SO(1,3,R)y =
SO(3,1,R)p.

Fiir die Gruppe Conf'(5?) wollen wir jetzt noch eine auf den ersten Blick
ganz anders aussehende Beschreibung ableiten. Dazu braucht man zwei Ide-
en. Die erste Idee besteht darin, die Untersuchung der winkeltreuen Abbil-
dungen der Sphire S? durch die stereographische Projektion, die ja winkel-
treu ist, auf die Beschreibung der winkeltreuen Abbildungen der Ebene R?
zu reduzieren, die uns ja inzwischen wohlbekannt ist. Die zweite Idee ist,
die Ebene R? mit C zu identifizieren, wodurch die Beschreibung der winkel-
treuen Abbildungen der Ebene besonders elegant wird. Das Ergebnis wird
sein, in ganz natiirlicher Weise die Gruppe Conf™(S?) mit der speziellen

projektiven linearen Gruppe PSL(2,C) zu identifizieren.
Wir beginnen mit der Ausfithrung der zweiten Idee. Wir identifizieren den
affinen euklidischen Standardraum R? mit C, indem wir (z1,xs) mit z =

x1 + ixo identifizieren. In 13.24 haben wir die Ahnlichkeitstransformationen

von R? bestimmt. Es sind die Transformationen

7
y

mit A € O(2,R) und by, by € R? sowie ¢ € R, ¢ > 0. Die Matrizen A €
SO(2,R) haben wir in I1.12.62 beschrieben. Es sind die Matrizen der Form

b1
bo

I

=cA + (%)

Z2

A=

sinav  cos«

cosa —sin a]

Eine triviale kleine Rechnung zeigt, dass durch die Identifikation von R?
mit C die Multiplikation mit A in die Multiplikation komplexer Zahlen mit

e’ = cos a+isin o iibergeht. Setzen wir also a = ce’® und b = by +iby, dann
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geht fiir A € SO(2,R) die Transformation (x) iiber in die Transformation
2 =az+b acC* beC.

Jetzt sei A € O™ (2,R). Dann gilt

cosa —sina| |1 0

sina  cosa ] [O —1] .

Der Multiplikation mit [é _01} entspricht aber bei Identifizierung von R? mit

A:

C gerade die Konjugation z — Z. Daher geht die Transformation (x) jetzt

iiber in die Transformation
2 =az+b ae€C"beC,

wo a und b wie oben definiert sind. Wir haben folgendes Ergebnis.

Proposition 13.77
Identifiziert man R? durch (z,y) = 2z = 2 + iy mit C, dann identifiziert sich

die Menge der orientierungstreuen Ahnlichkeitstransformationen von R? mit

der Menge der linearen Transformationen
2 =az+b acC*beC.

Die Menge der orientierungsumkehrenden Ahnlichkeitstransformationen

identifiziert sich mit der Menge der Transformationen
2 =az+b a€C"becC.

Kombinieren wir dieses triviale Ergebnis mit dem nichttrivialen Satz von

Liouville, dann ergibt sich der folgende nichttriviale Satz:

Satz 13.78
Die orientierungserhaltenden winkeltreuen Abbildungen von C auf sich sind

die Transformationen

Z=az+b a€C"becC.
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Die orientierungsumkehrenden winkeltreuen Abbildungen von C auf sich

sind die Transformationen
7 =az+b acC*beC.

Fiir den Beweis dieses Satzes braucht man nicht ein so starkes Mittel wie den Satz
von Liouville, dessen Beweis fiir Dimensionen grofler als 2 sehr schwer ist. Fiir den
hier vorliegenden Fall der Dimension 2 geniigen einfachere, aber auch durchaus
nicht triviale Hilfsmittel aus der Analysis. Man findet einen Beweis in den meisten
Lehrbiichern der Theorie der Funktionen einer komplexen Verénderlichen, z.B. in
dem schonen Buch von Reinhold Remmert ,,Funktionentheorie I¢, Kapitel 2 und

Kapitel 10, § 2.

Wir setzen jetzt unsere erste Idee in die Tat um und stellen durch stereo-
graphische Projektion die Beziehung zwischen winkeltreuen Selbstabbildun-
gen der Standardsphire S? C R? einerseits und der komplexen Zahlene-
ben C andererseits her. Wir benutzen dazu die stereographische Projektion
S$2\ {(0,0,1)} — C, die durch folgende Transformation gegeben wird:

r1 + 129
1—:L‘3 '

Die Umkehrabbildung ist offensichtlich

1
zz+1

(1, 29,13) = (z4+7%,i(z—2),2z —1).

Um dem Pol p = (0,0, 1) auch etwas zuordnen zu kénnen, kompaktifizieren
wir C durch Hinzufiigen eines Punktes oo zur ,,Riemannschen Zahlenku-
gel“ C U {oo}. Die stereographische Projektion definiert dann eine bijektive
Abbildung S? — C U {oo}, und durch Konjugation mit dieser Abbildung
bzw. ihrer Umkehrung gehen die Transformationen von S? in solche von
C U {oo} iiber und umgekehrt. Aus 13.67 folgert man leicht, dass dabei den
in 13.78 beschriebenen winkeltreuen Abbildungen von C genau diejenigen
winkeltreuen Abbildungen von S? entsprechen, welche den Pol p festhalten.

Wie bekommt man nun die anderen? Thnen entsprechen Transformationen
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von C U {oo}, welche einen Punkt zp € C auf oo abbilden. Eine derartige

Transformation kann man sofort hinschreiben, ndmlich

1
Z =

z—2z0

Diese Transformation ist tatséichlich winkeltreu, denn sie ist die Kompo-
sition der winkeltreuen Abbildung z +— z — 29 mit der Transformation
2z + 2z~ und fiir letztere rechnet man sofort nach, dass sie als Trans-
formation der Symmetrie mit der zi-Achse als Zentrum entspricht per
(z1,22,23) — (1, —x2, —x3). Ist nun ¢ irgendeine orientierungserhaltende
winkeltreue Selbstabbildung von CU {oo} und ¢(o0) = 29 € C, dann ist die
Komposition von ¢ mit der anschlieBenden Transformation z — (z — zp) ™
eine winkeltreue Abbildung ¢ mit 1(c0) = oo. Also ist 1 von der Form

¥(z) = cz + d und wir erhalten (¢(z) — z9) ™! = ¢z + d, woraus sich

az+b

0= va

ergibt mit @ = czg und b = dzy + 1. Dabei ist ad — bc # 0, was offenbar
notwendig und hinreichend dafiir ist, dass eine derartige Transformation
nicht eine konstante Abbildung ist. Sie definiert dann sogar offensichtlich
eine bijektive Abbildung von C U {co} auf sich selbst.

Definition:
Eine gebrochen lineare Transformation von CU {co} ist eine Transfor-

mation .
z':Zjid mit ad — be # 0.

Bevor wir die Beschreibung von winkeltreuen Abbildungen durch gebrochen
lineare Transformationen weiter verfolgen, sind einige Bemerkungen iiber
diese neue Art von Transformationen am Platze. Jeder Matrix

:

€ GL(2,C)
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ordnen wir eine derartige Transformation zu, ndmlich

, _az+b
cz+d’

Eine weitere Matrix liefert genau dann die gleiche Transformation, wenn
sie aus der ersten Matrix durch Multiplikation mit einer von Null verschie-
denen Konstanten hervorgeht — wie man leicht sieht, indem man die bei-
den gebrochen rationalen Funktionen auf einen gemeinsamen Nenner bringt,
gleichsetzt und die Koeffizienten der Zahler vergleicht. Die Zuordnung der
gebrochen linearen Transformationen zu den Matrizen definiert also eine
bijektive Abbildung von PGL(2,C) auf die Menge der gebrochen linearen
Transformationen. PGL(2, C) ist kanonisch isomorph zu PSL(2, C), denn fiir
jede Matrix A € GL(2,C) gilt (v/det A)~' - A € SL(2,C). Man priift sofort
nach, dass die Komposition von zwei gebrochen linearen Transformationen
wieder eine gebrochen lineare Transformation ist, und zwar die, welche zum

Produkt der entsprechenden Matrizen gehort. Damit haben wir die folgende

Proposition 13.79
Die Gruppe der gebrochen linearen Transformationen ist kanonisch isomorph
zu PSL(2,C).

Hier ist eine Variante fiir denjenigen, die sich an der Auszeichnung des
Punktes oo in der Riemannschen Zahlenkugel C U {oco} storen. Wir
identifizieren C U {co} mit dem 1-dimensionalen komplexen projektiven
Raum P;(C), indem wir z € C den Punkt [z, 1] zuordnen und oo den Punkt
[1,0]. Die Umkehrabbildung ist [z1,22] — % Dann geht die Operation
von PSL(2,C) auf C U {oo} durch gebrochen lineare Transformation in
die kanonische Operation von PSL(2,C) auf P;(C) iiber, welche durch die
Operation von SL(2, C) auf C? induziert wird, also [21, 22] + [az + b, cz + d.

Wir kehren zuriick zu den winkeltreuen Abbildungen. Wir haben gesehen,
dass jede orientierungserhaltende winkeltreue Abbildung von S? auf sich
durch eine gebrochen lineare Transformation beschrieben wird. Die Um-
kehrung gilt aber auch., denn die linearen Transformationen z — az + b

entsprechen genau den oberen Dreiecksmatrizen von GL(2,C), und die
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Transformation z — 27! entspricht der Permutationsmatrix

o)

Die Borelgruppe der oberen Dreiecksmatrizen erzeugt aber zusammen mit
der Gruppe der Permutationsmatrizen die ganze lineare Gruppe (1.7.38).
Damit ist jede gebrochen lineare Transformation als Produkt von linea-
ren Transformationen und der Transformation 2/ — z~! darstellbar, und
von diesen Transformationen wissen wir schon, dass sie winkeltreu sind.
Damit sind die orientierungserhaltenden winkeltreuen Abbildungen von S?
bestimmt. Die orientierungsumkehrenden bekommt man dann durch Kom-

position mit z — Z. Damit haben wir das folgende Ergebnis:
Satz 13.80

(i) Identifiziert man wie oben S? durch stereogrpahische Projektion mit

C U {o0}, dann erhilt man einen Isomorphismus

Conf™(S?) = PSL(2,C) |

Dabei operiert PSL(2,C) auf C U {oo} durch die gebrochen lineare

Transformation

b
R L) [“ ] e SL(2,C).
cz+d d

Cc

(ii) Die Menge der orientierungsumkehrenden konformen Abbildungen von
S? auf sich identifiziert sich durch die stereographische Projektion mit

der Menge der Transformationen

z b
7 = af +o mit [a d] € SL(2,C).

Es bleibt uns noch die Aufgabe, in diesem Rahmen die Isometriegruppe
von S? zu beschreiben. Dabei kénnen wir nicht ganz so einfach wie bei

den winkeltreuen Abbildungen argumentieren, denn die stereographische
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ist zwar winkeltreu, aber keineswegs langentreu! Es seien £ = (§1,&2) und
n = (n1,n2) von Null verschiedene Vektoren in C? und x = (x1, 72, z3) sowie
y = (y1,2,y3) in S? € R? die Urbilder von &; /& bzw. 11 /n2 beziiglich der

stereographischen Projektion.

Das Skalarprodukt (x,y) der Vektoren z,y lisst sich leicht wie folgt aus &, n
berechnen: B .
(2, y) = 2|§17712+ 52?73\ _q
€M7 NIl
Eine Matrix aus SL(2, C) ldsst diese Funktion von &, 7 genau dann invariant,
wenn die zugehorige gebrochen lineare Transformation einer Isometrie von
S? entspricht. Welche Matrizen aus SL(2,C) lassen nun diesen Ausdruck
invariant? Jedenfalls offensichtlich die Matrizen aus der speziellen unitiren
Gruppe SU(2,C), denn U(2,C) ist ja gerade die Gruppe, welche die hermi-

tesche Form &7, + £27)5 invariant l&sst.

Behauptung:

Nur die Matrizen aus SU(2,C) lassen (x,y) invariant.

Beweis:
Durch die Iwasawa-Zerlegung (12.54) lisst sich jede Matrix aus SL(2,C)
eindeutig als Produkt einer Matrix aus SU(2,C) und einer Matrix von der

folgenden Gestalt darstellen:

b
[g _1], acRY beC.
a

Man sieht aber sofort, dass die einzige derartige Matrix, die (z,y) invariant

lasst, die Einheitsmatrix ist.
Damit ist insgesamt das Folgende bewiesen.

Zusatz zu 13.80
Die Konjugation durch die stereographische Projektion definiert das folgende
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kommutative Diagramm von Isomorphismen und Inklusionen.

Conf™(S?) =~ PSL(2,C)
U U
IT(S?) = PSU(2,C)

Damit haben wir die konforme Gruppe und die Isometriegruppe von S2
auf zwei ganz verschiedene Arten beschrieben, durch 13.72 und 13.80. Der
Vergleich dieser Ergebnisse liefert uns das folgende kommutative Diagramm

von Isomorphismen und Inklusionen von Lieschen Gruppen.

Korollar 13.81

SO(1,3,R)g PSL(2,C)

U U
SO(3,R) = PSU(2,C)

IR

Diese Isomorphismen spielen immer wieder bei vielen Problemen der Geo-
metrie in niedrigen Dimensionen eine wichtige Rolle. Sie sind exzeptionelle
Isomorphismen, Ausnahmen in dem Sinne, dass fiir die Gruppen SO(n,R),
SL(m,C) usw. fiir groBe n und m keine derartigen Beziehungen bestehen.
Im néchsten Abschnitt werden wir diese exzeptionellen Isomorphismen noch

in einen etwas systematischeren Zusammenhang stellen.
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13.4 Spiegelungen und Drehungen

In some way Fuklid’s geometry must be deeply connected

with the existence of the spin representation.
Hermann Weyl, The Classical Groups. [37]

Wir wissen, dass die Isometriegruppe eines euklidischen Raumes von Spie-
gelungen erzeugt wird. Diese Tatsache ist grundlegend fiir die Geometrie
im euklidischen Raum. Von ihr ausgehend wollen wir in diesem Abschnitt
die orthogonale Gruppe O(n,R) untersuchen und dabei besonders auf den
Fall n = 3 eingehen. Die fiir diese Untersuchung grundlegenden Begriffe
lassen sich ganz allgemein fiir Vektorrdume mit einer quadratischen Form
definieren, und so allgemein wollen wir sie auch entwickeln. Wir beginnen
jedoch mit einigen heuristischen Uberlegungen zum reellen positiv definiten

Fall, um die nachfolgenden Definitionen und Konstruktionen zu motivieren.

Nach Satz 13.15 wissen wir, dass jedes Element von O(n,R) ein Produkt von
hochstens n Spiegelungen ist. Sehen wir uns also zunéchst einmal die aus al-
len Spiegelungen bestehende Teilmenge 8§ C O(n,R) an. Zu jeder Spiegelung
o € 8 gehort eine Spiegelungshyperebene, ndmlich das Symmetriezentrum
Fix ¢. Dazu gehort wiederum ein eindeutig bestimmter 1-dimensionaler Un-
tervektorraum von R”, nimlich das orthogonale Komplement (Fix ). Die-
se Gerade bestimmt o eindeutig. Durch die Zuordnung

o+ (Fix o)t

erhilt man eine bijektive Abbildung
8 i> ]P)n—l(R)

auf den reellen projektiven Raum P,,_1(R), dessen Elemente gerade die 1-
dimensionalen Untervektorriume von R™ sind. Aus diesem Grunde folgen

jetzt einige Bemerkungen iiber reelle projektive Riume.
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Den projektiven Raum P,,_1 (R) kénnen wir auch wie folgt beschreiben. Jedes
Element aus P,,_;(R), das heifit jede Gerade durch den Nullpunkt von R"
trifft die (n — 1)-dimensionale Standardsphire S~ C R" in einem Paar von
einander diametral gegeniiberliegenden Punkten {x, —z}, und sie ist durch
dieses Paar eindeutig bestimmt. Dadurch hat man eine kanonische bijektive
Abbildung

P, 1(R) =5 S"71/{£1}.

Dies hilft uns bei der gar nicht so leichten Aufgabe, uns wenigstens fiir
n = 3 eine anschauliche Vorstellung von dem Raum P,_;(R) zu machen.
Die projektive Ebene ist also der Quotient S?/{#1}. Wir zerlegen S? durch
zwei Breitenkreise nérdlich und siidlich des Aquators in eine ,, Aquatorzone®

sowie eine nordliche und eine siidliche ,,Polkappe*.

e

Die Aquatorzone ist homdomorph zu einem Zylinder, und die beiden Pol-
kappen sind homoomorph zu Kreisscheiben. Bei geeigneter Wahl der Brei-
tenkreise iiberfiihrt die Involution z — —x die Aquatorzone in sich, und sie
vertauscht die beiden Polkappen. Der Quotient der Vereinigung der beiden
Polkappen ist daher homdomorph zu einer Kreisscheibe. Fiir die Aquator-
zone kann man den Homoomorphismus mit dem Zylinder so wéhlen, dass
die Operation von {+1} in diejenige Operation auf dem Zylinder iibergeht,
welche wir in Abschnitt 13.3 zur Konstruktion des Mébiusbandes benutzt
haben. Der Quotient der Aquatorzone beziiglich der Operation von {£1} ist

also homGomorph zum Mobiusband.
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Ergebnis: Py(R) entsteht aus einem Mobiusband und einer Kreisscheibe,
indem man die zur Kreislinie S' homdomorphen Rénder dieser beiden
R&ume miteinander identifiziert.

Der so entstehende Raum lésst sich jedoch — im Gegensatz zum Mobiusband
— nicht mehr im dreidimensionalen Raum R? einbetten, man braucht fiir
eine Einbettung von P2(R) mindestens den R*. Eine schéne Immersion von
Py(R) in R? - allerdings eben notwendigerweise mit Selbstdurchdringungen
— wurde von Boy angegeben, ndmlich die Boysche Fliche (vgl. Hilbert,
Cohn-Vossen, ,,Anschauliche Geometrie“ [22], § 47).

Boy hat seine Immersion der projektiven Ebene nur qualitativ-geometrisch
beschrieben, nicht analytisch. Inzwischen wurden mehrere analytische
Beschreibungen derartiger Immersionen gefunden. Die eleganteste stammt
von Francois Apéry. Sie erzeugt die immersierte projektive Ebene durch
eine Familie von Ellipsen, die durch eine schone geometrische Konstruktion
mit einem 3-spitzigen Hypozykloid gewonnen wird. Es gibt dazu ein
schones Buch von Apéry mit vielen Bildern: ,Models of the Real Projective
Plane* [1]. In diesem Buch findet man u. a. eine Immersion der projektiven
Ebene, bei der die immersierte Fliche mit Hilfe von Polynomen vierten
Grades parametrisiert wird. Diese Parametrisierung hat Christos Karakas
benutzt, um mit Hilfe seines Programms zur Darstellung parametrisierter
Flidchen die auf der néchsten Seite folgende schéne Computerzeichnung zu

erzeugen, fiir die wir ihm herzlich danken.
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Fin Teil der Boyschen Fléche ist entfernt, so dass man sehr anschaulich die

Selbstdurchdringung sehen kann.

S e

Wer bei der Betrachtung der Bilder der Boyschen Fliache Schwierigkeiten
hat, sich die projektive Fliiche S?/{41} anschaulich vorzustellen, wird sicher
unsere Absicht begriiBen, statt ihrer einfach die Sphire S2, welche die pro-
jektive Ebene S2/{+} doppelt iiberlagert, zur Parametrisierung der Menge
8 aller Spiegelungen zu verwenden. Allgemein erhalten wir fiir den euklidi-
schen Standardraum V = R" durch die Zurordnung v + s, eine surjektive
Abbildung V \ {0} — 8, und wenn wir diese auf die Sphire S"~! C V
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beschrénken, erhalten wir eine Parametrisierung
Sl 8~ S /{1,

wobei 8§ durch S™~! zweifach iiberlagert wird.

Wenden wir uns nun beliebigen orthogonalen Transformationen aus O(n,R)
zu. Da sich jede von ihnen als Produkt von Spiegelungen darstellen ldsst,
konnen wir O(n, R) durch die Menge aller k-Tupel von Vektoren aus V'\ {0}
parametrisieren, wo k die natiirlichen Zahlen > 0 durchlduft. Mit anderen
Worten: Die disjunkte Vereinigung aller kartesischen Produkte (V\ {0})*
wird wie folgt surjektiv auf O(n,R) abgebildet:

[TV \{o})* = omR),

k>0
(V1,...,Vk) > Spp - Syp-

Diese primitive Parametrisierung ist nun aber nicht mehr so schén wie im
Fall der Spiegelungen. Sie ist zwar surjektiv, aber sie ist sehr weit davon ent-
fernt, injektiv zu sein, denn es ist dim O(n, R) = n(n—1)/2, wihrend die k-te
Zusammenhangskomponente des Parameterraumes die Dimension kn hat.
Selbst wenn wir uns auf die Vektoren v; der Lange 1 beschrinken wiirden,
was immer noch eine surjektive Parametrisierung gébe, und auflerdem die
nicht notigen Komponenten k # n — 1, n weglielen, héitte die hochstdimen-
sionale Komponente immer noch die Dimension n(n — 1) = 2dim O(n, R).
Die Darstellung einer orthogonalen Transformation als Produkt von Spiege-
lungen ist eben durchaus nicht eindeutig. Zum Beispiel hat man fiir jeden
Vektor v # 0 die folgende Darstellung des 1-Elementes als Produkt von
Spiegelungen:

512):1

Ein weiterer Mangel unserer primitiven Parametrisierung ist die Unvollkom-
menheit ihrer algebraischen Struktur. In O(n,R) haben wir eine Gruppen-
struktur. Was wir brauchen, ist eine derselben entsprechende algebraische

Struktur auf dem noch geeignet zu definierenden Parameterraum.



150 Spiegelungen und Drehungen

Um die Vektorraumstruktur auf V ins Spiel zu bringen, betrachten wir
statt der kartesischen Produkte (V \ {0})¥ die kartesischen Produkte V*
des ganzen Vektorraums V. Dabei setzen wir jetzt ganz allgemein V' als
einen endlichdimensionalen K-Vektorraum V mit einer quadratischen Form

q:V — K voraus. Wir betrachten also die Menge

[1v*

k>0
und fragen: Welche algebraischen Strukturen haben wir auf dieser Menge?
Wir haben auf dieser Menge erstens eine multiplikative Struktur, welche gut
zu der multiplikativen Struktur der orthogonalen Gruppe O(q) := Aut(V, q)
passt. Das Produkt von (vy,...,v) € V¥ und (wy,...,w;) € V! ist durch
die folgende kanonische bijektive Abbildung definiert:

VEx vt - v

((v1y.. o 0k), (w1, ..cywy)) = (V..o Vg, W, ..., W),

Wir haben zweitens eine K-Vektorraumstruktur auf der Teilmenge V' von
[TV*, aber nicht auf der ganzen Menge [[V*. (Warnung: Fir & > 1
versehen wir die Teilmenge V¥ nicht mit einer Vektorraumstruktur, denn
(vi,...,v) € VF soll ja nicht etwa die Summe von vy, ..., v, werden, son-
dern das Produkt im Sinne der gerade definierten multiplikativen Struktur.)
Von diesen beiden Strukturen ausgehend suchen wir nun eine Menge A mit

einer Struktur, die folgenden Bedingungen geniigen soll.

(0) A hat eine K-Vektorraumstruktur und eine damit vertréigliche mul-
tiplikative Struktur. Genauer: A ist eine assoziative K-Algebra mit
1.

(1) (a) V ist ein Untervektorraum von A beziiglich der K-
Vektorraumstruktur, und die durch A auf V induzierte Vektor-
raumstruktur stimmt mit der gegebenen K-Vektorraumstruktur

von V iberein.

(b) Als assoziative K-Algebra mit 1 wird A von V erzeugt.
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(2) Die multiplikative Struktur von A ist der auf V' gegebenen quadrati-
schen Form ¢ : V' — K in einem noch zu definierenden Sinne ange-

passt.

Die letzte Bedingung kéonnen wir folgendermaflen prézisieren. Da ja fiir alle
Spiegelungen s, wo v € V die nicht isotropen Vektoren von V' durchliuft,
52 =1 gilt, liegt es nahe, fiir die Multipliaktion in A die Bedingung zu stel-
len, dass fiir alle v € V C A das Quadrat v? ein Vielfaches des 1-Elementes
von A ist, also v2 = f(v)-1. Aus den Rechenregeln fiir Algebren folgt sofort,
dass dann die Funktion f : V — K eine quadratische Form sein muss. Nun
ist uns aber mit ¢ : V' — K eine quadratische Form auf V' gegeben. Es liegt
daher sehr nahe, zu erwarten, dass die Bedingung f = ¢ zu einer Algebra
A fithrt, welche fiir die Untersuchung der orthogonalen Gruppe O(q) gut
geeignet ist. Das ist in der Tat so. Andererseits ist man zur Aufstellung der
Bedingung f = ¢ nicht gezwungen, denn die Bedingung f = —q wiirde zu
einer ganz anderen Algebra fiithren, die wegen O(q) = O(—¢q) genau so gut
wie A zur Untersuchung von O(q) geeignet wire. Man kann also hier hin-
sichtlich der Definition der Algebra, die man der gegebenen quadratischen
Form zuordnen will, zwischen mehreren gleichwertigen, aber definitiv ver-
schiedenen Moglichkeiten wéihlen, und verschiedene Autoren arbeiten in der
Tat mit verschiedenen Definitionen. Wir entscheiden uns hier fiir die wohl

am néchsten liegende Bedingung. Wir arbeiten also mit der Relation

v? =qv) -1 fiir alle v € V.

Die vorgetragenen heuristischen Uberlegungen motivieren die folgenden

grundlegenden Definitionen und Konstruktionen.

Definition:
q : 'V — K sei eine quadratische Form auf dem endlichdimensionalen K-
Vektorraum V.

(i) Eine geometrische Algebra fiir ¢ ist eine assoziative K-Algebra

A mit 1 zusammen mit einem K-Vektorraumhomomorphismus
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v :V — A, so dass fiir alle v € V und v/ = ¢(v) gilt

(ii) Eine geometrische Algebra ¢ : V' — A heifit universelle geometri-
sche Algebra fiir ¢, wenn es zu jeder weiteren geometrischen Alge-
bra ¢ : V. — B fiir ¢ einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
X : A — B von Algebren mit 1 gibt, so dass das folgende Diagramm

kommutiert:

Proposition 13.82

Die universelle geometrische Algebra zu einer quadratischen Form ¢ ist bis

auf kanonischen Isomorphismus durch ¢ eindeutig bestimmt, d. h. zwei der-

artige Algebren sind kanonisch isomorph.
Beweis: Dies ist eine triviale Ubung.

Es stellen sich jetzt zwei Fragen, nadmlich erstens die Frage nach der
Existenz einer universellen geometrischen Algebra und zweitens die Frage,
ob es moglich ist, unter den verschiedenen kanonisch isomorphen Algebren
eine in natiirlicher Weise auszuzeichnen, so dass wir wirklich mit Recht von
der universellen geometrischen Algebra zu ¢ sprechen diirfen. Wir werden
beide Fragen gleichzeitig positiv beantworten, indem wir eine nur von ¢
abhéngige universelle geometrische Algebra C(g) konstruieren, und diese

Algebra werden wir die Clifford-Algebra von ¢ nennen.

Wenn man schon die Tensoralgebra T (V') des Vektorraums V' zur Verfiigung hat,
ist die Konstruktion ganz einfach: Man definiert dann C(g) als Quotienten der
Algebra T'(V') nach dem zweiseitigen Ideal, das von den Elementen v @ v — q(v) - 1
erzeugt wird. Weil die Begriffsbildungen der multilinearen Algebra und insbeson-

dere die Tensoralgebra und die GraSmannalgebra erfahrungsgeméf bei Anféngern
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zu groflen Verstdndnisschwierigkeiten fithren, haben wir bisher auf diese Begriffe
verzichtet. Wir kommen aber jetzt nicht mehr ganz darum herum. Um aber nicht
zu viele Konstruktionen aufeinander zu tiirmen, werde ich die Clifford-Algebra
direkt konstruieren, also ohne den Zwischenschritt {iber die Tensoralgebra. Wem
die Konstruktion zu abstrakt ist, der halte sich an die nachher in 13.85 und 13.86

angegebene ganz konkrete Beschreibung mit Hilfe einer Orthogonalbasis von V.

Es sei V ein K-Vektorraum. Dann bezeichnen wir mit F'(V') den freien K-
Vektorraum, der von [ [, V¥ erzeugt wird, also (vgl. auch Definition nach
Proposition 1.6.34) )

F(V) = K=oV,

Den zu (v1,...,v;) € V¥ gehorigen Standardbasisvektor von F(V') bezeich-
nen wir fir den Moment mit [vi,...,vg]. Auf dem K-Vektorraum F(V)
definieren wir folgendermaflen eine Multiplikation. Zunéchst definieren wir

das Produkt von Basisvektoren wie folgt:
[vl,...,vk} . [wl,...,wl] = [vl,...,vk,wl,...,wl] .

Fiir beliebige Basisvektoren ist das Produkt dann dadurch definiert, dass die
Distributivgesetze gelten sollen. Dadurch wird F(V) zu einer K-Algebra.
Das 1-Element ist 1 = [], der Basisvektor zu dem leeren Tupel ¢ €
VY = {¢}. Die K-Algebra F(V) hat aber bis jetzt noch nichts mit der
K-Vektorraumstruktur von V und der quadratischen Form ¢ auf V' zu tun
— sie hiangt nur von der Menge V' ab. Um diese Strukturen ins Spiel zu brin-
gen, genauer: um die auf Seite 150 aufgestellten Bedingungen (1) und (2) zu
erfiillen, konnen wir die Giiltigkeit der gewiinschten Rechenregeln erzwin-
gen, indem wir solche Elemente aus F'(V'), die nach (1) und (2) gleich sein
sollen, dadurch identifizieren, dass wir von F'(V') zu einer Restklassenalgebra
F(V)/I iibergehen, wo I ein zweiseitiges Ideal ist. Ein zweiseitiges Ideal
in einer K-Algebra B ist ein K-Untervektorraum I, der mit = € I auch
ax und za fiir alle @ € B enthélt. Wenn R irgendeine Teilmenge von F(V)
ist, bezeichnen wir mit I(R) das von R erzeugte zweiseitige Ideal, d.h. das

kleinste zweiseitige Ideal von F(V'), welches R enthélt.
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Wir betrachten jetzt zwei Relationenmengen Rj, Ry C F(V), welche auf

offensichtliche Weise mit den obigen Bedingungen (1) und (2) zusam-

menhéngen.
Ri(V) = {Zai [v;] — [Zaivi] |a; € K,v; € V}
i=1 i=1
Rog) = {[f—q(v)-1]veV}
Definition:

Die Clifford-Algebra der quadratischen Form ¢ : V' — K auf dem endlich-

dimensionalen K-Vektorraum V ist die Algebra

C(q) := F(V)/I(Ry(V) U Rs(q)) |

mit dem kanonischen injektiven K-Vektorhomomorphismus V' — C(q), der
jedem v € V die Restklasse [v] € F(V) zuordnet. Durch diese kanonische
Injektion identifizieren wir im folgenden V' mit seinem Bild in C(q).
Proposition 13.83

Die Clifford-Algebra C(q) ist eine universelle geometrische Algebra fiir g.

Beweis: Ubung.

Bemerkung:
T(V)=F(V)/I(R1(V)) ist die Tensoralgebra von V. Man bezeichnet die
Restklasse von [v1,...,v;] in T(V) mit v; ® ... ® v und den von diesen

Vektoren erzeugten Untervektorraum mit V ® ... ® V = V® und nennt
dies das k-fache Tensorprodukt. Ist eq,...,e, eine Basis von V, dann ist
€, ®...®e; mit 1 <iq,...,17; < n eine Basis von Ve Es gilt (V) =
Di>o Ver,

Proposition 13.84

q : V — K sei eine quadratische Form auf dem endlichdimensionalen K-

Vektorraum V' mit char K # 2 und (-,-) die zu ¢ gehorige symmetrische
Bilinearform mit ¢(z) = (z, x). Dann gilt fiir v,w € V C C(q)

‘vw+wv:2<v,w>~1.‘
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Beweis:
Durch Polarisierung und Anwendungen der definierenden Relationen der
Clifford-Algebra erhélt man folgende Identitéiten:

2(v,w) -1 =(qlv+w)—q) —qw)) 1= (v+w)?—v?—w?=ovw+wv.

Wir haben die Clifford-Algebren bis jetzt auf zwei Weisen charakterisiert: erstens
durch ihre universelle Eigenschaft und zweitens durch die obige Konstruktion als
eine gewisse Quotientenalgebra. Letztere hat den Vorteil, dass sie nur von der
quadratischen Form ¢ : V' — K abhédngt. Aber dieser Vorteil ist durch einen
Nachteil erkauft. Denn gerade um die Konstruktion unabhéngig von Wahlen zu
machen, wurde C(q) als Quotient von F(V') dargestellt. F/(V') ist aber eine ,riesige
Algebra“. Zur Erzeugung als Algebra braucht man alle Elemente von V', also eine
Menge von der Méchtigkeit card(V'), und als K-Vektorraum hat F'(V') mindestens
die Dimension card(V). Auch die Tensoralgebra, eine ebenfalls von Wahlen
unabhéngige Stufe der Konstruktion, hat immer noch unendliche Dimension.
Hingegen ist die Clifford-Algebra eines endlichdimensionalen Vektorraums V'
endlichdimensional. Wir werden zeigen: Aus dimV = n folgt dim C(q) = 2". So
gesehen ist die Konstruktion von C(g) als Quotient von F(V') und T'(V') untkono-
misch, und es entsteht durch sie vielleicht der Eindruck mangelnder Konkretheit,
o, als wiisste man nicht genau, was die Elemente der Clifford-Algebra eigentlich
sind und wie man damit rechnet. Deswegen geben wir jetzt noch eine dritte, ganz

konkrete Beschreibung von C(q) an.

Der Preis fiir die Konkretheit ist allerdings, dass die Konstruktion von der Wahl
einer Basis ey, ..., e, von V abhingt. Um eine mdglichst einfache Konstruktion zu
bekommen, setzen wir zunéchst voraus, dass diese Basis eine Orthogonalbasis ist.
Eine solche existiert nach I1.12.23 stets, wenn char K # 2. Die quadratische Form

q ist dann durch die n Koérperelemente a; = ¢(e;) eindeutig bestimmt.

Wir konstruieren jetzt eine nur von (ay,...,a,) € K™ abhiingige K-Algebra
A(aq,...,an; K). Die Konstruktion wird durch die darauf folgenden Propo-
sitionen und Bemerkungen motiviert. Es sei {1,...,n} die geordnete Men-

ge* der natiirlichen Zahlen von 1 bis n und P{1,...,n} die Potenzmen-

4Anmerkung der Redaktion: Egbert Brieskorn meint hier vermutlich, dass jede Teil-
menge I C {1,...,n} als lexikographisch geordnet angenommen werden soll.
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ge dieser Menge. Die Elemente von P{1,...,n} sind also die 2" Teilmen-

gen I C {1,...,n}. Als K-Vektorraum wird die zu konstruierende Algebra

A(aq,...,an;cK) einfach der 2"-dimensionale von P{1,... ,n} frei erzeugte
K-Vektorraum

K?{l,...,n}.
Den zu I € P{1,...,n} gehorigen Standardbasisvektor bezeichnen wir mit

er. Um auf diesem Vektorraum die Struktur einer assoziativen K-Algebra
zu definieren, geniigt es, die Produkte ere; der Basisvektoren zu definie-
ren. Dafiir, dass dadurch tatséchlich eine assoziative K-Algebrastruktur auf
dem Vektorraum definiert wird, ist die Assoziativitidtsbedingung (eye)er =
er(ejer) notwendig und hinreichend. Fiir I,J C {1,...,n} definieren wir

das Produkt eyey durch folgende Sequenz von Definitionen.

e(I,J) = card{(i,j) €l xJ|i>j}
aI,J) = (-1FED T a
ielnJ
I«J = (IuJ)\(InJ)
eregy = CL(I, J)CI*J

Es ist eine einfache Ubungsaufgabe, nachzupriifen, dass mit dieser Definition

die Assoziativitatsbedingung eriillt ist und ege; = ejep = ey gilt.

Definition:

Es sei K ein Korper und (ai,...,a,) € K". Die Clifford-Algebra
Alay,...,an; K) zu (ai,...,ay) ist der K-Vektorraum K7} mit der
Multiplikation, die durch

’6[@] = a(I,J)eI*J‘ (*)

definiert wird. Das 1-Element ist 1 = ey.

Proposition 13.85

In A(ay, ..., an; K) setzen wir e; :=eg; fiiri =1,...,n. Fir 1 <dp <... <

ir <nund I = {iy,...,i} gilt dann:
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‘6]:€i1"'€ik‘ (xx)
Insbesondere wird A(ai,...,an; K) als K-Algebra von den Elementen
el,...,e, erzeugt. Wir nennen e; den i-ten Standardgenerator von

A(ay,...,an; K). Fir die Produkte dieser erzeugenden Elemente gilt:

eiej = —eje; fiir i # j ( )
% % %

2
ej =a;-1

Beweis: Triviale Ubung.

Bemerkungen:

(1) Die Gleichungen (x * ) sind die grundlegenden Rechenregeln fiir die
Algebra A(aq,...,an; K). Denn Folgendes ist klar: Wenn auf dem Vek-
torraum K71} eine Multiplikation definiert ist, fiir welche die Re-
lationen (xx) und (x * %) gelten, dann gilt fiir die Multiplikation not-

wendigerweise (x).

(2) Die Rechenregeln (x %) sind offenbar #quivalent zu der Bedingung,

dass fiir alle (z1,...,x,) € K" die folgende Gleichung gilt:

(z1e1 + ...+ xpen)? = (a2t + ... + anxi) - 1.

Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis.

Proposition 13.86

Es sei K ein Korper, a = (ay,...,a,) € K™ und ¢, die quadratische Form

auf dem Standardvektorraum K™ mit
Ga(T1y. .. ) = ala:% +...+ anxi.

Ferner sei K™ — A(ay, ..., an; K) der K-Vektorraumhomomorphismus, wel-
cher den i-Standardbasisvektor von K™ mit dem i-ten Standardgenerator
von A(ay,...,an; K) identifiziert. Dann ist A(aq, ..., an; K) mit diesem Ho-

momorphismus eine universelle geometrische Algebra fiir g,.
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Insbesondere gilt: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

‘C(qa) = A(al,...,an;K).‘

Beweis:

Aus Bemerkung (2) folgt, dass A(aq,...,an; K) eine geometrische Algebra
fiir ¢, ist. Diese Algebra ist universell, denn sei B irgendeine andere geome-
trische Algebra fiir ¢,, und €, € B das Bild des i-ten Standardbasisvektors

von K". Aus der Definition der geometrischen Algebren folgt sofort, dass

auch fiir €3, ..., e, die Regeln (* ) gelten, d. h. eje; = —ele] fiir i # j und
e? =a;- 1.
Wir definieren nun weiter eine K-lineare Abbildung x : A(aq,...,an; K) —

B durch x(e;, -+ -ei,) = ¢, -} fiir 1 <4y <... <ip <n. Aus der Giiltig-
keit der Regeln (x * ) fiir die e; und die €] folgt leicht x(eres) = x(er)x(e).
Daraus folgt wegen der K-Linearitét, dass x ein Algebrenhomomorphismus

ist, und wir haben somit fiir jede geometrische Algebra B ein kommutatives

Diagramm
K" —— A(ay,...,an; K)
\ B
konstruiert und die Universalitét von A(ay, ..., a,; K) bewiesen.

Korollar 13.87

Es sei K ein Korper mit char K # 2 und V ein n-dimensionaler K-

Vektorraum. Es sei b eine symmetrische Bilinearform auf V und ¢ : V — K
mit ¢(v) = b(v, v) die zugehorige quadratische Form. Es sei C'(q) die Clifford-
Algebra zu q. SchlieBlich seien ey, . . ., e, € C(q) die Bilder der Vektoren einer
Basis von V' unter der kanonischen Abbildung V' — C(g). Dann gilt:

(i) Die 2" Elemente e;, ---€;, mit 1 < i3 < ... < i < n bilden eine
K-Vektorraumbasis von C(q).
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(ii) Die Elemente e1,...,e, erzeugen die Algebra C(q), und fiir diese Er-
zeugenden gilt:

€i€; + e;e; = 2b(ei, ej) -1

Beweis:

Aus 13.84 folgt (ii). Aus (ii) folgt, dass die 2" Elemente ¢;, - - - e;, mit 1 <
i1 < ...<ir <n ein Erzeugendensystem des K-Vektorraumes C(q) bilden.
Da dieser nach 13.86 die Dimension 2" hat, bilden sie sogar eine Basis, und

auch (i) ist bewiesen.

Bemerkungen:

(1) Die Aussage 13.87(i) gilt ohne die Voraussetzung char K # 2.

(2) Aus 13.87 folgt: Ist ¢ die Nullform ¢ = 0, dann ist die Clifford-Algebra
C(q) gerade die Graflimannalgebra

o0 =D Nv
k=0

(zur Definition von A* V' vergleiche 1.10, Aufgabe 43).

Der folgende Satz wird es uns erleichtern, die Clifford-Algebren nicht entar-

teter quadratischer Formen mit gewissen anderen Algebren zu identifizieren.

Proposition 13.88
Es sei K ein Korper mit char K # 2 und (ai,...,a,) € K" mit

ai,...,an # 0. Es sei A eine 2™-dimensionale assoziative K-Algebra mit

1, und eq,...,e, € A ein System von Elementen, fiir welche die folgenden

Relationen gelten:

eie; = —eje; fiir ¢ £ j

e = a;-1

Falls n ungerade ist, werde zusétzlich vorausgesetzt, dass 1 und ej---e,

linear unabhéngig sind. Dann erhélt man einen K-Algebra-Isomorphismus

o

Alay,...,an; K) — A,
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indem man den i-ten Standardgenerator von A(aq,...,a,; K) auf e; abbil-
det.

Beweis:

Aus 13.86 folgt jedenfalls, dass tatsichlich ein K-Algebren-
Homomorphismus x : A(ai,...,an; K) = A definiert wird, indem man

den i-ten Standardgenerator auf e; abbildet. Zu zeigen ist lediglich,

dass die 2" Elemente e; := e;, ---¢;, mit 1 < 43 < ... < i < n und

k
I := {i1,...,i;} linear unabhingig sind, denn dann bilden sie wegen der
Dimensionsvoraussetzung eine Basis von A und der Homomorphismus y ist

ein Isomorphismus.

Angenommen, es gelte eine lineare Relation

ZC[G[ =0. (+)

Wegen aq,...,a, # 0 sind eq,...,e, und daher auch alle e; invertierbar
in A. Durch Multiplikation von mit e, geht die Relation (+) in eine neue
Relation iiber, wobei ¢y in den Koeffizienten in den Koeffizienten von ey = 1
iibergeht. Es geniigt daher, zu zeigen, dass aus der Relation (+) schon ¢y = 0
folgt. Man sieht leicht, dass Folgendes gilt:

eeret (—1)Mley, wenn i ¢ I, (1)
erest =
' —(=1)Mle;,  wenn i€ I.

Daher ergeben die Konjugation der Relation (+) mit e; und die Addition
der so entstehenden Relation zu (4) wegen char K # 2 die folgende lineare

Relation:

20161 = 0,

I = 0 mod2 und 1 ¢ I oder
I = 1 mod2 und1el.

Danach konjugiert man diese Relation mit es und addiert, und so weiter,
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bis man schliellich nach n Schritten folgende Relation erhélt:

qu[ = 0,

I = 0 mod?2 und 1,2,...,n ¢ I oder
I = 1 mod2 und 1,2,...,n€l.

Je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist, ist dies aber eine der beiden

folgenden Relationen:

cp-1=0, wenn n gerade,

cg-1+cq,. nr€q,..ny =0, wenn n ungerade.

Daraus folgt ¢y = 0, im ersten Fall trivialerweise, im zweiten Fall nach

Voraussetzung. Damit ist der Satz bewiesen.

Mit Argumenten vom gleichen Typ koénnen wir fiir char K # 2 das Zentrum

der Clifford-Algebra einer nicht entarteten quadratischen Form bestimmen.

Definition:

Das Zentrum einer assoziativen K-Algebra A ist die Unteralgebra
Z(A):={ceA|Vae A ac=ca}.

Aus den Relationen (4++) im Beweis von 13.88 folgt sofort folgende Propo-

sition.

Proposition 13.89
Die Clifforsche Algebra A(ai,...,an; K) hat fir aj,...,a, # 0 und
char K # 2 das folgende Zentrum:

K -1, firn=0 mod 2,
Z(A(ay,...,an; K)) =
K- -1+ Key---e,, firn=1 mod 2.

Im Folgenden sei stets char K # 2 vorausgesetzt.
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Als leichte Folgerung aus 13.89 ergibt sich die Bestimmung der invertierbaren
Elemente im Zentrum der Clifford-Algebren. Dabei nennen wir allgemein ein
FElement z in einem Ring R mit 1 invertierbar, wenn es Elemente y und
z von R mit zy = 1 und zzx = 1 gibt. Es gilt dann y = 2z, und dieses
inverse Element zu z ist durch x € R eindeutig bestimmt und wird mit

2~ 1 bezeichnet.

Korollar 13.90
Z* sei die Gruppe der invertierbaren Elemente im Zentrum von
A(aq,...,an; K). Dann gilt fir aq,...,a, # 0:

Z*=K"-1, wennn =2k, und
Z*:{a'l—i—belw-en\aQ—(—l)kaynaan#O,a,beK}, wenn n = 2k + 1.

Mit den gleichen Argumenten, die wir bei der Bestimmung des Zentrums
gebraucht haben, kénnen wir aber noch viel mehr beweisen. Wir kénnen
niamlich alle zweiseitigen Ideale der Clifford-Algebra C(q) einer nichtentar-
teten quadratischen Form {iber einem Korper der Charakteristik ungleich
2 bestimmen. Das ist aus mehreren Griinden wichtig. Ein Grund ist der,
dass wir damit gleichzeitig alle geometrischen Algebren ¢ : V. — B fiir ¢
bestimmen, welche vom Bild ¢(V') erzeugt werden — und das sind natiirlich

die einzigen, die hier interessieren.

Eine solche Algebra ist ja das Bild eines surjektiven Algebrenhomomorphis-
mus x : C(q) — B. Dessen Kern ist ein zweiseitiges Ideal I C C(q), so
dass x einen Isomorphismus C(q)/I = B induziert. Die vom Bild von V er-
zeugten geometrischen Algebren fiir ¢ sind also kanonisch isomorph zu den
Quotienten C(q)/I nach den zweiseitigen Idealen I C C(q).

Definition:

(i) Ein echtes zweiseitiges Ideal einer assoziativen K-Algebra mit 1 ist

ein zweiseitiges Ideal in A, das von A und {0} verschieden ist.

(ii) Eine endlichdimensionale K-Algebra ohne echte zweiseitige Ideale
heiBt einfach.
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(iii) Eine endlichdimensionale K-Algebra A heifit halbeinfach, wenn sie
direkte Summe A = A1 ® ... P A,, von endlich vielen einfachen Alge-

bren ist.

Dabei ist die direkte Summe A; & ... $ A,, von K-Algebren A; als K-
Vektorraum die direkte Summe der A;, und die Multiplikation ist kompo-

nentenweise definiert, d. h. (ay,...,am) - (b1,...,by) = (a1b1,. .., ambm).

Satz 13.91
K sei ein Korper mit char K # 2 und ayq,...,a, € K*. Dann gilt:
(i) Wenn n gerade ist, ist die Clifford-Algebra A(a1,...,a,; K) einfach.

(ii) Wenn n ungerade ist, n = 2k + 1, dann ist die Clifford-Algebra halb-

einfach. Einfach ist sie genau dann, wenn (—1)*a; ---a, ¢ K*2.°

Zusatz

Es sei n = 2k + 1 und (—1)*a; ---a, € K*2 Es seien +¢ € K* die beiden
Korperelemente mit ¢ = (—l)kal - @y, und es sei g1 = %(1 +cter--rep)
sowie €9 = %(1 — ¢ le;---e,). SchlieBlich sei A := A(ay,...,an; K) und
A; = Ag;. Dann gilt: A ist direkte Summe A = A; @ A, der einfachen

Algebren A;, und A, As sind die einzigen zweiseitigen Ideale von A.

Beweis:

Es sei I ein von {0} verschiedenes zweiseitiges Ideal in A := A(aq, ..., an; K)
und z = Y cjey € I ein von 0 verschiedenes Element in I. Wegen der In-
vertierbarkeit der e; kann man wieder 0.B.d.A. ¢y # 0 voraussetzen. Genau
wie im Beweis von 13.88 erzeugt man aus x durch sukzessives Konjugie-
ren mit den Erzeugenden ey, ..., e, und Addieren zu dem bereits Erzeugten
neue Elemente, die, weil I ein zweiseitiges Ideal ist, immer noch in I lie-
gen. Zum Schluss erhdlt man fiir gerade n, dass ¢y -1 € I, also 1 € I, also
I = A, und damit ist (i) bewiesen. Fiir ungerades n = 2k + 1 erhélt man

cp-1+cqr. ny€1---en €1 Wenn (—=1D*ay - - - a, kein Quadrat ist, dann ist

® Anmerkung der Redaktion: K*? bezeichnet hier nicht etwa das kartesische Produkt
K* x K*, sondern die Menge der Quadrate in K™.
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dieses Element nach 13.90 invertierbar, und es folgt wieder I = A und A

kai - a, = ¢ und €1,E9 Wie

ist in diesem Fall einfach. Es sei nun also (—1)
im Zusatz definiert. Dann ist das obige Element wegen 13.90 entweder eine
Einheit, oder es geht bei Division durch 2c¢p in €1 oder in €9 iiber. Daher
folgt:

€1 € I oder g9 € I fiir I # 0. (1)

Ferner priift man leicht nach, dass fiir €1, 5 Folgendes gilt:

1 =¢1 4+ &9, (2)
e? = ¢, und g169 = 0, (3)
€1,€2 € Z(A) (4)

Daraus folgt sofort, dass die beiden Multiplikationen mit €1 und s die Pro-
jektionsoperatoren ¢; : A — Ag; einer Zerlegung von A als K-Vektorraum in
die direkte Summe von A; und As sind, und dass fiir das Produkt zweier Ele-
mente bei entsprechender Summenzerlegung (ai,az) - (b1, b2) = (a1by, asbs)

gilt. A ist also die direkte Summe von Algebren
A=A 8 A (5)
Aus (2) bis (4) folgt ferner leicht fiir jedes zweiseitige Ideal I von A:
I=(InNnA)®(INA;). (6)

Wegen (4) sind A; und Ay zweiseitige Ideale, also gilt dies auch fiir /N A; und
INAs. Wegen (1) gilt daher INA; = {0} oder INA; = A;. Daher sind wegen
(6) 0, A1, A2 und A die einzigen zweiseitigen Ideale von A. Insbesondere sind
A1, As einfach, weil jedes zweiseitige Ideal von A; auch ein zweiseitiges Ideal

von A ist.® Damit ist (ii) samt Zusatz bewiesen.

Der gerade bewiesene Satz bestimmt bereits weitgehend die Struktur der
Clifford-Algebren. Denn die Struktur der einfachen Algebren ist bekannt.

5 Anmerkung der Redaktion: Dies gilt wegen der Zerlegung (5) in die direkte Summe
und der Tatsache, dass jedes zweiseitige Ideal von A auch ein zweiseitiges Ideal von A;
ist.
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Sie wird durch den folgenden Satz von Wedderburn beschrieben, den wir
schon in Aufgabe 14 zu § 1.7 kennengelernt hatten. Bevor wir diesen Satz

formulieren, brauchen wir eine

Definition:
Eine endlichdimensionale K-Algebra D mit 1 heifit K-Divisionsalgebra,

wenn D als Ring ein Schiefkorper ist.

Satz 13.92 (Satz von Wedderburn)

Die einfachen K-Algebren sind bis auf Isomorphie genau die K-Algebren
M, (D) aller r x r-Matrizen mit Koeffizienten in einer K-Divisionsalgebra
D. Aus M, (D) = M,(D") folgt r = ' und D = D’. Das Zentrum von M, (D)

ist isomorph zum Zentrum von D.

Dieser Satz wurde von Wedderburn 1908 in seiner Arbeit ,,On hypercomplex
numbers“ in Proc. London Math. Soc. (2) Band 6 bewiesen. Beweise findet
man in Biichern iiber Algebren oder Algebra-Biichern, z. B. van der Waer-
den, Algebra II, § 126 [35]. ,Hyperkomplexes System* ist ein altmodisches
Wort fiir ,, K-Algebra“.

Wir sind im Folgenden nur an dem Fall interessiert, wo der zugrunde liegende
Korper K der Korper R der reellen Zahlen ist. In diesem Fall kennt man

alle Divisionsalgebren.

Satz 13.93
Die einzigen Divisionsalgebren iiber R sind die Kérper R und C der reellen

und komplexen Zahlen sowie der Schiefkérper H der Quaternionen.

Finen Beweis findet man z. B. bei van der Waerden, Algebra II, § 137.
Den Schiefkérper H haben wir schon in Aufgabe 27 zu § 1.5 eingefiihrt.
Wir werden ihn nachher noch genauer studieren. Zunéchst einmal stellen
wir jedoch fest, dass die zitierten Sétze zusammen mit Satz 13.91 bereits
weitgehend die Struktur der reellen Clifford-Algebren bestimmen. Um die

Formeln lesbarer zu machen, dndern wir unsere Notation fiir Matrizenringe.

Notation: D(r) := M, (D) ist die K-Algebra der r x r-Matrizen mit Koef-

fizienten in der K-Divisionsalgebra D.
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Satz 13.94

Es sei ¢ eine nichtentartete reelle quadratische Form mit der Signatur

(ny,n_). Essein = ny+n_ der Rang und t = ny —n_ der Trigheitsindex.
C(q) sei die Cliffordalgebra.

(i)

(i)

(iii)

C(q) = R(2™) oder C(q) = H(2™1).

Firn=2m+ 1 und t =3 mod 4 gilt:
C(q) = C(2™).

Firn=2m+1und t =1 mod 4 gilt:
Olg)  B@™) & R(2™) oder C(g) ~ H(21) @ H(2"-1).

Beweis:

(i)

(i)

(iii)

Wegen 13.91 bis 13.93 gilt C(¢q) = D(r) mit D = R,C oder H und
Z(D) = Z(C(q)). Aus 13.89 folgt daher Z(D) = R, also D = R oder
D = H. Die Rénge 7 = 2™ bzw. r = 2™~ ! ergeben sich dann aus
dim C(q) = 2™.

Aus 13.90 folgt, dass Z(C(q)) in diesem Fall eine 2-dimensionale reelle
Divisionsalgebra ist, also Z(C(q)) = C. Daher folgt C(q) = C(2™) aus
13.91-13.93.

In diesem Fall ist C'(¢) nach 13.91 die direkte Summe von zwei ein-
fachen R-Algebren mit 1. Aus 13.89 folgt, dass beide das Zentrum R
haben. Daher folgt die Behauptung wieder aus 13.92 und 13.93

Wir stellen uns nun natiirlich die Aufgabe, herauszufinden, wann in Satz

13.94(i) bzw. (iii) reelle und wann quaternionale Matrizenalgebren auftre-

ten. Die Antwort wird in Satz 13.100 gegeben, in dem die Struktur der

reellen Clifford-Algebren vollstdndig bestimmt wird. Beim Beweis gehen wir

wie folgt vor. Da ja im Fall (i) nur zwei Isomorphietypen auftreten kénnen,
némlich R(27) und H(2™ 1), leiten wir zunéchst durch 13.95 und 13.96 fiir

die C(q) mit n = 2m eine Einteilung in zwei Klassen ab, so dass jeweils alle

C(q) in einer Klasse zueinander isomorph sind.
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Anschlieend zeigen wir in 13.97 und 13.98 jeweils fiir einen Repriasentan-
ten der Klasse, dass er isomorph zu R(2™) bzw. H(2™ 1) ist. Zum Schluss

reduzieren wir in 13.99 den Fall n = 2m + 1 auf den Fall n = 2m.

Definition:

p und g seien natiirliche Zahlen, p,q > 0.

Proposition 13.95
Fiir alle p > 0,q > 0 gilt Cpy4,4(K) = Cp g4a(K).

Beweis:
In Cpya,4(K) seien ey, ..., e, die Standardgeneratoren, n = p + ¢ + 4. Wir
definieren neue Generatoren e, wie folgt. Wir setzen e, = e; fiir ¢ < p und

1> p+ 4 sowie

e;)Jrl = €p+2 €p43 Cpi4,
€pta = €p+l €p+3 Eptd,
e;o+3 = €p+1 €p+2 Cpi4,
€pid = Ep+1 Ept2 Epi3.

rel — _ele!

Dann gilt €/> = +1 fiir i < p und €, = —1 fiir i > p sowie eie’ e

fir i # j. AuBerdem gilt €] ...¢e}, = e1...e,. Daher erhiilt man nach 13.88
einen Isomorphismus Cpi4,4(K) — Cp g44(K), indem man e, ..., e, auf die

Standardgeneratoren von Cp 414 (K) abbildet.

Proposition 13.96
Fiir alle p, g > 0 gilt: Cpy1,4(K) = Cyi1 p(K).

Beweis:

In Cpi1,4(K) seien e, ..., e, die Standardgeneratoren, n = p + g + 1.
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Wir setzen:
;) e, firt=p+1,

eiepr1, firi#p+1.

e 2 o 2 . . .
Dann gilt e;” = —1 fiir i < p und e{” = 1 fiir i > p sowie ele’; = —ele] fiir
i # j. AuBlerdem sind 1 und €] ...e/, linear unabhiingig. Daher erhilt man
nach 13.88 einen Isomorphismus Cpi1,4 — Cgi1p, indem man ¢€; auf den

(n — i + 1)-ten Standardgenerator von Cyi1 ,(K) abbildet.

Aus 13.95 und 13.96 ergibt sich leicht Folgendes: Fiir n = 2m ist jedes
Cpq(K) mit p+ ¢ =n entweder zu Cp, n,(K) oder zu Cp—1m+1(K) iso-
morph. Fiir n = 2m+1 ist jedes C, ;(K) mit p+g—n entweder zu Cp, m41(K)
oder zu Cpy1,m(K) oder zu Cp,—1 m42(K) isomorph. In den néchsten drei
Propositionen bestimmen wir daher die Isomorphieklassen dieser Algebren,
wobei Cp, m41(K) = C(2™) bereits aus 13.94 bekannt ist.

Proposition 13.97
Fiir alle m > 0 gilt: Cyp, = K(2™).

Beweis:
Wir identifizieren Cp, ,(K) kanonisch mit der Clifford-Algebra des Stan-

dardvektorraums K™ mit der quadratischen Form #1 + ...+ 22, — 22 | —

.o.— 22 . In K?™ wihlen wir eine Bais e1,...,em, f1,- .., fm wie in Satz
I1.12.38, das heiBt so, dass (e;,e;) = 0 und (f;, f;) = 0 und (e;, f;) = di;
fir i,5 = 1,...,m. BEs sei W C K?™ der von ey,...,e, aufgespann-

te maximale total isotrope Unterraum. Die Beschrinkung der quadrati-
schen Form auf W ist identisch mit 0, und die Clifford-Algebra dieser 0-
Form ist einfach die Grafimannalgebra A(W) von W. Wir kénnen A(W)
mit der 2™-dimensionalen Unteralgebra von C, ,,(K) identifizieren, wel-
che von eq,...,e, erzeugt wird. Sie hat die Basis ey := e; ...€; mit
1<ip <...<ix<mund I C {1,...,m}. Wir beweisen unseren Satz

durch Angabe eines Algebrenisomorphismus
0 Conyn = Bndge(\ (W)

von Cpym(K) auf die K-Algebra der Vektorraumendomorphismen des
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2"-dimensionalen K-Vektorraums A(W), die ja zu K(2™) isomorph ist.
Man kann p in invarianter Weise definieren (siche N. Bourbaki: Algebre,
Chap. 9, Formes sesquilinéaires et formes quadratiques, § 9.4, Théoreme
2, [8]). Aber um Zeilen zu sparen, beschreiben wir p mittels Basen. Da die
Algebra Cy, p,(K) von den e; und f; mit ¢ = 1,...,m erzeugt wird und
der Vektorraum A (W) die Basis e; mit I C {1,...,m} hat, geniigt es zur
Definition von p, die Werte p(e;)(er) und p(f;)(er) anzugeben.

p(ei)(ej) = (_1)8({1}7I)€Iu{¢}7 wenn 1 ¢ I,
0, wenn ¢ € 1.

0, wenn ¢ ¢ I,
p(fi)er) = .
(_1)5({2}71)61\{1.}, wenn i € 1.

Man verifiziert leicht, dass folgende Relationen gelten:

)
—~~
o

N
~
)
—~~

D
<
SN—

_|._

s

—~
('b

e

S~—

)
—~~

O

BN

S~—
I

. . 0’
p(fi)p(fi) + p(fi)p(fi) =0,
plei)p(f;) + p(fi)plei) =2

51’]’ - 1.

Nach 13.87 sind dies genau die definierenden Relationen der Clifford-Algebra
Cmm(K) zu der Basis e1, ..., em, fi, ..., fm von K?™. Daher wird durch die
Zuordnung e; — p(e;) und f; — p(f;) tatsichlich ein Algebrenhomomor-
phismus p : Cppm(K) — Endg(A(W)) definiert. Wegen 13.91 ist p ein

Isomorphismus.

Proposition 13.98
Fiir alle m > 0 gilt: Cyyq 1 (R) 2 H(2™L).

Beweis:

Wir setzen zur Abkiirzung:
A = Cmfl’m+1(R).

In A seien eq,...,e, die Standardgeneratoren, n = 2m. Die ersten n — 2
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Generatoren erzeugen eine Unteralgebra B von A, die wir kanonisch mit der

Clifford-Algebra Cyp,—1 m—1(R) identifizieren:
B = Cm—l,m—l(R)-

Das Produkt der ersten n — 2 Generatoren e = ej ...e,_o € B hat folgende
niitzliche Eigenschaften: Es gilt €2 = 1 und e;e = —ee; fiir [ < n — 2 sowie
eje = eey fiir | = n — 1, n. Mit Hilfe dieses Elementes ersetzen wir die beiden

letzten Generatoren wie folgt durch neue Elemente:

€1 = €eep—1,

€9 1= eey,.

Diese beiden Elemente erzeugen eine 4-dimensionale Unteralgebra C' von A

mit den Basisvektoren 1,e1,e9 und €3 = £1€9, also

C =R1+ Rej + Reg + Res.

Es gilt 5% = —1fir p = 1,2,3 und €,6, = & = —e,¢, fiir jede gerade
Permutation (p, o, 7) von {1,2,3}. Daher erhélt man einen Algebrenisomor-
phismus
C=H
durch die Zuordnung
€1 1, €9 > 7, ez +— k.

Aus den Definitionen ergeben sich leicht folgende drei Aussagen iiber die
Unteralgebren B und C der endlichdimensionalen assoziativen R-Algebra

A:
(i) A wird als Algebra von B und C' erzeugt.
(ii) dim A =dim B - dim C.

(iii) B und C kommutieren, das heifit: bc = ¢b fiir alle b € B und c € C.
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Wenn die Aussagen (i) bis (iii) fiir zwei Unteralgebren B und C' einer end-
lichdimensionalen Algebra A erfiillt sind, sagt man, die Algebra A sei das

Tensorprodukt der Algebren B und C, und man schreibt:
A=B®C.

Damit folgt aber nun unser Satz aus dem vorher bewiesenen Satz, denn dort

haben wir einen Isomorphismus
B =5 R(2™)

konstruiert. Die Inklusion R C H induziert eine Inklusion der Matri-
zenalgebren R(2™~1) c H(2™1). Die Quotientenalgebra H identifizieren
wir mit der Unteralgebra H C H(2™~!), die aus allen Diagonalmatrizen
mit lauter gleichen Diagonalelementen besteht. Offensichtlich gilt fiir die
Unteralgebren R(2™ 1) und H von H(2™ 1) ebenfalls die Aussage

H(2™ ) =R(@2™ ) @ H.

Daher erhalten wir nun insgesamt einen Isomorphismus
Cm1mi1(R) = B®C — RE™ Y e H=H2™ ).

Denn auf den Unteralgebren B und C von A ist dieser Homomorphismus
wie oben definiert. Er ldsst sich dann wegen A = B ® C' auf eine und nur
eine Weise als Algebrenhomomorphismus auf ganz A fortsetzen, weil aus
A = B ® C leicht folgt, dass fiir eine Basis e; von B und eine Basis ¢; von
C die Elemente eje; eine Basis von B ® C bilden. Entsprechendes gilt fiir
R(2™~1) ® H. Der Homomorphismus {iberfiihrt also eine Basis in eine Basis

und ist daher ein Isomorphismus. Damit ist die Proposition bewiesen.

Mit den vorstehenden Sétzen ist der geradedimensionale Fall erledigt. Der
ungeradedimensionale Fall wird durch die folgende Proposition auf den

geradedimensionalen Fall reduziert.
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Proposition 13.99

(i) Fur alle m > 0 gilt: Cry1,m (K) = Cryn (K) @ Crp i (K.

(ii) Fiir alle m > 0 gilt: Cm_17m+2(K) = Cm_17m+1 (K) D Cm_17m+1(K).

Beweis:
Es sei A = Cpp1,m(K) im Fall (i) und A = Cpy—1m42(K) im Fall (ii).
Ferner sei eq,...,ea,11 das System der Standardgeneratoren von A und

A = Aey ® Aey die direkte Summenzerlegung in zwei einfache Algebren
A; = Ag; gemifl Satz 13.91. Lasst man von g;eq,. .., g;ea,+1 im Fall (i) das
erste bzw. im Fall (ii) das leztte Element weg, dann erhélt man nach 13.88
ein System von Generatoren von A;, und man erhélt einen Isomorphismus
A; = Crym(K) bzw. A; = Cry—1m+1(K), wenn man jenen Generatoren die

Standardgeneratoren dieser Algebren zuordnet.

Satz 13.100

C(q) sei die Clifford-Algebra einer nichtentarteten reellen quadratischen
Form ¢ der Signatur (ny,n_). Es sei t = ny — n_ der Trigheitsindex und
n =n4 +n_ der Rang. Es sei n = 2m, fallst =0 mod 2, und n = 2m + 1,
falls t =1 mod 2. Schliefflich sei 7 die Restklasse von ¢t modulo 8. Dann ist
C(q) als assoziative R-Algebra mit 1 isomorph zu der Algebra, die in der
Tabelle auf der folgenden Seite angegeben ist.

Beweis:
Aus 13.95, 13.96 und 13.99 erhélt man leicht folgende Implikationen:

7=0,2 = C(q) = Cpnm(R),
T=46 = C(q9) = Cn1m+1(R),
T=1 = C(q) = CnmR) & Crnm(R),
T=5 = 0@ =2 Cn1m1(R) D Crp1mr1(R).

Daher folgt fiir diese Félle die Behauptung des Satzes aus 13.97 und 13.98.
In Satz 13.94 (ii) hatten wir bereits

T=3,7=C(q) 2 C(2™)
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bewiesen, allerdings unter Benutzung des Satzes von Wedderburn. Selbst-
verstidndlich hitten wir auch in diesem Fall einen ebenso einfachen und ele-
mentaren Beweis geben kénnen wie in den iibrigen Féllen. Wir haben den
Satz von Wedderburn nur zitiert, um die zu Satz 13.100 fithrende Argumen-

tationskette zu motivieren und durchsichtig zu machen.

T | Clg
0,2 | R(2™)

1 | R@™) @ R(2™)
3,7 | C2m)
4,6 | H(2™)

5 | H(2™) @ H(2™)

Tablelle zu Satz 13.100

Bemerkungen:
(1) Die in Satz 13.100 bewiesene Periodizitdt modulo 8 fiir die reel-
len Clifford-Algebren héngt eng mit dem beriihmten von R. Bott
1957 bewiesenen Bottschen Periodizitétssatz m;(0) = m;15(0) fiir

die Homotopiegruppen m;(O) der unendlichen orthogonalen Gruppe

O = Up>10(n,R) zusammen. Dieser Zusammenhang wird von M.F.
Atiyah, R. Bott und A. Shapiro in ihrem Artikel ,, Clifford Modules* [2]
in Topology 3, Supplement 1, p. 3-38 (1964) herausgearbeitet. Der ers-
te Teil dieses Artikels ist eine sehr lesenswerte knappe Einfithrung in

die Theorie der Clifford-Algebren und Spin-Gruppen.

(2) Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass Satz 13.100 die reellen
Clifford-Algebren nur als abstrakte R-Algebren beschreibt. Um diese
Matrizenalgebra A aber mit der Cliffordalgebra C'(q) einer reellen qua-
dratischen Form ¢ : V' — R zu identifizieren, ist zusétzlich die Anga-
be eines injektiven K-Vektorraumhomomorphismus V' — A erforder-
lich, so dass V' — A die universelle Eigenschaft der Clifford-Algebren
hat. Am einfachsten geschieht dies durch Angabe eines Systems von
Standardgeneratoren e; € A gemafl 13.98. In dieser Weise werden wir
nachher fiir einige kleine Werte von ny,n_ die Clifford-Algebra C(q)

explizit beschreiben.
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In der folgenden Sequenz von Definitionen fithren wir die auch in der Ele-

mentarteilchenphysik sehr wichtigen Spin-Gruppen ein.

Definition:

K sei ein Korper und K* seine multiplikative Gruppe. ¢ : V — K sei eine
quadratische Form auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V', und C(q) sei
die Clifford-Algebra von V. Wir identifizieren V' kanonisch mit seinem Bild
in C(g) und K mit K -1 C C(q)

(i) Der Haupthomomorphismus von C(q) ist der eindeutig bestimmte

Algebrenautomorphismus a von C(g) mit a(z) = —z fir x € V.

(ii) Der Hauptantihomomorphismus von C(q) ist der eindeutig be-
stimmte Algebra-Antiautomorphismus 8 von C(g) mit f(z) = «x fiir
allex € V.

(iii) C(q)" :={z € C(q) | a(z) = =}
Clq)” :=={z € C(q) | afx) = —x}

(iv) G(q) :={x € C(q) | = invertierbar und zVz~! =V}
Glqg)T:=G(g)nC(q)*
G(q) heiit die Clifford-Gruppe von q.
(@)"

heif}t die spezielle Clifford-Gruppe von gq.
(v) N:G(¢)T — K* mit N(x) := B(x) - = heiit Spinornorm.
(vi) G(g¢)g = Kern N heifit reduzierte Clifford-Gruppe von q.

(vii) Fiir V. = KP*% und q(z1,...,%p1q) = 27 + ... + 70 — 56123+1 — .=

+q heifit G(q)§ die Spin-Gruppe vom Typ (p,q) und wird mit

Spin(p, ¢; K) bezeichnet, fiir ¢ = 0 auch mit Spin(p, K), fir K = R
auch mit Spin(p, ¢) bzw. Spin(p).

Bemerkungen:
Wir identifizieren C(q) durch Wahl einer Orthogonalbasis mit
A(ay,...,an; K). Dann gilt:

(i) a(eila oo ?eik) = (_l)keil TGy
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(i)
(i)

5(61‘1,...,6%) =i e

C(q)™ hat die Basis ¢;, - - - ¢;,, k gerade.

C(q)~ hat die Basis e;, - - - €;,, k ungerade.

C(q) = C(q)t®C(q)~ als K-Vektorraum, und Ct*C*t c C*, C~C* C
C—,CtC~ cC~,C C~ CCt, das heiit: C(q) = C(q)T & C(q) ist
eine {+1}-graduierte Algebra. Insbesondere ist C(q)" eine Unter-
algebra mit 1 von C(q).

Fir z € G(¢) und v € V gilt:

qrvz~t) = (zvz~1)? = 20?271 = q(v).

Der innere Automorphismus von C(q) zu x induziert also eine or-
thogonale Transformation p(x) von V, und man hat dadurch einen

kanonischen Homomorphismus

[p:Gla) > O(a) |

der Clifford-Gruppe G(q) auf die orthogonale Gruppe O(q) von g.

Dass N(z) = B(z) -z € K* fiir alle x € G(q)*, folgert man aus
13.90, indem man N(z) € Z* N C(q)" zeigt. Weil N(z) zentral ist,
folgt dann leicht N(xy) = N(x)N(y). Die Spinornorm ist also ein

Homomorphismus, und ihr Kern G (q)a' eine Gruppe.

Da O(q) = Aut(V,q) eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe

GL(V) ist, kann man den oben definierten Homomorphismus p auch als

einen Homomorphismus G(¢) — GL(V) mit Bild in O(q) auffassen. Ein

Homomorphismus einer Gruppe G in die lineare Gruppe GL(V') eines Vek-

torraumes ist natiirlich nichts anderes als eine Operation von G auf V' durch

lineare Transformationen.

Definition:

Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphismus p : G — GL(V')

von G in die allgemeine lineare Gruppe eines Vektorraumes V iiber irgendei-

nem Korper. V' heifit der Darstellungsraum von p. Die Darstellung heifit

treu, wenn p injektiv ist.



176 Spiegelungen und Drehungen

Definition:

Es sei K ein Korper mit char K # 2, V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform (-, -) und ¢ die zugehérige
quadratische Form mit ¢(x) = (x, z). Wir bezeichnen mit O(q) := Aut(V,q)
die orthogonale Gruppe von (V,q) und mit SO(q) die spezielle orthogo-
nale Gruppe, sowie mit G(gq) die Clifford-Gruppe von ¢. Ferner bezeich-
nen wir mit V(q) C V die Teilmenge der nicht-isotropen Vektoren, also
V(g) = {v € V| q(v) # 0}. Fiir v € V(q) ist die Spiegelung s, € O(q)
definiert durch

(z,v)

Sy(x) =2 —2 oo

Die Vektordarstellung der Clifford-Gruppe ist der Homomorphismus

p:G(q) — O(g),

p(z)(v) = zvz~L.

Die fiir das Verstédndnis der Vektordarstellung grundlegende Tatsache ist die

folgende Verallgemeinerung von Satz 13.15.

Proposition 13.101
Es sei ¢ eine nichtentartete quadratische Form auf einem endlichdimensio-
nalen Vektorraum V' iiber einem Koérper K mit char K # 2 und O(q) die

zugehorige orthogonale Gruppe. Dann wird O(g) von den Spiegelungen zu

den nicht-isotropen Vektoren erzeugt, d. h. es gilt:

10(g) = {50 [vEV(a)-|

Beweis:

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber dim V. Der Induktionsanfang
dim V' = 0 ist trivial. Sei also dim V' > 0. Dann ist V' (¢) nach 11.12.24 nicht
leer. Wir wihlen ein v € V(q). Nun sei ¢ € O(q) gegeben. Wir wollen
zeigen, dass ¢ ein Produkt von Spiegelungen ist. Dazu unterscheiden wir

drei Fille, die wir sukzessive auf den ersten reduzieren.
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(a) p(v) =v: Es sei V' das orthogonale Komplement zu Kv und ¢ die
Beschréinkung von ¢ auf V’. Dann gilt fiir die Beschrinkung ¢ : V' —
V' von ¢, dass ¢’ € O(¢’). Nach Induktionsannahme existieren deshalb
v1,...,up € V', so dass fiir die zugehérigen Spiegelungen s, € O(q’)
gilt: ¢’ = s, --- s, . Fiir die zu v; gehérigen Spiegelungen s,, € O(q)

gilt dann ¢ = 54, -+ - 5.

(b) ¢(v) = —v: Dann gilt s, (v) = v, also sy = 8y, - - - Sy, Nach (a), also

© = SySy; *** Sy,

(c) ¢(v) # £v: Wir setzen v/ = v — p(v) und v = v + p(v). Man sieht
leicht: g(v") # 0 oder q(v") # 0 wegen g(v) # 0. Wenn ¢(v') # 0, gilt
syp(v) = v, und andernfalls gilt s,»p(v) = —v. Damit ist (c) auf (a)
oder (b) reduziert.

Satz 13.101 gestattet uns, einen Homomorphismus v : SO(q) — K*/K*? zu
definieren, den man auch als Spinornorm bezeichnet. Um fiir ¢ € SO(q) die
Spinornorm v () zu definieren, stellen wir ¢ als Produkt von Spiegelungen
dar: ¢ = sy, - -+ Sy,. Da die v; nicht isotrop sind, gilt g(v1)---q(vg) € K*.
Das so erhaltene Element K* héngt natiirlich von der Darstellung von ¢ als
Produkt von Spiegelungen ab. Beim Beweis des néchsten Satzes wird sich
jedoch ergeben, dass die Restklasse dieses Elementes in K*/K *2 nur von
o abhéngt. Bei Vorwegnahme dieses Ergebnisses ist die folgende Definition

zuléssig.

Definition:
Unter den gleichen Voraussetzungen wie in der vorhergehenden Definition

ist die Spinornorm der Homomorphismus
v:SO(q) — K*/K*?,

welcher ¢ = sy, ---5,, die Restklasse v(¢) des Produktes q(v1)---q(vk)
zuordnet.

Die reduzierte orthogonale Gruppe SO(q)o ist definiert als

’ SO(q)o = Kern v. ‘
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Bemerkung:

Fiir K = R folgt aus dem néchsten Satz und aus der Stetigkeit der Spinor-
norm N : G(q)t — R*, dass die Spinornorm v : SO(q) — R*/R*? = {+1}
ebenfalls stetig ist und daher die hier gegebene Definition von SO(q)¢ mit

der in 13.75 (iii) gegebenen iibereinstimmt.

Satz 13.102

Es sei ¢ eine nichtentartete quadratische Form mit Witt-Index i auf einem
n-dimensionalen Vektorraum V {iber einem Korper K mit char K # 2. Es
sei C'(q) die Clifford-Algebra von ¢ und Z*(q) die Gruppe der invertierbaren
Elemente in ihrem Zentrum. G(q) sei die Clifford-Gruppe und G(q)* die
spezielle Clifford-Gruppe. O(q) sei die orthogonale Gruppe und SO(q) die
spezielle orthogonale Gruppe. N : G(¢)t — K* und v : SO(¢) — K*/K*?
seien die Spinornormen und G(q){ bzw. SO(q) ihre Kerne. p : G(q) —
O(q) sei die Vektordarstellung der Clifford-Gruppe und p™ bzw. pJ ihre
Beschréinkung auf G(q)* bzw. G(g){. SchlieBlich sei p : K* — K* der
durch p(z) = 22 definierte Homomorphismus und 7 : K* — K*/K*? der

Restklassenhomomorphismus. Dann gilt:
(1) p(v1y.. s vp) = (=1)Fsy, ... 8y, fiir v,..., 00 € V(q).
(ii) Kernp = Z*(q)

(iii) Bildp = O(q) fir n =0 mod 2.
Bild p = SO(gq) fir n =1 mod 2.

(iv) G(q) ={z € Clq) |z =2zv1--- v, 2 € Z*(q); v1,...,u € V(¢)}
(v) G()T={ze€Clq) |z =cvy - vom,c € K*; v1,...,v9m € V(q)}
(vi) Kernpt = K*

(vii) Bild pt = SO(q)

(viii) N(cvy -+ vam) = 2q(v1) -+ - q(vay,) fiir ¢ € K*,v; € V(q).

(ix) - N=v-p"
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(x) Kernpd = {£1}
(xi) Bild g = SO(a)s
(xii) i > 0 = Bild N = K*

(xiii) pt, par, m und N, p, v bilden zusammen mit den kanonischen Inklusio-
nen das folgende kommutative Diagramm von Gruppenhomomorphis-
men. In diesem Diagramm sind alle drei Spalten und die erste Zeile

exakt. Fiir 4 > 0 sind sie auch an der dritten Stelle exakt.

1 1 1

1 {£1} K —Ft s g2
+ +_N *

1—=G(q)g —=G(@)F —— K" - - - ~1
oy pt ™

1 —=S0(¢q)g —SO(q) — > K*/K*? - - 1

Beweis:
(i) Fur v € V(q) und w € V gilt wegen 13.84

vwv™t = gv) lowy =

Daraus folgt v € G(¢) und p(v) = —s,.

(ii) Z*(¢q) C Kern p ist trivial. Die umgekehrte Inklusion folgt daraus, dass
C(q) als Algebra von V' erzeugt ist.

(iii) Es sei N = 0 mod2 und ¢ € O(g). Nach 13.101 existieren
v1,..., U € V(¢) mit p = sy, - - - 5y, . Ist k gerade, so folgt aus (i) sofort
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@ = p(v1---vg). Es sei also k ungerade. Wir wéhlen eine Orthogonal-

basis wi, ..., wy,. Dann gilt s, - sy, = —1, also p(w; -+ wy,) = —1

nach (i) und daher ¢ = p(wy - - - wyv1 - - - VE).

Nun sei n =1 mod 2. Fiir ¢ € SO(q) gilt ¢ = sy, - - - 8y, mit geradem
k, also ¢ = p(v1 - - - v) nach (i). Insbesondere folgt SO(¢) C Bild p. Die
umgekehrte Inklusion gilt auch. Denn sonst gébe es ein z € G(q) mit
p(x) = —1. Fiir dieses = und eine Orthogonalbasis e, ..., e, von V
wiirde dann zej - - - e,z

dass nach 13.90 ja ey --- e, € Z*(q) gilt.

= —ey - - - e, gelten, im Widerspruch dazu,

Es sei z € G(q). Im Beweis von (iii) wurde gezeigt, dass es v1,...,v; €
V(q) gibt, so dass gilt: p(x) = p(vy1 - - - v). Nach (ii) folgt daraus x =
zvy -+~ v mit z € Z*(q). Dass umgekehrt jedes Element zvj - - - vj mit
z € Z*(q) und v; € V(q) zu G(q) gehort, ist wegen (i) und (ii) trivial.

Es sei zunéchst n = 0 mod 2. Fiir den Hauptautomorphismus « von
C(g) und fiir z = zvy - - - v, € G(q) folgt aus 13.90 sofort a(zvy -+ - vg) =
(=1)*(zvy - - - vy), und daher 2 € G(¢)* genau wenn k = 0 mod 2 und
z e K*.

Nun sein =1 mod 2 und =z = zv;...v, € G(q) mit z € Z*(q) und
v; € V(q). Es sei e, ..., e, eine Orthogonalbasis von V. Nach 13.90
gilt z = a-1+be- e, mit a,b € K. Dann gilt a(zv;---v,) =
(=1)k(a-1—bey---ep)vy - - -vp. Also gilt a(z) = 2 genau wenn k = 0
mod 2 und b = 0 oder £k =1 mod 2 und a = 0. In beiden Féllen ist
x von der Form =z = cw; - way, mit ¢ € K* und w; € V(q). Dass
umgekehrt Elemente dieser Form zu G(q)* gehoren, ist wegen (iv)

trivial.
Die Behauptung folgt aus (ii) und 13.90.
Die Behauptung folgt aus (i), (ii), (v) und 13.101.

Die Behauptung folgt aus N(z) = $(z) - = und v? = ¢(v) - 1 fiir alle
velV.
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(ix) Zunichst beweisen wir die frither aufgestellte Behauptung, dass v
wohldefiniert ist. Fiir ¢ € SO(q) folgt nach (i) und (vi) aus ¢ =
Sup " Svgm = Swy " Swy, daSS V1V, = cwy---wy mit ¢ € K¥,
und nach (viii) folgt daraus q(v1)---q(vem) = c2q(w) - - - q(wy). Die

Quadratklasse von q(v1) - - - ¢(vap,) ist also durch ¢ eindeutig bestimmt.

Es sei nun @ = cvy -+ - vo € G(¢)T mit ¢ € K* und v; € V(q). Nach
(i) und (viii) gilt 7 - N(x) = 7(q(v1) - - q(vam)) = V(Sv; - Suy,,) =
v - pt(x), wie behauptet.

(x) Die Behauptung folgt trivial aus (vi) und (viii).

(xi) Die Behauptung folgt leicht durch Diagrammjagd aus (vi), (vii), (ix)
und den Definitionen von G(g)¢ und SO(q)o.

(xii) Da ¢ nichtentartet ist und der Witt-Index i > 0, existieren nach
11.12.37 (ii) in V' Vektoren e, f mit g(ae + bf) = 2ab fir alle a,b € K.
Ist ¢ € K™ beliebig gegeben und setzt man v = e+ 5 f sowie w = e+%f,
dann gilt ¢(v) = ¢ und g(w) = 1. Also ist vw € G(q)" ein Element mit
N(vw) = c.

(xiii) Diese Aussage ist eine Zusammenfassung von (vi), (vii) und (ix) bis

(xii).

Proposition 13.103

q : V — K sei eine quadratische Form auf dem endlichdimensionalen K-

Vektorraum V und —q die quadratische Form it (—¢)(v) = —(gq(v)). Wir
identifizieren V' kanonisch mit seinem jeweiligen Bild in der Clifford-Algebra
C(q) bzw. C(—¢q). Dann gilt:

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus
0:Clo)t — C(-a)*,

so dass fir alle v,w € V gilt: 8(vw) = —vw.
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(ii) 0 induziert Isomorphismen der speziellen Clifford-Gruppen:

G(q)g —==G(~a)y

(iii) Diese Isomorphismen sind mit den Vektordarstellungen vertréglich,

d. h. das folgende Diagramm kommutiert:

G(g)" —=G(—q)*

]

SO(g) ==150(—q)

Beweis:

Wir wéhlen eine Orthogonalbasis in V' und bezeichnen mit ey bzw. €/ die
entsprechenden Basiselemente von C(q) bzw. C(—¢q), wobei I C {1,...,n}
und n = dim V' (vgl. 13.86, 13.87). Dann hat C(q)" bzw. C(—¢)" die Basis
er bzw. €} mit |I| =0 mod 2, und 6(e;) = (—1)!1/2¢/, definiert einen Tso-
morphismus, so dass (i) bis (iii) gelten. Dass 6 durch 6(vw) = —vw eindeutig
bestimmt ist, ist klar: 6(e;e;) = —eje), und die ey mit [/ =0 mod 2 sind

Produkte der e;e;.

Im Folgenden stellen wir einige einfache Definitionen und Aussagen iiber die

reelle Divisionsalgebra H der Quaternionen zusammen.

Definition:

Die Quaternionenalgebra H ist die reelle Divisionsalgebra, deren zugrun-
de liegender Vektorraum R? ist, und deren Multiplikation wie folgt durch
die Produkte der Standardbasisvektoren definiert ist:

1:=(1,0,0,0), i:=(0,1,0,0), j:=(0,0,1,0), k:=(0,0,0,1),
=5 =k =-1,

17 =k = —J1, jk =1=—kj, ki =7 = —ik.
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Die Elemente ¢ € H heilen Quaternionen. Fir ¢ = (w, z,y, z) definieren
wir:

q:= (w’ -, =Y, _Z)a

die zu q konjugierte Quaternion ||g| := 4++/w? + 22 + y2 + 22.

Wir identifizieren den Korper R mit R -1 C H und wir identifizieren den
Korper C mit R-16¢ Re C H.

P(H) := Ri+ Rj + Rk ist die Menge der reinen Quaternionen.
S3(H) := {q € H| ||¢| =1} ist die Menge derEinheitsquaternionen.

Proposition 13.104

(i) Die Konjugation ist ein involutiver Antiautomorphisms auf
H=R® Ri®Rj & Rk, das heifit:

7=q,
Q1+ q2=q1 + gy,
q192 = qs - q;-

(ii) H =R @ P(H) ist die Eigenraumzerlegung der Konjugation, d.h.

(ili) [lgll” = 97 =1qq
(iv) [lgrgall = [lqull - [l gzl
(v) S3(H) ist eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe H*.

(vi) Identifiziert man den Standardvektorraum R3? mit P(H) durch
(r,y,2) — iz + jy + kz, dann geht das Kreuzprodukt von Vekto-
ren in das Produkt der entsprechenden reinen Quaternionen iiber:

VX W=v-w.
Beweis:  Ubung.

Definition:
S3(H) mit der quaternionalen Multiplikation heift die Gruppe der Ein-

heitsquaternionen.
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Die folgende Sequenz der Proposition 13.105 bis 13.109 beschreibt im An-
schluss an die Bestimmung der reellen Clifford-Algebren C(g) in Satz 13.100
fiir einige kleine Werte der Signatur (ny,n_) auch die Unteralgebra C(q)™,
die spezielle Clifford-Gruppe G(q)", die Norm N und die reduzierte spezi-
elle Clifford-Gruppe G(q)g. Dabei ist ¢ die Standardform auf R™ mit Signa-
tur (ny,n_), wobei (ny,n_) die Werte (0, 1),(0,2),(0,3),(3,0) und (1,3)
durchlduft. Entsprechend 13.100 ist C'(q) dann isomorph zu C bzw. H bzw.
H@H bzw. C(2) bzw. H(2). In den Beweisen zu 13.105-13.109 wird ein derar-
tiger Isomorphismu dadurch fixiert, dass die Bilder der Standardgeneratoren
e; angegeben werden. Auflerdem werden der Hauptautomorphismus « und
der Hauptantiautomorphismus § angegeben. Dabei werden die e; sowie a, 8
und N so angegeben, als ob C(q) durch den konstruierten Isomorphismus
mit der entsprechenden Matrizenalgebra identifiziert wire. Nach Angabe der

e;,a, B und N ist der Rest der Beweise eine triviale Ubung wegen 13.88.

Proposition 13.105

Fiir ¢(x) = —a? existiert ein Isomorphismus von C(q) mit C mit folgenden

Eigenschaften:

(iv) N(z) = 2
(v) Gla) =S = {1},
Beweis: ¢e; =i und a(z) = Z sowie f(z) = z.

Proposition 13.106

Fiir ¢(z) = —2? — 22 existiert ein Isomorphismus von C(q) mit H mit fol-

genden Eigenschaften:
(i) Clg) =H

(i) C(g)* =C
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(iii) G(q)T = C*
(iv) N(z) = |z
(v) G(q)ar ~8l.—{2eC| |z =1}

Beweis:

e1 = j und es = k sowie a(z) = igi~! und B(z) = a(q).

Proposition 13.107

Fiir q(z) = —2%3 — 23 — 23 existiert ein Isomorphismus von C(q) mit der

direkten Summe H ¢ H von zwei Quaternionenalgebren mit folgenden Ei-
genschaften: Identifiziert man H durch die Zuordnung ¢ — (g, q) mit der
Unteralgebra {(¢,q) € H® H | ¢ € H}, dann gilt:

(i) Clg) =HeH
(i) C(g)" =H
(iii) G(q)" = H*
(iv) N(g) = llal”
(v) Gla)g = S°(H).

Beweis:
€1 = (/Lv _i)’ €2 = (jv_j)v €3 = (ka _k) sowie a(Ql»QQ) = (Q2,(I1) und
B(q1,92) = (G, 2)-

Proposition 13.108
Fiir ¢(x) = 2% + 23 + 23 existiert ein Isomorphismus von C(g) mit C(2) mit

folgenden Eigenschaften:

2
S
+
R

€ C(2) | (u,v) € C?}

(|
(iii) G(q)T = C(q)* NGL(2,C)

(iv) N(A) = det A



186 Spiegelungen und Drehungen

(v) Glg)g =SU(2,C).

S R O S P
SEHA SRR h

Proposition 13.109

Fiir ¢(z) = zo — 23 — 3 — 23 existiert ein Isomorphismus von C/(g) mit H(2)

Beweis:

Ul ol

mit folgenden Eigenschaften:

(ii) C(g)" =C(2)
(ifi) C(g)t = {A € C(2)| det A € R*}

(iv) N(A) = det A

N I N R P S I R B
LR I ) "Tlo - o &k TS0
a(A) =iAit B(A) = eg TAey

Wir verdeutlichen die Bedeutung der gerade bewiesenen Siatze fiir die
Matrizen-Darstellung der Spingruppen durch einige Definitionen, Bemer-

kungen und Zusétze.

Um versténdlich zu machen, warum gerade die von uns betrachteten Darstel-

lungen der Spingruppen eine besondere Rolle spielen, brauchen wir erstens
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einige ganz grundlegende allgemeine Definitionen aus der Darstelungstheo-

rie, und wir brauchen zweitens die Grundtatsachen aus der Darstellungs-
theorie von SU(2,C) und SL(2,C) — nicht als Beweismittel, aber als Hinter-

grundinformation. Um mdoglichst konkret zu bleiben, formulieren wir unsere

Definitionen fiir Darstellungen mit dem Standardvektorraum K" als Dar-

stellungsraum, d.h. fir Homomorphismen p : G — GL(r, K).

Definition:

G sei eine Gruppe.

(i)

(i)

(iii)

Eine Matrixdarstellung von G vom Grad r iiber K ist ein Homo-

morphismus p : G — GL(r, K).

Zwei Matrixdarstellunggen p, p’ : G — GL(r, K) heiflen dquivalent,
wenn es eine Matrix A € GL(r, K) gibt, so dass fiir alle g € G gilt:

p'(g) = Ap(g)A~".

Eine Darstellung p : G — GL(r, K) heifit reduzibel, wenn sie einen
echten Teilraum 0 # V' & K" invariant lésst. p ist genau dann reduzi-
bel, wenn es eine Zahl 0 < s < r gibt — ndmlich s = dimV — und eine
zu p dquivalente Darstellung p’ durch Blockmatrizen der folgenden
Gestalt:

, Ai(g) | Blg) |}s
PO ="0 a9 |tr—s
—— ——
Andernfalls heift p irreduzibel.

Eine Darstellung p : G — GL(r, K) ist zerlegbar, wenn K" direk-
te Summe von zwei echten p-invarianten Unterrdumen ist. p ist genau
dann zerlegbar, wenn p dquivalent zu einer Darstellung p’ durch Block-

diagonalmatrizen ist:

Ai(g)| 0
0 | As(g) |

p'(g) =

Jede zerlegbare Darstellung ist reduzibel.Die Umkehrung gilt im All-
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gemeinen nicht, wohl aber unter speziellen Voraussetzungen wie z.B.
G endlich und char(K)=0.

(v) Eine Darstellung p zerfillt in die Darstellung py, .. ., pi, in Zeichen:
p=p1B...Bpk, wenn K" = V1 @...6V, mit p-invarianten Teilrdumen
Vi und p; = p|Vg.

(vi) Wenn eine Darstelung p in lauter irreduzible Darstellungen zerfillt,
heifit p vollstindig zerlegbar (oder auch ,,voll reduzibel® oder
auch ,,halbeinfach* ).

Die Darstellungstheorie ist ein weites Feld und fiihrt deutlich {iber den
Rahmen dieses Buches hinaus. Uns interessieren hier nur zwei Beispiele: Die
reellen Lieschen Gruppen G = SU(2,C) und G = SL(2,C). Noch einmal:
SL(2,C) wird hier nicht als komplexe, sondern als reelle Liesche Gruppe
aufgefasst! Wir berichten ohne Beweis einige grundlegende Tatsachen iiber
die Darstellung dieser beiden Gruppen. Einzelheiten und Beweise suche
man in den Biichern iiber Darstellungstheorie, z.B. M. A. Naimark; A. L
Stern: Theory of Group Representations, p. 208 und p. 297 [26] oder Weyl,
H.: The Classical Groups, Theorem 7.5.C und Theorem 8.11.B [37].

Unter Darstellungen der hier betrachteten Gruppen G werden im Folgenden
stets stetige Homomorphismen G — GL(r,C) verstanden. Eine derartige
Voraussetzung ist notwendig, denn sonst, erh&lt man keine brauchbare
Theorie, weil der Kérper C iiberabzéhlbar viele unstetige Automorphismen
hat. Die nachfolgende Beschreibung der stetigen Darstellungen zeigt, dass
sie in Warheit sogar reell analytisch sind. Die Darstellungen von SU(2,C)
und SL(2,C) sind vollstindig zerlegbar. Es geniigt daher, die irreduziblen
Darstellungen zu beschreiben. SU(2,C) hat fiir jeden Grad r = d + 1 bis
auf Aquivalenz genau eine Darstellung 64 : SU(2,C) — GL(r,C), nimlich
diejenige, welche von der kanonischen Operation von SU(2,C) auf dem
r-dimensionalen komplexen Vektorraum der homogenen Polynome P(z1, z2)

vom Grade d mit komplexen Koeffizienten kommt.

d4 ist die triviale Darstellung, und d; die Inklusion p; : SU(2,C) — GL(2,C).

Die Darstellung 4 ist treu, wenn d = 1 mod 2, und sie hat den



Kapitel 13.4 189

Kern {£1}, wenn d = 0 mod2, d > 0. Die Standdarddarstellung
91 : SU(2,C) — GL(r,C) ist also die treue Darstellung vom niedrigsten
Grad, und in gewissem Sinne sind alle anderern irreduziblen Darstellung
— durch die obige Konstruktion mit den homogenen Polynomen — daraus
abgeleitet. Diese Darstellung heifit daher auch die Fundamentaldarstel-
lung von SU(2,C).

Fiir SL(2,C) konnen wir zunéchst einmal die gleiche Konstruktion wie fiir
SU(2,C) ausfithren. SL(2, C) operiert auf dem Vektorraum der homogenen
Polynome vom Grad d mit komplexen Koeffizienten, und dadurch erhalten
wir fiir jedes r = d+1 eine irreduzible Darstellung d4 : SL(2,C) — GL(r, C).
Man kann zeigen, dass dies bis auf Aquivalenz die einzigen irreduziblen
komplex-analytischen Darstellungen der komplexen Liegruppe SL(2,C)
sind. Wir betrachten SL(2,C) hier aber als reelle Liegruppe und lassen
auch reell-analytische Darstellunge zu. Dann gibt es mehr. Zum Beispiel
hat man zu der fundamentalen Darstellung §; : SL(2,C) — GL(2,C) die
konjugierte Darstellung &7 : SL(2,C) — GL(2,C) mit 6;(A) = A, wo A die
zu A konjugierte Matrix bezeichnet. 0; ist nicht zu 6; #quivalent, denn fiir
dquivalente Darstellungen p, p’ gilt Spurp(g) = Spurp/(g). Entsprechend
erhalten wir fiir jedes d > 0 zu &y eine konjugierte Darstellung 64. Aus
den Darstellungen §; und §; kann man nun weitere Darstellungen durch
Bildung aller Tensorprodukte &4 ® dy gewinnen (dabei ist allgemein
das Tensorprodukt der Matrix-Darstellungen p:G — GL(n, K) und
o G — GL(n/,K) die Matrix-Darstellung p ® p' : G — GL(nn/, K) mit
p®p(g) = plg) ® p'(g), wobei das Tensorprodukt von Matrizen wie in
Aufgabe 17 zu § 11.10 definiert ist).

Man kann beweisen: Die Darstellungen 64 ® ¢/, mit d,d’ > 0 sind untereinan-
der paarweise indquivalent, und sie sind bis auf Aquivalenz genau die stetigen
irreduziblen komplexen Matrix-Darstellungen von SL(2, C). Im Fall SL(2, C)
sind also alle Darstellungen aus den zwei irreduziblen Darstellungen §; und
61 gewonnen, die wir daher auch die beiden Fundamentaldarstellungen der

reellen Lieschen Gruppe SL(2,C) nennen wollen.
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Bemerkung:

In der Literatur ist eine anderen Bezeichnung fiir diese Darstellungen
iiblich, namlich DI = 025, wobei der Index j die halb-ganzzahligen Werte
j=0, %, 1, %, ... durchliuft. Die Darstellung D7 von SU(2,C) bzw. SL(2, C)
faktorisiert genau dann tiber SO(3,R) bzw. SO(1,3)g, wenn j ganz ist, und
die Fundamentaldarstellungen sind D/2 und D2

Definition:

Die Elemente des Darstellungsraumes der Darstellung d; ® 64 heiBen Spi-

noren vom Rang (d,d').

Der Grund fiir unser Interesse an der Darstellungstheorie von SU(2,C und

SL(2,C) ist das Paar von Isomorphismen

Spin(0,3) = SU(2,C)
Spin(1,3) = SL(2,C),

die wir in 13.108 und 13.109 konstruiert haben. Diese Isomorphismen sind
nicht nur einfach Isomorphismen von Gruppen, sondern offenbar sogar
reell-analytisch, d.h. Isomorphismen reeller Liescher Gruppen, und daher
natiirlich erst recht Homoéomorphismen. Die stetigen Darstellungen von
SU(2,C) sind also im wesentlichen das gleiche wie die stetigen Darstellun-
gen von Spin(3), und die stetigen Darstellungen von SL(2,C) sind im we-
sentlichen das gleiche wie die stetigen Darstellungen von Spin(1, 3). Die obi-
gen Aussagen beschreiben also vollsténdig die endlichdimensionalen komple-
xen Darstellungen der beiden physikalisch wichtigen reellen Lieschen Grup-
pen Spin(3) und Spin(1,3). Insbesondere gehéren zu Spin(3) eine und zu
Spin(1, 3) zwei fundamentale Darstellungen, deren Beziehung zu den jewei-
ligen Clifford-Algebren in den beiden folgenden Definitionen herausgestellt

wird:

Definition:
Jede Wahl eines R-Algebrenisomorphismus C3(R) = C(2) definiert durch
Beschrénkung auf Spin(3,0) C C3(R) eine treue Darstellung Spin(3,0) —

GL(2,C). Alle derartigen Darstellungen sind dquivalent untereinander und
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insbesondere #quivalent zu der im Beweise von 13.108 definierten treuen

Darstellung

03,0 : Spin(3,0) 5 SU(2,C)|.

Diese bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmte Darstellung von Spin(3,0,R)
heifit die Spin-Darstellung von Spin(3,0). Durch Komposition von o3
mit dem kanonischen Isomorphismus Spin(0, 3) 2 Spin(3,0) erhilt man die

Spin-Darstellung vo Spin(0, 3)

00,3 : Spin(0, 3) 5 SU(2,C)|.

Fiir die Gruppe Spin(1,3) liegen die Dinge etwas komplizierter. Im Be-
weis von 13.109 haben wir einen bestimmten R-Algebrenisomorphismus
Ci13(R) = H(2) konstruiert und folgendes gezeigt. Erstens: Die Be-
schrinkung dieses Isomorphismus auf Cj3(R)" induziert einen R-
Algebrenisomorphismus C; 3(R)" = C/(2). Zweitens: Dieser Isomorphismus
C13(R)T = C(2) induziert bei Beschrinkung auf Spin(1, 3) einen offensicht-

lich reell-analytischen Gruppenisomorphismus

01,3 : Spin(1,3) 5 SL(2,C) .

Die Wahl eines anderen Isomorphismus Cp3(R) = H(2) wiirde durch ei-
ne analoge Konstruktion wieder zu einer treuen Darstellung von Spin(1, 3)
fithren. Jedoch wiirde diese nicht in jedem Fall zu oy 3 dquivalent sein. Kom-
ponieren wir z.B. den urspriinglich gewihlten Isomorphismus C;3(R) =
H(2) mit dem inneren Automorphismus von H(2), der = in j x j ! iiberfiihrt,

dann erhalten wir statt o die konjugierte Darstellung

01,3 : Spin(1,3) = SL(2,C) |,

also 713(9) = 01,3(9)-

Unabhéngig von Wahlen ist hingegen die Konjugationsklasse der Darstel-
lung 013 ® 71,3 vom Grade 4. Diese Darstellung konstruiert man wie folgt

mit Hilfe der Clifford-Algebra. Zunéichst wihlt man einen Isomorphismus
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C1 3(R) = H(2). Dann fasst man H? als 4-dimensionalen komplexen Vektor-
raum auf und identifiziert — durch Wahl einer C-Basis — H(2) mit einer Unter-
algebra von C(4). Die Komposition der beiden Algebrenisomorphismen lie-
fert bei Beschréankung auf Spin(1, 3) eine Darstellung Spin(1,3) — GL(4,C).
Die Aquivalenzklasse dieser Darstellung ist unabhingig von der Wahl der
Isomorphismen. Dies folgt — wie man in der Darstellungstheorie der Alge-
bren beweist — aus der Einfachheit der Algebra C; 3(R) (siehe z.B. Hermann,
R.: ,,Spinors, Clifford and Cayley Algebras®, [20]).

Um die Aquivalenzklasse der Darstellung Spin(1,3) — GL(4, C) explizit zu
bestimmen, wihlen wir den Isomorphismus C 3(R) = H(2) wie im Beweis
von 13.109, und wir identifizieren H = C(2) ® jC(2) durch die Zuordnung
-B

A+ 9B —
J a

A, BeC(2)

mit der folgenden R-Unteralgebra von C(4):

{

Man rechnet ganz leicht nach, dass sich dann als 4-dimensionale Darstellung

A -B
B A

e@@)| ABEC@%.

von Spin(1, 3) gerade die zerfallende Darstellung o1 3 ® 71 3 ergibt.

Definition:

Stellt man die Cliffor-Algebra C 3(R) als R-Unteralgebra von C(4) dar, dann
induziert die Beschrankung dieser Darstellung auf Spin(1, 3) eine treue Dar-
stellung Spin(1,3) — GL(4, C). Alle derartigen Darstellungen sind unterein-
ander dquivalent und insbesondere dquivalent zu 013 ® 71 3. Die so bis auf
Aquivalenz eindeutig bestimmte Darstellung heifit die Spin-Darstellung

von Spin(1,3). Die beiden indquivalenten irreduziblen Darstrellungen

01,3 : Spin(l,S) SL(2 (C)

SL(2,C),

L L

01,3 : Spin(1, 3)

in welche die Spin-Darstellung zerfillt, heilen die Halb-Spin-
Darstellungen von Spin(1, 3).
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Die Elemente des Darstellungsraumes der Spin-Darstellung nennt man
auch Spinoren, und die Elemente des Darstellungsraumes der Halb-Spin-

Darstellung Halb-Spinoren.

Zusatz zu 13.106

P(H) mit dem Lieschen Klammerprodukt [v, w] = vw—wv ist eine Liealgebra

und als solche isomorph zur Liealgebra so(3,R) von SO(3,R).
Beweis: 13.104 (vi) und § I1.10, Aufgabe 41, 42.

Bemerkung:

Allgemein gilt: Cp 4(R) mit [v,w] := vw — wv ist eine reelle Liealgebra.
Bei kanonischer Einbettung des Standardraumes V = RPT? in C) ,(R) ist
V + [V, V] eine Lie-Unteralgebra und als solche isomorph zur Liealgebra
so(p, ¢+ 1;R) von SO(p, ¢+ 1;R) (vgl. Hermann [20], p.143-148). Der obige
Zusatz ist wegen 13.106 der Spezialfall (p, q) = (0,2).

Zusatz zu 13.107

(i) Identifiziert man P(H) C H mit V' C C(q) durch v — (v, —v) € V fur
v € P(H), dann identifiziert sich die Operation von G(¢q)™ auf V' durch
die Vektordarstellung p* : G(¢)" — SO(q) mit der Operation von H*
auf P(H) durch innerer Automorphismen, also p*(x)(v) = zva™! fiir
x € H* und v € P(H).

(ii) Durch Komposition des im Beweis von 13.107 definierten Isomorphis-
mus S3(H) 2 G(q)§ mit der Vektordarstellung pj von Spin(0, 3) erhélt
man den folgenden Homomorphismus pf 5 : S3(H) — SO(3,R),

oW + iz + jy + k) =

w? + 2?2 —y? — 22 2(zy —wz) 2(zz + wy)

2(zxy + wz) w? — 2% g% — 22 2(yz — wx)

2(zz —wy) 2(yz + wx) w? — 22 —y? 4 22
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Bemerkung:

Die Parametrisierung von SO(3,R) durch die Abbildung S® — SO(3,R)
wurde bereits 1770 von Euler entdeckt [14] (Novi Comm. Acad. Sci. Petrop.,
15, 1770, 75-106 = Opera, (1), 6, 287-315). In dieser Arbeit von Euler
werden zum ersten Mal die orthogonalen Koordinatentransformationen
durch die Bedingung 'AA = 1 charakterisiert, natiirlich noch nicht in

Matrizenschreibweise.

Die Parametrisierung wird nicht mittels der Quaternionen abgeleitet, die erst
1843 von Hamilton entdeckt wurden (Eine solche Ableitung gab erst Cayley).
Euler gibt die Parametrisierung einfach ohne Beweis an. Mutmaflich kam er
auf sie durch 20 Jahre zuriickliegende Versuche, die von Fermat aufgestellte
zahlentheoretische Behauptung zu beweisen, dass jede natiirliche Zahl sich

als Summe von 4 Quadraten darstellen l&sst.

Zusatz zu 13.108

(i) Die Komposition der in 13.107, 13.103 und 13.108 definierten Isomor-

phismen
H=Cf, =0, = {[“ _”] w,v € C}
b b ,L)

U
ist der folgende Isomorphismus von R-Algebren

Hi{ u,veC},

) . w+1z —y-+ix
w~+ix + jy + zk —

€ C(2)

U —v
)

u

y+iz w—1iz

(ii) Dieser Algebrenisomorphismus induziert durch Beschrinkung einen

Gruppenisomorphismus

ahs : S3(H) > SU(2,C)

niimlich die Komposition des Isomorphismus S3(H) 2 Spin(0, 3) mit

der Spindarstellung o 3.
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Zusatz zu 13.109

Das auf der néchsten Seite folgende Diagramm von Gruppenhomomorphis-

men ist kommutativ.

Die mit = gekennzeichneten Pfeile bezeichnen Isomorphismen.
Die mit <= gekennzeichneten Pfeile bezeichnen Inklusionen.

Die senkrechten Pfeile der ersten Zeile sind Surjektionen mit Kern {£1}.

/\

SU(2,C) % Spin(0,3;R) —“~ Spin(1,3;R) % SL(2,C)
iﬂ' lpo,:s lms iw
PSU2,C) <% SOBR) i~ SOM,3R)y 2B PSL(2C)
Xg gl’# Elg gA

152t L o Conf(S2)*t

p13 ist die Vektordarstellung von Spin(1, 3).

pos3 ist die Vektordarstellung von Spin(0, 3).

o013 ist die Halb-Spin-Darstellung von Spin(1, 3) wie oben.
003 ist die Spin-Darstellung von Spin(0, 3) wie oben.

013 ist die von 013 induzierte Abbildung.

003 ist die von o(3 induzierte Abbildung.

K ist die Operation auf Q%3(R) ~ S2 nach 13.72.
A ist die Operation auf C U {oo} ~ S? nach 13.80.

k' ist die durch s induzierte Abbildung.
X ist die durch X induzierte Abbildung.
L, I, i sind kanonische Inklusionen.

m, 7 sind kanonische Restklassenabbildungen.
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Bemerkungen:

(i)

(i)

Mit diesem Diagramm haben wir unser Versprechen eingelost, die am
Ende von Abschnitt 13.3 angegebenen verschiedenen Beschreibungen
der Gruppen I(S%)* und Conf(S?)* in einen allgemeineren Zusam-
menhang zu bringen. Das Ziel, ein derartiges kommutatives Diagramm
zu bekommen, war der Grund fiir die auf den ersten Blick vielleicht
willkiirlich erscheinende Wahl der Isomorphismen C3o(R) = C(2) und
C13(R) = H(2) in 13.108 und 13.109. Die drei Matrizen aus C(2),

auf welche wir die Standardgeneratoren eq, ez, ez von C3 abgebildet
haben, genauer, die drei Matrizen

0 1 0 —i 1 0
o] = , 09 = , 03 =
"o i o T lo -1

nennt man iibrigens Pauli-Matrizen. Die Bilder der vier Standard-

generatoren eg, €1, ez, e3 von Cq 3 bei der Spindarstellung C 3(R) —

C(4) nennt man Dirac-Matrizen.

Durch p} 5 := p1300] é definieren wir einen Homomorphismus von

Gruppen

P13 :SL(2,C) — SO(1,3;R)o | .

Es ist niitzlich, diesen Homomorphismus explizit zu beschreiben.
Durch die von uns gewéhlte Darstellung o : Cp3(R) — H(2) der
Clifford-Algebra geht der Vektor x = xgeg + - - - + x3e3 in die Matrix
o(z) = X(x) - j iiber, wo X (z) € C(2) die folgende Matrix ist:

T +1x —To— X
X(z) = 1 2 0 3

To— T3 —IT1+iT2

Die Matrix A € SL(2,C) operiert auf der Menge der Matrizen o(z)
durch X(z)j — A-X(z)j - A = A X(x) . A4, also auf der Menge
der Matrizen X (z) durch

X(z)3 A X(z) AL
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Es ist dann eine triviale Ubung, die reelle 4 x 4-Matrix p’1’3 (A) explizit

hinzuschreiben.

In der physikalischen Literatur wird statt p’173 ein anderer Homomorphismus

benutzt, ndmlich der Homomorphismus

Pi3: SL(2,C) = SO(L,3;R)o |,

der wie folgt definiert wird. Man identifiziert x mittels der Pauli-Matrizen

01, 03, og mit der folgenden Hermiteschen Matrix

Y(2) = To+ x3 T1—1X9

] =01+ x101 + 2202 + 303.
xr1+1x2 X9 — T3

A € SL(2,C) operiert dann auf diesen Matrizen durch
Y(z) S A-Y(z) A

Man priift leicht nach, dass zwischen den beiden Homomorphismen p’1’3 und

p’1’73 die folgende Beziehung besteht
PI1/,3(A) = P/1,3(f‘_1)~

Wir wollen jetzt die spezielle orthogonale Gruppe SO(3,R) nicht nur als
Gruppe, also als ein algebraisches Objekt betrachten, sondern auch als ein
geometrisches Objekt, genauer: als topologischen Raum oder als Mannig-
faltigkeit. Die Vektordarstellung pg s der Gruppe Spin(0,3;R), die wir im
Zusatz zu 13.107 explizit als Homomorphismus pf 3 : S3(H) — SO(3,R)
beschrieben haben, liefert uns sofort die folgende Beschreibung des topolo-
gischen Raumes SO(3,R).

Proposition 13.110

(i) Der Isomorphismus der Gruppe Spin(0, 3; R) mit der 3-Sphire S® =

S3(H) ist ein Homoomorphismus.

(ii) Dieser Hom&omorphismus induziert einen Homoomorphismus von
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SO(3,R) = Spin(0, 3;R) /{£1} mit dem 3-dimensionalen projektiven
Raum P3(R) = S3/{+1}.

(iii) Diese Homdomorphismen bilden zusammen mit der Vektordarstellung
po,3 und der kanonischen Restklassenabbildung p : S$3 — P3(R) das

folgende kommutative Diagramm.

Spin(0,3;R) —~~ 3

s I

SO(3,R) —= > P3(R)

Beweis: 13.102 und 13.107.

Die Sétze 13.102 und 13.110 zeigen, dass wir mit der Konstruktion der
Spin-Gruppen, d.h. der reduzierten speziellen Clifford-Gruppen genau
das geleistet haben, was wir uns in der motivierenden Einleitung dieses
Abschnitts vorgenommen hatten. Insbesondere ist uns SO(3,R) als topo-
logischer Raum vollstdndig bekannt. Das heifit aber nur, dass wir wissen:
SO(3,R) ist der reelle projektive Raum P3(R). Die Geometrie dieses Raumes
kann man nun unter den verschiedensten Gesichtspunkten untersuchen.
Hier an dieser Stelle wollen wir nur eine ganz grundlegende Eigenschaft des
topologischen Raumes P3(R) hervorheben. Diese geometrische Eigenschaft
ldsst sich am besten dadurch mathematisch knapp formulieren, dass wir von
dem geometrischen Objekt, ndmlich dem topologischen Raum X = P3(R),
wieder zu einem algebraischen Objekt, nédmlich der Fundamentalgruppe

m1(X) dieses Raumes {ibergehen.

Dazu folgt jetzt ein ganz knapper Bericht iiber Fundamentalgruppen
und Uberlagerungsrdume. Alle Einzelheiten und Beweise findet man
in Lehrbiichern der algebraischen Topologie, z.B. in der gut lesbaren
Einfithrung ,Lecture Notes on Elementary Topology and Geometry“ von
M. Singer und J.A. Thorpe[31], Chapter 3 und Chapter 4.4.
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Definition:

X sei ein topologischer Raum, zg, 21 € X und I = [0,1] das Einheitsinter-
vall. Zwei stetige parametrisierte Kurven f, g : I — X mit dem gemeinsamen
Anfangspunkt xp und dem gemeinsamen Endpunkt x; heiflen homotop,

wenn es eine stetige Abbildung F': I x I — X gibt, so dass Folgendes gilt:

(1) F(t,0)=f(t)
(i) F(t,1) = g(t)
(151) F(0,s) =xo
(iv) F(l,8) =z

Illustration:

Homotopie ist eine Aquivalenzrelation

Definition:
X sei ein topologischer Raum, zg, z1,20 € X und f : I — X sowieg: [ —> X
stetig mit f(0) = xo und f(1) = =1 sowie g(0) = z1 und ¢g(1) = 2. Dann
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ist das Produkt f - g die parametrisierte Kurve f-¢g: I — X mit

f(2t) fiir t € [0, §]

frot = g(2t—1) firte [11]

Die so definierte Komposition zwischen Wegen mit zueinander passenden
Anfangs- beziehungsweise Endpunkten ist nicht assoziativ, hat keine neu-
tralen und keine inversen Elemente. Wenn wir jedoch zu Homotopieklassen
von parametrisierten Kurven in einem topologischen Raum X {ibergehen,
dndert sich das. Die induzierte Komposition von Homotopieklassen ist dann

wohldefiniert und assoziativ.

Illustration zur vorherigen Definition:

Fiir jeden Punkt x € X ist die Homotopieklasse der konstanten Abbildung
[0,1] — {z} ein Einselement fiir die Klassen der Wege mit Anfangs- und
Endpunkt z. Und fiir alle z,y € X gilt: Ist f : [0,1] — X ein stetiger Weg
mit f(0) = x und f(1) = y, dann definiert ¢g(¢) = f(1 — t) einen stetigen
Weg g : [0,1] — X mit g(0) = y und ¢g(1) = z, so dass f-gund g- f
homotop zu den konstanten Wegen in x bzw. y sind. Die Homotopieklasse

von g ist also invers zu der von f.
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Man driickt dies kurz wie folgt aus: Die Menge der Homotopieklassen von

Wegen in einem topologischen Raum X bildet ein Gruppoid.

Der Begriff des Gruppoids wurde 1926 von H. Brandt eingefithrt. Modern
gesprochen ist ein Gruppoid eine Kategorie mit folgenden zwei Eigenschaf-
ten: (i) Die Objekte bilden eine Menge, (ii) zu jedem Morphismus gibt es
einen inversen Morphismus. Die Objekte des fundamentalen Gruppo-
ids von X sind die Punkte von X. Die Morphismen von x nach y sind die

Homotopieklassen der Wege in X mit Anfangspunkt z und Endpunkt y.

Definition:

X sei ein topologischer Raum, zg € X. Die Fundamentalgruppe (X, )
des Raumes X mit Basispunkt z ist die Menge der Homotopieklassen [f]
geschlossener stetiger parametrisierter Kurven f : I — X mit Anfangs- und

Endpunkt f(0) = f(1) = xo, wobei die Multiplikation wie folgt definiert ist:
[f]-lg] = 1f - gl

Die Fundamentalgruppe héngt vom Basispunkt ab, aber fiir wegzusam-

menhéngende Raume X gilt m1 (X, z9) = m1(X, x1) fur alle zg,z; € X.

Definition:
p: X — Y sei eine stetige Abbildung, z € X und y = p(z). Der durch p

induzierte Homomorphismus
ps (X, 2) = m (Y, y)

ist durch p.([f]) = [p o f] definiert.

w1 ist ein covarianter Funktor von der Kategorie der topologischen Réume
mit Basispunkt (X, x) in die Kategorie der Gruppen. Mit Hilfe dieses Funk-
tors kann man geometrische Probleme in algebraische transformieren und

auch umgekehrt algebraische in geometrische.

Definition:
Ein wegzusammenhingender Raum X heifit einfach zusammenhingend,
wenn 71 (X, z) = {1} fiir alle z € X gilt.



202 Spiegelungen und Drehungen

Beispiele:
(1) R™ ist einfach zusammenhéngend. Dies ist trivial.

(2) Die Sphéire S™ ist einfach zusammenhéngend fiir n > 1. Dies ist kei-
neswegs trivial. Da es ndmlich stetige Abbildungen f : I — S™ mit
f(I) = S™ gibt (Peanokurven), besteht das Problem darin, fiir jedes
f die Existenz eines zu f homotopen g : I — S™ mit g(I) # S™ zu
beweisen. Hat man dies, so ist man fertig, denn fiir p & g(I) reduziert
die stereographische Projektion S™ — {p} — R" das Problem fiir g auf
den Fall (1). Siehe zur Konstruktion von g z.B. Singer und Thorpe
[31], Chapter 4.4, Theorem 6 oder Berger [0] 18.2.2.

Definition:

X und X seien zusammenhéngende topologische Riaume. Eine stetige sur-
jektive Abbildung p : X — X heifit eine Uberlagerung von X, wenn Fol-
gendes gilt: Zu jedem x € X existiert eine Umgebung U C X von x, so dass
p~Y(U) in disjunkte offene Mengen U; zerfillt, fiir welche die Beschrinkung
pi = p|U; ein Homdomorphismus p; : U; — U ist.

Beispiele:

(1) Die kanonische Abbildung p : S™ — P,(R) ist eine Uberlagerung.

(2) Die zweifache Uberlagerung des Mabiusbandes durch den Zylinder aus
Kapitel ist eine Uberlagerung. Wir haben zu Beginn von Kapitel ge-
sehen, wie dieses Beispiel mit dem vorigen Beispiel zusammenhéngt:
Den Zylinder koénnen wir als Aquatorzone in S? einbetten, und das
Mobiusband ist dessen Bild in Pa(R) beziiglich p.

Definition:
Eine Uberlagerung X — X heiBt universelle Uberlagerung, wenn es fiir
jede andere Uberlagerung Y — X eine Uberlagerung XY gibt, so dass

das folgende Diagramm kommutiert:
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.
/

X

Beispiel:

R — S! mit ¢ — e2™* ist die universelle Uberlagerung von S?.

Es sei nun X ein wegzusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngen-

der und lokal einfach zusammenhéngender Raum und x € X ein Basispunkt.

Dann kann man Folgendes beweisen:

(1)

3)

Es existiert eine universelle Uberlagerung X — X. Sie ist durch X
im wesentlichen eindeutig bestimmt und unter allen Uberlagerungen

dadurch ausgezeichnet, dass X einfach zusammenhéngend ist.

Fiir jede Uberlagerung p: X > X und € X mit p(Z) =z ist
pe i (X,%) = m(X,z) injektiv. Fiir die Restklassenmenge
(X, z)/p.(m (X, %)) erhdlt man eine bijektive Abbildung die-
ser Restklassenmenge auf die Faser p~!(z), indem man der Restklasse
von [f] € m(X,z) den Endpunkt f(1) des eindeutig bestimmten
durch ,Hochheben“ von f entstehenden Weges f . I — X mit
pof=fund f(0) = & zuordnet.

Insbesondere erhilt man so fiir die universelle Uberlagerung p : X -
X eine bijektive Abbildung 71 (X, z) = p~(z).

Aus dem einfachen Zusammenhang von S2, aus den obigen Aussagen (1) bis
(3) und aus 13.110 folgt sofort der folgende Satz.

Satz 13.111
Die Vektordarstellung po 3 : Spin(0,3;R) — SO(3,R) ist die universelle
Uberlagerung von SO(3,R). Insbesondere ist die Spin-Gruppe Spin(0, 3; R)
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einfach zusammenhéngend, und die Fundamentalgruppe von SO(3,R) ist

zyklisch von der Ordnung 2

\m(SO(Es,R),e) ~ Z/zz\.

e bezeichnet das Einselement von SO(3,R).

Satz 13.112
Die Vektordarstellung p; 3 : Spin(1, 3;R) — SO(1, 3;R)g ist die universelle
Uberlagerung von SO(1,3;R)o. Insbesondere ist Spin(1,3;R) = SL(2,C)

einfach zusammenhéngend, und fiir die Fundamentalgruppe gilt:

| m1(SO(1,3;R)g, ) = Z/2Z| .

Beweis:

Der Zusatz zu 13.109 identifiziert die Vektordarstellung mit dem kanonischen
Homomorphismus 7 : SL(2,C) — PSL(2,C). Die Iwasawa-Zerlegung nach
I1.12.54 identifiziert SL(2,C) mit SU(2,C) x R*? x C sowie PSL(2,C) mit
PSU(2,C) x R+? x C, und 7 mit 7’ x id. Daher identifiziert man schlieflich
wegen 13.109 und 13.110 die Vektordarstellung p; 3 mit der Abbildung

pxid: 83 x R® = P3(R) x R,

1

m(S%) = {1}.
1)-(3).

Dies ist eine zweiblittrige Uberlagerung, und m1(S® x R?)

—~

Damit folgen alle Behauptungen aus den obigen Aussagen

Bemerkung:

Die obige Aussage (2) macht auch klar, wie man einen Reprisentanten f
fiir das nicht triviale Element von 71 (SO(3,R), e) finden kann. Man braucht
dazu nur eine stetige Abbildung f : I — SO(3,R) mit f(0) = f(1) =e an-
zugeben, so dass fiir die hochgehobene Kurve f : I — Spin(0,3;R) mit
f(0) =1 gilt: f(1) = —1.
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Die folgende Abbildung f hat diese Eigenschaft:

cos2wt —sin27t O
f(t) ;== | sin2xt cos2mxt 0
0 0 1

Beweis:

Identifiziert man Spin(0, 3) nach 13.107 mit der Gruppe der Einheitsquater-
nionen S3(H), dann folgt aus dem Zusatz von 13.107 und dem Additions-
theorem 13.56

f(t) = cosmt + ksinrt.

Die Sitze ,,m1(SO(3,R)) = Z/2Z* und ,m1(SO(1,3;R)g) = Z/2Z* driicken
fundamentale geometrische Eigenschaften des euklidischen 3-dimensionalen
Raumes bzw. des Minkowskischen 4-dimensionalen Raumes der spezi-
ellen Relativitdtstheorie aus. Um 1927/28 erkannten die theoretischen

Physiker, insbesondere Pauli und Dirac, dass diese Tatsache grundlegend

fiir die quantenmechanische Behandlung von Elementarteilchen mit Spin ist.

Dirac dachte sich auch einfache makroskopische Experimente aus, um diese
Eigenschaft des euklidischen Raumes zu illustrieren. Ein solches Experiment
besteht in dem Versuch, ein mit der Hand gehaltenes Objekt, zum Beispiel
einen japanischen Teekessel, durch Armbewegungen um eine feste Achse
rotieren zu lassen, ohne die Position des iibrigen Korpers dabei zu &ndern.
Es ist moglich, dies so auszufiihren, dass nach einer Rotation um 2 - 27 die
Ausgangsposition in allen Teilen vollstindig wieder hergestellt ist, wihrend
es unmoglich ist, nach einer Rotation um 1 - 27 die Ausgangsposition zu
erreichen. Die folgende Bildseite zeigt eine Serie von Momentaufnahmen

dieses Experimentes.

Wir wollen das Experiment durch ein mathematisches Modell beschreiben
und durch 7 (SO(3,R)) = Z/2Z ,erkléren*.
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it

anfang 3 ost<1 ende

In einer ersten Phase der Modellbildung machen wir uns durch Betrach-
tung der vorstehenden vier Zeichnungen klar, dass das Experiment mit

dem Teekessel im wesentlichen Aquivalent zu dem folgenden Experiment ist.

Wir betrachten eine Hohlkugelschale, d.h. den Raum zwischen zwei
konzentrischen Sphéren im 3-dimensionalen euklidischen Raum. Durch
radiale Projektion entspricht jeder Punkt der inneren Randsphére einem
Punkt der dufleren Randsphére. In der Hohlkugelschale befindet sich ein
elastisches Band, das mit einem FEnde entlang einem Groflkreisbogen an der
inneren Randsphére befestigt ist und mit dem anderen Ende entlang dem

emtsprechenden Bogen an der dufleren Randsphére.

In der Anfangslage soll das Band so verlaufen, dass es die beiden Bogen
radial miteinander verbindet. Relativ zu dieser Anfangslage wird das Band
nun zweifach verdrillt, indem man das innere Ende festhélt, das duflere 16st
und das Band radial von innen nach auflen verlaufend zunehmend um seine
Mittellinie verdrillt, bis am &ufleren Ende eine Drehung um 4x erreicht ist.

Dann wird das duflere Ende wieder befestigt.
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Der Autor spinnt
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Das Experiment besteht in dem Versuch, das verdrillte Band durch Her-
umfiihren im Inneren der Hohlkugelschale bei festgehaltenen Enden in die
unverdrillte Ausgansposition zu iiberfithren. Dies ist tatséichlich moglich. Die

néichsten 8 Zeichnungen illustrieren dies.

5 6. ’7‘ 8

Die zweite Phase ist die Ubersetzung in ein mathematisches Modell. Die
Hohlkugelschale wird durch S? x [0, 1] modelliert, das Band in unverdrillter
Ausgangsposition durch J x [0,1], wo J C S? ein Groflkreisbogen mit Mit-
telpunkt (0,0, 1) ist. Das zweimal verdrillte Band ist das Bild der folgenden
Abbildung

Jx[0,1] — S5%x][0,1]
(z,t) = (f(t)*(2),1)

Dabei ist f : [0,1] — SO(3,R) die oben definierte Abbildung, und f(¢)? das
Quadrat des Gruppenelementes f(t) € SO(3,R). Andererseits kénnen wir
fiir den geschlossenen Weg f auch das Quadrat f> = f o f bilden. Es gilt
f2(t) = f(t)%. Die Homotopieklasse [f] ist das von 1 verschiedene Element
von 71(SO(3,R)). Fiir das Quadrat gilt aber wegen[f]? = [f?] = 1 wegen
71(SO(3,R)) & Z/2Z. Also existiert eine Homotopie von f? zur konstanten
Abbildung auf e, d.h. eine Abbildung

F:[0,1] x [0,1] = SO(3,R)

mit folgende Eigenschaften:
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(i) F(t,0) = f*(t)
(i) F(t,1)=e

(iii) F(0,s) =F(l,s)=e
Mit Hilfe von F' definieren wir fiir 0 < s < 1 die folgende 1-parametrige

Familie von Einbettungen:

Gs:Jx[0,1] —8%x][0,1]
(z,t) = (f(t)*(2),1)

Das Bild von Gy ist das zweifach verdrillte Band, das Bild von G ist
das unverdrillte Band, und die Bilder von Gz mit 0 < s < 1 bilden eine
1-parametrige Familie von Bandern, durch welche das Bild von Gy stetig in
das Bild von G iiberfithrt wird, wobei wegen (iii) die Enden festgehalten
werden. Damit ist erklirt, dass und wie das zweifach verdrillte Band in das
unverdrillte iiberfithrt werden kann. Dass etwas Analoges fiir das einfach
verdrillte Band nicht moglich ist, folgt auf dieselbe Weise, aber mit mehr
technischem Aufwand, aus [f] # 1.

Die Rolle der Clifford-Algebren und der Spin-Gruppen fiir die quantenmechanische
Behandlung von Systemen mit Spin will ich — soweit mir das mit meinen geringen
physikalischen Kenntnissen moglich ist — am Beispiel der Dirac-Gleichung fiir das
freie relativistische Elektron aufzeigen. Einem physikalischen System kann ein inne-
res, von einer Bewegung unabhéngiges Drehmoment eigen sein, der Spin. Der Spin
ist eine nicht-klassische Observable quantenmechanischer Systeme, die nur diskrete
Werte 0, %, 1, %, ... annehmen kann. Die Notwendigkeit der Einfithrung einer sol-
chen Observablen zeigte sich zuerst bei Versuchen zur theoretischen Erklirung des
Stern-Gerlach-Versuchs von 1922 und des Zeeman-Effekts. So beschrieb Pauli 1927
in einem Artikel ,Zur Quantenmechanik des magnetischen Elektrons“ (Zeitschrift f.
Physik 23 (1927), 601-623 [27]) das nicht-relativistische Elektron durch eine Diffe-
rentialgleichung fiir eine spinorwertige Wellenfunktion mit Werten im Darstellungs-
raum C? der Spin-Darstellung von Spin(3), natiirlich ohne dies so auszudriicken.
Er weis selbst auf die Unvollkommenheit der nicht-relativistischen Behandlung hin.
1928 stellte Dirac dann die Wellengleichung fiir das relativistische freie Elektron
auf.
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In der speziellen Relativitdtstheorie wird die Menge aller Raum-Zeit-Punkte
durch einen 4-dimensionalen affinen Minkowski-Raum modelliert, d.h. einen
4-dimensionalen reellen affinen Raum X, auf dessen Translationsvektorraum V' ei-
ne quadratische Form ¢ : v — R mit der Signatur (ny,n_) = (1,3) gegeben ist. Als
Standard-Modell X 3 eine solchen Raumes benutzen wir den affinen Raum R* mit
den Koordinaten xg, 1, 22, 23, dessen Translationsvektorraum R* die quadratische
Form (2 — (? — (3 — (3 trigt. Ein Koordinatensystem in X ist ein Isomorphismus
affiner Minkowski-Réume X = X; 3. Der Wechsel von einem Koordinatensystem
zu einem anderen wird durch einen Automorphismus von X 3 beschrieben, d.h.
durch eine Transformation z + Az +b mit A € O(1,3;R) und b € R*. Die Gruppe
dieser Transformationen heifit die inhomogene Lorentzgruppe G, 3. Die Zu-
sammenhansgkomponente der 1 von G 3 ist die eingeschréinkte inhomogene
Lorentzgruppe Gf ;. Sie besteht aus allen Transformationen z +— Az + b mit
A € SO(1,3;R),. Man hat also eine spaltende exakte Sequenz

A
0 = R* -GS 3 m=—=S0(1,3;R), — 1,

wobei A der Transformation x — Az + b den Linearteil A zuordnet. Wir be-
trachten im Folgenden nur Koordinatenwechsel durch Transformationen g € G7 ;.
Physikalisch bedeutet die Wahl eines Koordinatensystems in X die Wahl eines
Inertialsystems, in welchem ein Beobachter ein gegebenes physikalisches System S
beobachtet und beschreibt, und der Koordinatenwechsel bedeutet den Ubergang
zu einem anderen Beobachter.

Freie relativistische Elementarteilchen sind besonders einfache physikalische Sys-
teme. Ein solches System — wie z.B. das Elektron — hat viele mogliche Zusténde,
genauer: dynamische Zustdnde. Diese Zustédnde ( werden von allen Beobachtern
des Systems S durch die von 0 verschiedenen Vektoren W eines durch S eindeu-
tig bestimmen unendlich-dimensionalen komplexen Hilbertraumes # beschrieben.
Fiir einen bestimmten Beobachter beschreiben zwei Vektoren ¥, ¥’ den gleichen
Zustand (, wenn es eine komplexe Zahl ¢ # 0 mit ¥’ = ¢¥ gibt. Die Zuordnung
U — ( definiert also fiir einen bestimmten Beobachter eine bijektive Abbildung
P(H) — Z von dem projektiven Raum P(#H) auf die Menge Z aller moglichen
Zusténde von S. Ein anderer Beobachter benutzt eine andere Bijektion P(H) — Z.
Beim Ubergang von einem Beobachter zu einem anderen durch g € G 3 erhilt man
daher eine bijektive Abbildung P(#H) — P(H). Diese ist durch einen unitéren Ope-
rator H — H induziert, der allerdings durch g nicht eindeutig bestimmt ist. Man
erhilt auf diese Weise eine Operation von GY 3 auf P(#). Diese Operation lisst sich

jedoch im Allgemeinen nicht zu einer Operation von G7 5 auf H hochheben.
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Deshalb geht man zu der universellen Uberlagerung é‘l’3 von G 5 iiber. Man hat
das folgende kommutative Diagramm von spaltenden exakten Sequenzen:

~ A
0 ——R*—— G(1),3 ——=Spin(1,3;R) ——=1

ol

0—R*—— G(l)73 —SO0(},3;R)g ——1

~‘f73 ist das semidirekte Produkt von R* und Spin(1,3;R), bei dem Spin(1, 3;R)
auf R* durch die Vektordarstellung p; 3 operiert. Man kann dann beweisen, dass die
Operation von G7Y 3 auf P(H) durch eine Operation von é‘f3 auf H induziert wird,
und zwar durch eine Operation durch unitire Operatoren. Zu dem betrachteten
System S gehort also eine unitédre Darstellung von é‘l’g in ‘H, d.h. ein Homomor-
phismus

~T,3 — U(H)

in die Gruppe U(#) der unitiren Operatoren von H. Auflerdem gehéren dazu die
Observablen des Systems. Das sind gewisse hermitesche Operatoren von H, auf die
wir aber nicht weiter eingehen wollen, obwohl wir das miissten, wenn wir den Spin
eines bestimmten quantenmechanischen Systems mittels bestimmter Observablen
definieren wollten. Wir wollen jetzt fiir das freie relativistische Elektron des
Hilbertraum #H und die Darstellung C:“{s — U(H) explizit beschreiben. Es gibt
eine mathematisch vollig befriedigende Beschreibung, bei der keine Koordinaten
benutzt werden. Bei dieser werden die Elemente W von H als Spinorfelder auf X
beschrieben, fiir welche ein gewisser Differentialoperator D, der Dirac-Operator,
verschwindet: D(¥) = 0.

Da uns fiir eine solche Beschreibung nétigen Begriffe aus der Theorie der Fa-
serbiindel mit Strukturgruppen fehlen, miissen wir auf diese koordinatenfreie Be-
schreibung verzichten. Wir wéhlen also einen Isomorphismus X = X, 3. Dadurch
gehen die Spinorfelder in spinorwertige Funktionen ¥ = U(zg,x1, x2,z3) auf Xi 3
iiber und die Gleichung D(¥) = 0 in eine lineare partielle Differentialgleichung ers-
ter Ordnung fiir diese Funktionen W. Der Hilbertraum H wird also jetzt ein gewisser
Raum von Lésungen ¥ dieser Differentialgleichung. Wir beginnen damit, dass wir
eine Spin-Darstellung fiir die Clifford-Algebra C; 3(R) wihlen, d.h. einen injektiven
Algebrenhomomorphismus
o:Ci3(R) — C(4).
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eo, €1, €2, e3 seien die Standardgeneratoren von C; 3(R). Ihnen entsprechen die vier
4 x 4— Matrizen

Yo = o(ey).

Sie heien Dirac-Matrizen zu ¢. Die Elemente des Darstellungsraumes C* nennen
wir o-Spinoren. Unter einer spinorwertigen Funktion verstehen wir eine Abbil-
dung ¥ : X; 3 — C*. Diese Funktionen sind also Funktionen ¥ = W (zq,z1, T2, 24)
von vier reellen Variablen, und zwar Funktionen mit vier komplexen Komponenten:
U = (U, Uy, U3, U,). Das Wort ,,Funktion® ist dabei cum grano salis zu verstehen;
wir lassen néamlich als Losungen unserer Differentialgleichung nicht nur differenzier-
bare Funktionen zu, sondern allgemeiner temperierte Distributionen, d.h. Elemente
des Dualraumes zum Raum der schnell abnehmenden differenzierbaren Funktio-
nen. Schlielich ist zur genauen Definition der Elemente ¥ des Hilbertraumes

eine gewisse Normbedingung notwendig, auf die wir aber hier nicht eingehen wollen.

Wir kénnen jetzt die Diracsche Wellengleichung fiir ein freies relativistisches

Elementarteilchen mit positiver Masse m und Spin % hinschreiben. Sie lautet:

3

o
> g +im ¥ =0. (+)
v=0

Der zu diesem physikalischen System gehorige Hilbertraum H ist ein gewisser
Hilbertraum temperierter spinorwertiger Distributionen ¥ auf X;3, welche

Losungen der Diracschen Wellengleichung () sind.

Wir beschreiben nun auch die Darstellung é‘fg — U(H). Zu diesem Zweck miissen

wir ausgehend von der anfangs gewéhlten Spindarstellung
o : Spin(1, 3;R) — GL(4,C)

eine bestimme andere, zu o dquivalente Spindarstellung
& : Spin(1,3;R) — GL(4,C)

definieren. Dazu bemerken wir zunéchst, dass die kontragrediente Zuordnung
A A="TA"1 fir A € R* einen Gruppenautomorphismus SO(1,3;R), —
SO(1,3;R)g induziert. Dieser ldsst sich eindeutig zu einem Automorphismus
Spin(1,3;R) % Spin(1,3;R) hochheben, so dass das folgende Diagramm kommu-
tiert. Das Bild von g € Spin(1, 3; R) hierbei bezeichnen wir mit g.
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Spin(1, 3; R) —~= Spin(1, 3; R)

P1,3i P1,3i

SO(1,3;R) —~—=SO(1, 3; R)

Eine konkrete Beschreibung des hochgehobenen Automorphismus erhélt man, wenn
man Spin(1,3;R) mit SL(2,C) identifiziert Wahlt man dafiir die Isomorphismen,
die wir in Bemerkung (2) nach dem Zusatz 13.109 angaben, z.B. o1 3, dann gilt
B = tB~! fiir B € SL(2,C). Wir definieren jetzt die neue Spindarstellung & durch
die Gleichung

5(9) = a(9)-

Damit kénnen wir nun die Operation von é(l),3 auf den Hilbertraum H durch unitére
Operatoren explizit hinschreiben. Das Element g € (N}?ﬁ iiberfithrt ¥ € H in das
folgende Element g¥ € H:

g¥(z) == o(M9))¥(p(9) " ). ()

Es ist eine leichte Ubung, nachzurechnen, dass fiir jede Losung ¥ der Diracschen

Wellengleichung auch g¥ eine Losung ist.

Die Wellengleichung (%) und die Transformationsgleichung fiir Spinorfelder (xx)
wurden 1928 von Dirac gefunden: The Quantum Theory of the Electron in Proc. of
the Royal Soc. of London, Ser. A, Vol. CXVII, p.610-62/4 [12]. Sie waren der erste
grofle Schritt in der quantenmechanischen Behandlung relativistischer Systeme.
Dass die Verwendung der nicht-kommutativen Clifford-Algebren wirklich etwas
Neuartiges war, sieht man aus einem Kommentar von C. G. Darwin im néchsten
Band der gleichen Zeitschrift:

There are probably readers who will share the present writer’s feeling that the
methods of non-commutative algebra are harder to follow, and certainly much more
difficult to invent, than are operations of types long familiar to analysis. Wherever
it 15 possible to do so, it is surely better to present the theory in a mathematical

form that dates from the time of Laplace and Legendre...



214 Spiegelungen und Drehungen

Inzwischen haben sich die Physiker an die Clifford-Algebren und Spin-Gruppen
gewOhnt. Die Wellengleichung der freien relativistischen Elementarteilchen kénnen
in einer mathematisch befriedigenden Weise aus wenigen physikalischen Grundprin-
zipien und aus der Darstellungstheorie der inhomogenen Lorentzgruppe abgeleitet
werden. Eine solche Ableitung, die vor allem auf den bahnbrechenden Arbeiten
von E. P. Wigner aufbaut, findet man in dem Buch von V. S. Varadarajan:
Geometry of Quantum Theory, Vol. II, Chapter XII [30].



Kapitel 13.5 215

13.5 Die Klassifikation der Isometrien

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist die Klassifikation der Isometrien der
euklidischen affinen R&ume. Das Prinzip der Klassifikation erkliren wir
ganz allgemein fiir R&ume beliebiger Dimension. Bei der Durchfithrung der
Klassifikation in allen Einzelheiten beschrinken wir uns dann auf Raume,

deren Dimension hochstens drei ist.

Klassifikation der Isometrien eines euklidischen affinen Raumes X -
das bedeutet fiir mich nicht einfach nur eine Aufzéhlung irgendwelcher
Typen von Isometrien. Wer nur das will, studiere gleich die Tabelle zu
Satz 13.123. Ich will mehr. Ich will in einsichtiger Weise die Prinzipien
entwickeln, die der Klassifikation zugrunde liegen. Dazu gehort auch, dass
ich die Isometriegruppe I(X) nicht einfach nur als Gruppe auffasse, also
als algebraisches Objekt, sondern dariiberhinaus auch als geometrisches
Objekt. Ich will wissen, in welcher Weise dieses I(X) sich in die noch zu

definierenden Klassen zerlegt.

Als was fiir ein geometrisches Objekt wollen wir I(X') auffassen? Identifizie-
ren wir X mit dem euklidischen affinen Standardraum, dann identifiziert
sich I(X) nach 13.6 als Menge mit R" x O(n,R). Daher hat I(X) die
Struktur einer Mannigfaltigkeit der Dimension n(n + 1)/2, und da die
Gruppenstruktur mit dieser Mannigfaltigkeitsstruktur vertréglich ist, ist

I(X) sogar eine Liesche Gruppe.

Daher ist es angemessen, zu erwarten, dass die noch zu definierenden Klas-
sen von Isometrien nicht nur einfach Teilmengen von I(X) sind, sondern
sogar Untermannigfaltigkeiten der Mannigfaltigkeit I(X). Die feinsten Zer-
legungen von I(X), deren Betrachtung geometrisch sinnvoll ist, sind die Zer-
legungen in Konjugationsklassen von I(X) bzw. in solche von I(X)T. Diese
Konjugationsklassen sind jedenfalls Untermannigfaltigkeiten, und ihre Be-
stimmung ist natiirlich eine unserer Aufgaben. Aber: Ist das eine in jeder —

auch in geometrischer — Hinsicht befriedigende Klassifikation?
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Betrachten wir den einfachsten Fall dim X = 1. Dann besteht I(X)~,
die Komponente der orientierungsumkehrenden Isometrien, aus allen
Inversionen. Diese bilden eine einzige Konjugationsklasse, so dass wir
also I(X)™ in eine einzige Untermannigfaltigkeit ,zerlegt® haben, die zu
R diffeomorph ist. So weit, so gut. Nun zu I(X)*. Diese Komponente
besteht aus der Identitdt und den davon verschiedenen Translationen
7. Die Konjugationsklasse von 7 ist das Paar {7,77'}. Also haben wir
I(X)™" in unendlich viele, ja sogar iiberabzihlbar viele Konjugationsklassen
zerlegt, von denen eine nur aus einem Punkt besteht und alle anderen
aus zwei. Diese Zerlegung ist fiir sich allein genommen ist zu fein, um
iibersichtlich zu sein. Ubersichtlicher wire es in diesem Fall, I(X)¥ in zwei
Untermannigfaltigkeiten zu zerlegen, ndmlich die nur aus einem Punkt
bestehende Klasse {id} und die zu R\ {0} diffeomorphe Menge aller echten
Translationen 7,. Die in dieser Untermannigfaltigkeit enthaltenen unendlich
vielen Konjugationsklassen kann man dann mittels ||v|| durch die positiven

reellen Zahlen parametrisieren.

Gesucht ist also eine Vergroberung der ,,zu feinen“ Zerlegung von I(X) in
Konjugationsklassen: I(X) soll in endlich viele Untermannigfaltigkeiten zer-
legt werden, wobei jede dieser Untermannigfaltigkeiten eine Vereinigungs-
menge von Konjugationsklassen ist. Natiirlich méchte man auch, dass bei
der Zerlegung die einzelnen Untermannigfaltigkeiten in I(X) relativ zuein-
ander eine kontrollierbare Lage haben. Eine Bedingung, die dies prézisiert,

ist die, dass die Zerlegung eine Stratifikation ist.

Definition:

Fine Stratifikation einer Mannigfaltigkeit M ist eine disjunkte Zerlegung
von M in endlich viele Untermannigfaltigkeiten M;,j € J, welche Strata
genannt werden, so dass die abgeschlossene Hiille Mj jedes Stratums eine

Vereinigung von Strata’ ist.

" Stratum kommt von lateinisch sternere, sterno, stravi, stratus mit der indogermani-
schen Wurzel ,ster“ = streuen, ausbreiten, bedecken. Die Bedeutung hier ist also: etwas,
das die Mannigfaltigkeit M glatt ausbreitet und iiberdeckt.
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Beispiel:

Die Konjugationsklassen in jeder einzelnen Faser der charakteristischen
Abbildung m(n x n, K) — K™ fir K € {R,C} haben die charakteristische
Eigenschaft einer Startifikation: Aus 11.49 und 11.50 folgt, dass jede Faser
in endlich viele Konjugationsklassen C zerfillt, und dass jedes C eine Ver-
einigung von Konjugationsklassen ist. Allerdings sind hier nicht alle Fasern
glatte Mannigfaltigkeiten, sondern sie sind Varietdten mit Singularitdten —
siehe auch die Beispiele in 11.7. Aber auch fiir solche singulédren Varietdten
kann man Stratifikationen definieren, und die sind dann ein wesentliches

Hilfsmittel zur Untersuchung der Singularitéten.

Eine sehr groBie Vergroberung der Zerlegung von I(X) in Konjugationskla-
sen ist die im Folgenden definierte Zerlegung in Schichten, welche durch die

in 13.13 eingefiihrte kanonische Zerlegung der Isometrien nahegelegt wird.

Definition:
X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum mit Translationsvektor-
raum V und A : I(X) — O(V) der kanonische Homomorphismus, der jeder

Isometrie ¢ ihren linearen Anteil Ay zuordnet.

(i) Fur x € OG(V) sei ny(x) bzw. n_(x) die Dimension des Eigenraumes

von x zum FEigenwert 1 bzw. -1.

(ii) Fir ¢ € I(X) mit der kanonischen Zerlegung ¢ = 7019 = ¢ o7 in
eine Translation 7 und eine Isometrie ¢ mit Fixpunkt sei m(y) =
dim Fix (¢0) die Dimension des maximalen Translationsunterraumes

von .
(iii) OV)k :=={x € O(V) | ny-(x) = k} fir k=0,...,n.
(iv) (X)k :={p e I(X) | m(p) =k} fir k=0,...,n.

Fiir O(V)g bzw. I(X), fithren wir ad hoc die Namen k-Schicht von O(V)

bzw. von I(X) ein.
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Nach 13.8 gilt (mp) = ni(Ap), und daher induziert X fir £k = 0,...,n
Abbildungen
Ae s I(X )k = O(V)i,

die man durch Wahl einer Spaltung gemifl 13.4 mit der Projektion
V x O(V)r — O(V)y identifizieren kann. Wir untersuchen diese Abbil-
dungen spidter noch genauer. Man kann beweisen, dass die Zerlegung in
Schichten eine Stratifikation von O(V) bzw. I(X) ist, welche die Zerlegung
in Konjugationsklassen vergrobert. Allerdings ist diese Stratifikation fiir
unsere Zwecke noch zu grob, da eine einzelne Schicht Konjugationsklassen

von ganz verschiedener Art enthélt.

Durch die folgende Uberlegung gelangen wir zu einer Zerlegung in Strata, die aus
gleichartigen Orbits bestehen. Es sei ganz allgemein G irgendeine Gruppe. G ope-
riert auf sich selbst von links durch innere Automorphismen. Man hat also einen

Gruppenhomomorphismus

p:G— Aut(G)
pg)(x) = gzg™".
Der Kern dieses Homomorphismus ist das Zentrum Z(G), und das Bild G = p(G)
ist die Gruppe der innerern Automorphismen von G und heifit auch die ad-

jungierte Gruppe zu G. Natiirlich induziert p einen kanonischen Isomorphismus
G=G/Z(G).

Die Orbits der Operation von G auf G sind natiirlich die gleichen wie die Orbits
der Operation von G auf G. Sie sind einfach die Konjugationsklassen von G.
Der Orbitraum G/G ist also gerade die Menge der Konjugationsklassen von G,
und wir haben G hier gerade dazu eingefiihrt, dass wir die Notation G/G fiir die
Menge der Konjugationsklassen zur Verfiigung haben. Denn die auch mégliche
Notation G/G ist auf Grund fritherer Konventionen aus §3 leider doppeldeutig:
G/G bezeichnet zum einen den Orbitraum der Operation von G auf sich durch
innere Automorphismen, also die Menge der Konjugationsklassen, zum anderen

aber die triviale Quotientengruppe.

Fiir jedes z € G ist der G-Orbit G - x die Konjugationsklasse von z. Der

Zentralisator von z in G ist die Untergruppe
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Za(z) ={g € G| gzg™! =z},

also die Isotropiegruppe von z in G beziiglich der Operation von G auf sich

1

selbst durch innere Automorphismen. Die Zuordnung g — gxg~" induziert

eine kanonische bijektive Abbildung
G/Zg(z) = G- x

von der Menge der Linksnebenklassen von Zg(x) auf die Konjugationsklasse
G - . Bs ist klar, dass fiir Elemente z,y im gleichen G-Orbit die Zentrali-
satoren konjugiert sind: Aus y = aza~! folgt Zg(y) = aZg(z)a~!. Die Um-
kehrung gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Es kann durchaus verschiedene
G-Orbits geben, zu denen die gleiche Konjugationsklasse von Zentralisato-
ren gehort. Wahlt man in zwei derartigen G-Orbits Reprisentanten 2 und
y mit Zg(x) = Zg(y), dann hat man fiir die Orbits offenbar eine kanonische
bijektive Abbildung

Es liegt nahe, solche gleichartigen Orbits zu einem Stratum zusammenzufas-
sen. Die zu einem Zentralisator Z C G gehorige Klasse von zu Z konjugierten

Gruppen bereichnen wir mit (Z), also

(Z):={Z'cG|3aeG:Z =aZa'}.

Definition:

G sei eine Gruppe. Elemente z,y € G haben den gleichen Zentralisator-
typ, wenn ihre Zentralisatoren Zg(z) und Zg(y) in G konjugiert sind. Ist
Z C (G ein Zentralisator, dann ist die zugehorige Z-Klasse in G die Menge

Gy .= {I’ ed ’ Z(;(:B) S (Z)}

Natiirlich hangt Gz nur von (Z) ab.

Satz 13.113
Fiir eine kompakte Liesche Gruppe G sind alle Z-Klassen G differenzier-

bare Untermannigfaltigkeiten von G.
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Beweis: K. Jdnich: Differenzierbare G-Mannigfaltigkeiten, 1.4

Wir kénnen diesen Satz auf die orthogonalen Gruppen O(V') anwenden und
erhalten so, dass die Z-Klassen von O(V') differenzierbare Untermannigfal-
tigkeiten sind. Fiir die Félle dim V = 1,2, 3 kénnen wir das auch ganz leicht
direkt einsehen, indem wir die Z-Klassen explizit beschreiben (vgl. 13.122).
Allerdings ist die Zerlegung von O(V') in Z-Klassen fiir unsere Zwecke noch
ein klein wenig zu grob. Das liegt daran, dass die Multiplikation mit dem
zentralen Element -1 zwar die Z-Klassen in sich iiberfiihrt, nicht aber die
fiir uns auch wichtigen k-Schichten. Wir fithren daher die gemeinsame Ver-

feinerung dieser beiden Zerlegungen ein.

Definition:
V sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, O(V') seine orthogonale
Gruppe, Z C O(V) ein Zentralisator und k eine Zahl 0 < k < n, so dass die
k-Schicht O(V)y, die Z-Klasse O(V)z trifft. Dann ist die zugehorige (Z, k)-
Klasse die Menge

O(V)zr:=0WV)zNO(V).

Wir werden spéter in 13.121 sehen, dass jede Z-Klasse in O(V) in genau
ein oder zwei (Z, k)-Klassen zerfillt, und dass diese ebenfalls Untermannig-
faltigkeiten von O(V) sind.

Die Liesche Gruppe I(X) ist nicht kompakt, und deswegen kann man den
Satz 13.112 nicht direkt anwenden. Trotzdem werden wir zeigen (13.119),
dass die (Z, k)-Klassen von I(X) Untermannigfaltigkeiten von I(X) sind.
Mit dem Wort ,,Mannigfaltigkeit* gehen wir hier absichtlich etwas grof3ziigig
um. Alle hier auftretenden Mannigfaltigkeiten sind differenzierbar, und die
meisten Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, die wir konstruieren, sind
auch differenzierbar. Um Zeilen zu sparen, behaupten und beweisen wir
aber weniger und geben uns mit Aussagen iiber stetige Abbildungen bzw.
Homo6omorphismen usw. zufrieden. Nach all diesen Definitionen kénnen wir
nun genauer sagen, in welchem Sinne wir die Isometrien eines euklidischen

affinen Raumes X klassifizieren wollen. Ziele:
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e Bestimmung der Z-Klassen in I(X) durch diskrete Invarianten der Z-

Klassen.

e Parametrisierung der Konjugationsklassen in einer Z-Klasse durch

kontinuierliche Invarianten der Konjugationsklassen.

e Geometrische Beschreibung der Stratifikation von I(X) durch Z-

Klassen und der Zerlegung der Z-Klassen in Konjugationsklassen.

Der Weg zur Erreichung dieser Ziele ist die Aufspaltung der Probleme in
Teilprobleme fiir Translationen und orthogonale Transformationen mit Hil-
fe der kanonischen Zerlegung, deren Existenz und Eindeutigkeit wir in 13.13
bewiesen haben. Die folgenden Propositionen geben zwei weitere Charak-
terisierungen dieser kanonischen Zerlegung. Die erste fithrt die kanonische
Zerlegung auf die multiplikative Jordanzerlegung zuriick, und zwar mit Hilfe

der treuen Darstellung
p:1(n,R) — GL(n + 1,R),

die wir bereits in Aufgabe 2 zu §8 kennengelernt haben. Sie ordnet der
Isometrie

x— Axr+b, zeR"

die folgende Matrix A zu:

A b

€ GL(n+ 1,R).
0 1

Proposition 13.114
Die treue Darstellung p : I(n,R) — GL(n 4 1,R) iiberfiihrt die kanonische

Zerlegung in die multiplikative Jordanzerlegung.

Beweis: p Uberfiihrt die Translationen in die Matrizen 1;, und diese sind
offenbar unipotent. Die Transformationen mit nicht-leerer Fixpunktmenge
sind nach 13.4(ii) konjugiert zu den orthogonalen Transformationen. Ihre

Bilder unter p sind daher konjugiert zu den Matrizen Ap mit A € O(n,R),
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also halbeinfach nach 12.58. Damit folgt: Ist ¢ = 7-¢ = ¢ - 7 die kanonische
Zerlegung von ¢ € I(n,R) in eine Translation 7 und eine Isometrie ¢ mit
Fixpunkt, dann gilt p(¢) = p(7) - p(v)) = p(¥) - p(7), wobei p(1)) halbeinfach
und p(7) unipotent ist. Wegen der in 11.26(2)(ii) bewiesenen Eindeutigkeit

der multiplikativen Jordanzerlegung folgt also:

Die Identifikation von kanonischer Zerlegung und Jordanzerlegung erlaubt es
uns, das Klassifikationsproblem fiir I(n, R) im Lichte unserer Ergebnisse aus
Abschnitt 11.6 iiber die Klassifikation von Matrizen in GL(n+1,R) zu sehen.
Wir iiberlassen dies dem Leser und beschrianken uns auf die Bemerkung, dass
unsere fritheren Ergebnisse iiber die Jordanzerlegung, insbesondere 11.19,

uns die konstruktive Ausfithrung der kanonischen Zerlegung ermdoglichen.

Beispiel:
Fiir eine beliebige Isometrie des R? aus der 1-Schicht I(3,R); lisst sich die
kanonische Zerlegung wie folgt berechnen. Ps(() sei das folgende Polynom

in ¢ mit Koeffizienten im rationalen Funktionenkorper R(s)

P.(¢) = 2(31—3)[(_3 + 1)+ (28 — 25 — 2)¢* + (=5 — 87 + 5s + 3)¢°

+ (28% =352 —45 — 1)* + (=5 + 82 4+ 65 — 4)¢ + (s* — 25 — 3)].

Ist nun ¢ € I(3,R) und ¢ = ¢ - 7 = 7 - ¢ die kanonische Zerlegung sowie
A(p) der lineare Anteil, dann l&sst sich ¢ und damit auch 7 wie folgt rational

berechnen:
p(1) = Ps(p()) mit s = Spur A(p).

Insbesondere sieht man, dasss fiir alle ¢ aus dieser Schicht die kanonische
Zerlegung stetig von ¢ abhingt, wihrend sie beim Ubergang von dieser
Schicht zur 3-Schicht einen Sprung macht. Durch die folgenden Konstruk-
tionen werden wir zeigen, dass ganz allgemein die Jordanzerlegung in den

einzelnen Schichten stetig ist.
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Definition:
V sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und O(V') seine orthogo-

nale Gruppe. In V' x O(V') definieren wir die folgenden Teilmengen:

E = {(v,) eV xO(V) | veFixy}
F = {(v,)eVx0OWV) | ve (Fixy)t}
E, == ENV xO0V),

F = FNVxO(V)

Die folgenden Abbildungen seien durch die Projektion V' x O(V) — O(V)

induziert:
p: E— O(V) qg: F—0O(V)
Pk - Ek — O(V)k qr - Fk — O(V)

Die Abbildungen p bzw. ¢ sind reelle Vektorraumbiindel mit typischer Faser
R* bzw. R"*. Der grundlegende Begriff , Vektorraumbiindel® ist wie folgt
definiert.

Definition:

Ein stetiges reelles Vektorraumbiindel mit typischer Faser R¥ ist eine
stetige Abbildung p : £ — B zusammen mit einer reellen Vektorraum-
struktur auf jeder Faser E, = p~!(x),z € B, die lokal-trivial von z
abhéingt. Lokale Trivialitdt bedeutet Folgendes: Zu jedem Punkte von
B existiert eine offene Umgebung U C B und ein fasertreuer Homdomor-
phismus p~H(U) — R¥ x U, der auf jeder Faser E,,z € U einen Vektor-
raumisomorphis Ej, = R¥ x {x} induziert. B heifit der Basisraum des

Vektorraumbiindels und E der Totalraum.

Ein Vektorraumbiindel p : E — B ist also eine durch die Punkte x € B
stetig parametrisierte Familie von Vektorrdumen E, von fester Dimension.
Lokal, d.h. iiber geniigend kleinen Umgebungen U eines jeden Punktes von
B ist das Biindel trivial, d.h. es sieht so aus wie das Produkt R* x U. Global

jedoch braucht das Biindel nicht trivial zu sein.

Beispiel:
Fiir V = R? ist O(V); die Menge der Spiegelungen an Geraden durch den
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Nullpunkt und identifiziert sich daher kanonisch mit der Menge dieser Ge-
raden, also mit P;(R). Die Faser von p; : Ey — O(V); iiber dem Punkt
x € P1(R) ist gerade der = entsprechende 1-dimensionale Untervektorraum
von R2. Das eben beschriebene Vektorraumbiindel nennt man auch das
Hopf-Biindel iiber P(R). Der Totalraum ist offenbar fasertreu homéomorph
zum Mobiusband, wihrend der Totalraum des trivialen Biindels R x P;(R)

homdomorph zum Zylinder R x ST ist.

Die oben definierten pr : Exr — O(V)r und ¢ : Fr — O(V)j sind
tatsdchlich Vektorraumbiindel. Die Fasern haben eine Vektorraumstruktur,
denn sie sind als gewisse Untervektorrdume von V' definiert. Und die Be-
dingung der lokalen Trivialitat ist erfiillt. Wir beweisen das zum Beispiel
fir ¢ : Fr, — O(V). Man sieht leicht, dass fir A € O(V)g, die Faser
g, "(A) gleich Bild(A — 1) ist. Gegeben sei ein A € O(V);. Da A — 1 den
Rang n — k hat, kann man n — k linear unabhéngige Spalten von A — 1
auswihlen. Es gibt dann eine Umgebung U von A in O(V)g, so dass die
gleichen n — k Spalten auch fiir alle B € U linear unabhéingig sind. Die-
se Spalten sind aber gerade eine Basis von ¢, '(B) = Bild(B — 1). Bildet
man diese Basis auf die Standardbasis von R” % ab, dann erhélt man einen
Isomorphismus ¢p : qk_l(B) — R"*. Die Abbildung qk_l(U) S Rk x U
mit (v, B) — (¢p(v), B) ist dann ein fasertreuer Homéomorphismus, der auf
jeder Faser einen Vektorraumisomorphismus induziert. Damit ist die lokale
Trivialitédt bewiesen.

Die Vektorraumbiindel Ex, — O(V); und Fp — O(V) sind Untervektor-
raumbiindel des trivialen Vektorraumbiindels V' x O(V);. Fiir die Fasern
iiber jedem Punkt x € O(V) gilt v X {x} = (Eg)z ® (Fk)z. Das triviale
Vektorraumbiindel V' x O(V) — O(V)y, ist also die ,,direkte Summe* der
Vektorraumbiindel E; — O(V), und Fj, — O(V)g. Allgemein definiert man
die direkte Summe von Vektorraumbiindeln £ — B und F' — B als
das Vektorraumbiindel E @ F' — B mit den Fasern (E® F), = E, @ F, fir
alle z € B. In dhnlicher Weise kann man {ibrigens fast alle wichtigen Funk-
toren der linearen Algebra von der Kategorie der R-Vektorrdume auf die
Kategorie der Vektorraumbiindel iiber einem festen Basisraum iibertragen,
z.B. Hom, ®, AP.
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Wir haben also das triviale Biindel in die direkte Summe E & F' gespalten.
Indem wir faserweise auf die beiden orthogonalen Summanden projizieren,

erhalten wir zwei stetige fasertreue Projektionsoperatoren

TEE - V x O(V)k — Ek,
TFk - V x O(V)k — .

Natiirlich sind dies einfach die Beschriankungen der entsprechend definierten
Abbildungen

g : VxOWV)—=E,
7 VxOWV)—F.

Aber E und F sind keine Untervektorraumbiindel von V' x O(V'), weil ihre
Faserdimension von einer Schicht zur anderen ja springt, und 7g,7p sind

nicht stetig.

Jetzt sei X ein euklidischer affiner Raum mit Translationsvektorraum V.

Wir betrachten die kanonische exakte Sequenz
15V SIX)DoW) > 1

Die Fasern von X sind in kanonischer Weise affine Rdume mit Translations-
vektorraum V. Die Abbildung A : I(X) — O(V) ist also an sich kein Vek-
torraumbiindel, sondern nur ein lokal triviales Biindel von affinen Ridumen.
Wir koénnen aber daraus ein triviales Vektorraumbiindel machen, indem wir
in dem affinen Raum X einen Punkt x wéhlen und die zugehorige Spaltung

der kanonischen exakten Sequenz betrachten:

A
1-V-oI(X)=0V)—-1.
Hax

Dies gibt uns fiir jeden Punkt ¢ € O(V') des Basisraumes O(V') einen Punkt
pz (1) in der Faser A=1(z)), und diesen nehmen wir als Nullvektor in dieser
Faser. Dadurch wird das affine Biindel A : I(X) — O(V) zu einem Vektor-

raumbiindel, und zwar zu einem trivialen Vektorraumbiindel, weil alle Fa-
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sern den gleichen Translationsvektorraum V haben. Wir trivialisieren dies

Vektorraumbiindel dementsprechend durch die folgende bijektive Abbildung

V x O(V) 22 I(X)
(v, 9) = Ty - pz(9).

Bei dieser Abbildung wird V' x O(V); gerade auf die k-Schicht I(X); abge-

bildet, und wir erhalten so die schon erwéhnte Trivialisierung von Ag:

V x O(V)k E— I(X)k

| Pk

O(V) == O(V)i

Man koénnte einwenden, dies alles sei nichts anderes als eine komplizierte
Umschreibung mit vielen neuen Worten und Begriffen fiir die wohlbekann-
te und einfache Tatsache, dass sich jede Isometrie des R™ eindeutig durch
x — Azx + b mit A € O(n,R) und b € R™ beschreiben lafit. Trotzdem
ist es wahr, dass die Sprache der lokal trivialen Faserbiindel fiir die Art von
Situationen, die wir hier betrachten — Operationen von Liegruppen auf Man-
nigfaltigkeiten — addquat ist. Ein Hinweis darauf ist schon die Tatsache, dass
die Vektorraumbiindel £y, — O(V); und Fj, — O(V)j nicht trivial sind. Wir

geben jetzt unsere zweite Charakterisierung der kanonischen Zerlegung an.

Proposition 13.115

Essei F ={p € I(X) |Fix ¢ # 0} und & : [(X) — F die Abbildung, welche
¢ € I(X) mit der kanonischen Zerlegung ¢ = ¢ -7 = 7 - ¢ das Element
1 € F zuordnet. Diese Abbildung lasst sich wie folgt durch die Projektion
mr V. x O(V) — F beschreiben. Man wihle ein z € X . Dann ist das

folgende Diagramm kommutativ:

V x O(V) 2 1(X)

] JIx

F—F

Beweis: Ubung.
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In Matrizensprache kann man den wesentlichen Gehalt von 13.115 wie folgt

ausdriicken.

Korollar 13.116
Die Isometrie ¢(z) = Az + b von R™ hat die folgende kanonische Zerlegung
p=tT=T

T(x) = z+c¢

Y(x) = Az +d

Dabei ist b = ¢ + d die Zerlegung von b zu der orthogonalen Zerlegung
R" = Fix (A) @ (Fix A)* in den Eigenraum von A zum Eigenwert 1 und

sein orthogonales Komplement.

Bemerkung:
Aus 13.115 und der Stetigkeit von 7, folgt, dass die kanonische Zerlegung
bei Beschrinkung auf die Schichten I(X) stetig ist.

Wir definieren jetzt diejenige Invariante — genauer: diejenige unter Konju-
gation invariante Funktion auf I(X) — welche den Translationsanteil in der

kanonischen Zerlegung beschreibt.

Definition:
t:1(X) — RT ist die folgendermaBen definierte Abbildung von der Isome-
triegruppe I(X) auf die Menge R der nicht negativen reellen Zahlen. Hat
¢ € I(X) die kanonische Zerlegung ¢ = 7, -1 = ¢ - 7, dann gilt (vgl. Zusatz
zu 13.13):

Hp) = o]l = min{d(z, (x)) | = € X}.

Bemerkung:
Aus der vorhergehenden Bemerkung folgt: Die Beschrankung von ¢ auf die
Schichten I(X)y, ist stetig.

Definition:
(i) Die kanonische Abbildung I(X) — E C V x O(V) ordnet ¢ € I(X)
mit der kanonischen Zerlegung ¢ = 7, - ¢ = % - 7, und dem Linearteil
A, das Element (v, \,) € E zu.
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(ii) O(V') operiert kanonisch auf £ C V' x O(V). Das Element x € O(V)
iiberfithrt dabei (v,7) € V x O(V) in (x(v), x¢px ).

Proposition 13.117

(i) Die kanonische Abbildung I(X) — E induziert eine kanonische bijek-

tive Abbildung I(X)/I(X) — E/O(V).

(ii) Die disjunkte Zerlegung E = UE} induziert eine disjunkte Zerlegung
E/O(V)=UEL/O(V).

(iii) Fir & = 0 induziert die Abbildung py : E — O(V) eine kanonische
bijektive Abbildung

Eo/ O(V) == O(V)o/O(V).

(iv) Fiir k > 0 induziert das Paar von Abbildungen (¢, px) eine kanonische
bijektive Abbildung

E,/O(V) = R* x O(V),/O(V

~—

Beweis:

(i) Wir wéhlen einen Punkt x € X und identifizieren I(X) durch die
Abbildung ¢ : V x O(V) — I(X) mit V x O(V). Die Operation von
I(X) auf sich selbst durch innere Automorphismen geht dadurch in die
Operation des semidirekten Produktes V' - O(V') auf V' x O(V) iiber.
Dabei operiert O(V') kanonisch wie oben, und bei der Operation von
V ist w € V die Transformation (v,%) — (v + w — ¢ (w), ). Nun gilt
aber

Bild(y) — 1) = Kern(y — 1)* = Ej; = Fy.

Fiir den Orbitraum beziiglich der normalen Untergruppe V von V -

O(V) induziert g daher eine kanonische bijektive Abbildung

Vx0O(V)/V=E.
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Diese Abbildung ist mit der Operation von O(V') vertriglich. Daher
erhéilt man schliellich die folgenden bijektiven Abbildungen von Orbi-

traumen.

[(X)/I(X) =V x O(V)/V-0(V) = E/O(V).

(ii) und (iii) sind trivial.

(iv) Die Abbildung Ey/ O(V) — RT x O(V)x/O(V) ist offensichtlich wohl-
definiert. Sie ist surjektiv, denn E, — R* x O(V) ist surjektiv.
Zum Nachweis der Injektivitéit geniigt es, zu zeigen, dass Elemente
(v,9) und (w,) mit ||v]| = ||w]| im gleichen O(V)-Orbit liegen. We-
gen ||v]] = ||w| existiert ein x € O(V) mit x(Fix ¢») = Fix ¢ und
x(v) = w derart, dass X auf (Fix 1)+ als Identitiit operiert. Daraus
folgt (x(v), x¢x ™) = (w,).

Proposition 13.117 reduziert die Bestimmung der Konjugationsklassen in

I(X), d.h. der Elemente des Orbitraumes I(X)/I(X), auf die Bestimmung
der Konjugationsklassen in O(V), d.h. der Elemente von O(V)/O(V). Die-
se Aufgabe haben wir aber in Satz 12.64* erledigt. Auch die Bestimmung
der Zentralisatoren von Elementen aus I(X) l4sst sich mit Hilfe der kanoni-
schen Zerlegung auf das entsprechende Problem fiir O(V) reduzieren. Das

geschieht durch die folgende Proposition.

Proposition 13.118
Es sei ¢ € I(X) eine Isometrie mit kanonischer Zerlegung ¢ =709 =1 or
und mit linearem Anteil A(p) € O(V), und es sei F,, := (Fix A(¢))*. Dann

gibt es einen kanonischen Gruppenisomorphismus

Zy(rix ) (T) X Zor,) (M@) | Fp) = Zix)(#)-
Er ordnet dem Paar (x,,x,) die folgende Isometrie y von X zu:

(@) = X, (7(2)) + x (7(2)2).

Dabei ist 7 die kanonische orthogonale Parallelprojektion von X auf Fix 1.
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Beweis:
Man verifiziert leicht, dass der Homomorphismus in der umgekehrten Rich-
tung, welcher x € Zy(x)(p) das Paar (x| Fix ¢, A(x) | F},) zuordnet, rechts-

und linksinvers zu dem im Satz definierten Homomorphismus ist.
Der Zentralisator Zypixq)(7) wird durch den folgenden Zusatz berechnet.

Zusatz zu 13.118:

Zyyy(T) sei der Zentralisator einer Translation 7 des euklidischen affinen

Raumes Y. Fiir 7 = id gilt Zyy(7) = I(Y). Die anderen Zentralisatoren fiir
die T' # id sind alle zueinander konjugiert und isomorph zu I(k — 1,R) x
I(1,R), wo k =dimY.

Beweis: Ubung.

Proposition 13.119

Der kanonische Homomorphismus A : I(X) — O(V) bildet die Z-Klassen
von I(X) surjektiv auf die (Z,k)-Klassen von O(V') ab. Das Urbild einer
(Z,k)-Klasse von O(V) besteht fiir £ = 0 aus einer Z-Klasse von I(X).
Fiir £ > 0 zerféllt das Urbild in zwei Z-Klassen. Die eine Klasse enthélt die

FElemente im Urbild, die einen Fixpunkt haben, und die andere die Elemente

ohne Fixpunkt. Insbesondere sind die Z-Klassen Untermannigfaltigkeiten
von I(X).

Beweis:

¢ und ¢’ seien Elemente von I(X) in der gleichen Z-Klasse. Es ist zu zeigen,
dass A und \¢’ in der gleichen (Z, k)-Klasse liegen. O.B.d.A. nehmen wir
an, dass ¢ und ¢’ den gleichen Zentralisator Z in I(X) haben. Aus 13.118

folgt fiir den Durchschnitt von Z mit dem Vektorraum V' der Translationen

Fix Ap = ZNV = Fix Ay

Daraus folgt erstens, dass A¢ und A\¢’ in der gleichen k - Schicht von O(V)
liegen. Ferner folgt daraus F, = F/, und wegen 13.118 folgt dann

Zor,) (Mo Fp) = Zor, (A | Fyr).
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Dass die Z-Klassen Untermannigfaltigkeiten sind, folgt nun aus 13.115 und
daraus, das die (Z,k)-Klassen nach 13.121 Untermannigfaltigkeiten von
O(V) sind.

Wir bestimmen jetzt die Zentralisatoren und die (Z, k)-Klassen in O(V'). Da-
zu erinnern wir daran, dass man nach Proposition 12.52 die unitére Gruppe
U(m,C) als Untergruppe von SO(2m,C) darstellen kann. Leicht von der
Darstellung in 12.52 abweichend wollen wir das hier so machen, dass wir
C™ mit R?" durch die Abbildung

(1 4+ Y1y T+ Ym) = (T1, Y1, - - s Tns Ym)

identifizieren. Wir erhalten so:

U(m,C) C SO(2m,R).

Behauptung:
g € SO(2m, R) sei ein Element in orthogonaler Normalform, und zwar mit

m gleichen Diagonalblocks
—b
[ . ] b>0
b a
Dann gilt: Zoom,r)(9) = U(m, C).

Beweis: Ubung.
Hinweis: Identifiziere R?™ mit C™. Dann gilt g(z) = (a + ib) - z. Fiir
h € Zoomr)(g) folgt daraus h € GL(m,C) N O(2m,R) = U(m,C).

Satz 13.120

g € O(n,R) habe die nicht reellen verschiedenen Eigenwerte Ai,..., A,
A, ..., A mit den Multiplizitiiten ny > --- > n, > 0 und die Eigenwerte
+1 bzw. —1 mit den Multiplizitdten ny > 0 bzw. n_ > 0. Dann ist der Zen-

tralisator Zo(,, r)(g) konjugiert zu der Gruppe von Block-Diagonalmatrizen

O(ny) x O(n—) x U(ny) x -+ x U(n,).
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Beweis:
Wegen der obigen Behauptung und wegen Satz 12.64* ist der Beweis ei-
ne Ubung, denn die Elemente aus dem Zentralisator von g lassen die Ei-

genrdume von ¢ invariant.

Definition:

Fiir g € O(n,R) wie oben sei ((g) := (nq,n_,ni,...,n.).

Korollar 13.121

Die (Z, k)-Klassen von O(n,R) werden durch die Invariante ¢ klassifiziert,
d.h. die Funktion ( ist auf jeder (Z, k)-Klasse konstant und nimmt auf ver-
schiedenen (Z, k)-Klassen verschiedene Werte an. Die (Z, k)-Klassen sind
Untermannigfaltigkeiten von O(n,R).

Beweis:
Z C O(n,R) sei ein Zentralisator. Nach 13.120 kénnen wir 0.B.d.A. anneh-
men, dass es Zahlen p,q > 0 und ny,...,n, > 0 gibt, so dass

Z =0(p) x O(q) x U(ny1) x --- x U(ny).

Jedes hinreichend allgemein gewéhlte Element aus dem Zentrum von Z ist
dann eine Block-Diagonalmatrix von folgender Art: Die ersten zwei Diago-
nalblocke sind +1 € O(p) bzw. +£1 € O(g), und dann kommen r Diago-
nalblocke, die jeweils ein einziges Paar von konjugiert komplexen Eigenwer-
ten A\;.\; haben, i = I,...,r, und zwar so, dass diese r Paare {);.)\;} paar-
weise verschieden sind. Das Tupel (ni,...,n,) und das ungeordnete Paar
{p,q} sind also durch Z eindeutig bestimmt. Wegen 13.120 folgt hieraus:
Fiir g mit Zovy(g) = Z gilt

C(g) = (p7q7n17" * 7nT) Oder C(g) = (q7p7n17" * 7n7')'
Daraus folgt:

O(V)zp,UO(V)z, wennp#q
OV)zp wenn p = q

O(V)z = {

Insbesondere ist ¢ auf den ein oder zwei (Z, k)-Klassen, in die O(V') zerfillt,
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konstant, und es nimmt auf verschiedenen (Z, k)-Klassen verschiedene Wer-
te an. Ferner ist ¢ auf O(V)z lokal konstant, da die Funktionen ny und n_
offenbar beide oberhalbstetig sind und ny +n_ = p+q auf O(V)z konstant
ist. ¢ ist also konstant auf den Zusammenhangskomponenten von O(V)z.
Also sind O(V)z, und O(V)z, Vereinigungen von Zusammenhangskom-
ponenten von O(V')z und daher insbesondere Untermannigfaltigkeiten von
Oo(V).

Fiir n < 3 wird die Bestimmung der (Z, k)-Klassen in O(n,R) besonders

einfach:

Proposition 13.122

e Fiir n < 3 sind die (Z, k)-Klassen von O(n,R) durch (n4,n_) ein-
deutig bestimmt. Die beigefiigte Tabelle gibt die moglichen Werte von
(ny,n_) an sowie fiir jedes (n4,n_) einen Typnamen und eine Be-
schreibung der (Z, k)-Klasse als Untermannigfaltigkeit von O(n,R).
Dabei wird O(2,R)™ mit S! C C identifiziert, O(2,R)™ mit P;(R)
und O(3,R)T bzw. O(3,R)™ mit zwei Exemplaren P;"(R) und P; (R)
von P3(R).

e Die Zerlegung in (Z, k)-Klassen ist eine Stratifikation.

e Die Konjugationsklassen sind durch Spur und Determinante eindeutig
bestimmt. Die Menge der Klassen in einem (Z, k)-Stratum wird durch
die Spur bijektiv auf einen Punkt oder ein offenes Intervall abgebildet,

wie es in der Spalte s der Tabelle angegeben ist.
Beweis: Ubung.

Nach all diesen Vorbereitungen kommen wir jetzt endlich zur Beschreibung
der Z-Klassen in I(X) fir dim X < 3. Dazu benutzen wir die folgenden

Invarianten.

Es sei ¢ € I(X) mit linearem Anteil Ap € O(V) und mit kanonischer
Zerlegung ¢ = 1, 0 =Y o Ty,.
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’ n ‘ (ny,n_) ‘ Typ ‘ O(n,R)zx s
1 (1,0) Identitat {1} 1
(0,1) Inversion {-1} -1

(2,0) Identitét {1} 2

5 0,2) Inversion {-1} -2
(0,0) Drehung SEA\ {£1} ] —2,2]

(1,1) Spiegelung P;F(R) 0

(3,0) Identitat {1} 3

(1,2) Geraden-Symmetrie PQ(R) -1

3| (1,0) Drehung P(R) — PF(R)\ {1} |]—1,3
(0,3) Inversion {-1} -3

(2,1) Spiegelung Py (R) 1
(0,1) Drehspiegelung Py (R)— Py (R)\ {-1} | | —3,1]

Tabelle zu Proposition 13.122

Invarianten der Z-Klasse von ¢ :

ny = ny(Ap)
n_=n_(Ap)
0 wenn Fix ¢ # ()
E =
1 wenn Fix ¢ = ()
wenn ny =¢eund n_ =0
sonst.

>
I

[n? —=n% —n_(n_ —2)] +e(ny — 1)
p==[n—ny—n_]+e

[n(n+1) = ny (ng +1) —n_ (n- — 1)) +eny

<
Il

=N
Il
NN RN e A N
— [\

Die geometrische Bedeutung von &, A, i, v erklért Satz 13.123. Hier sei dazu

nur soviel gesagt:
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2 wenn Z C I(X)*
1 wenn Z ¢ I(X)*

K =
A=dimI(X) —dimZ
v=A+p

Invarianten der Konjugationsklasse von :
d=Det(Ap), s =Spur(Ap), t=|v|.

Zu jeder Z-Klasse definieren wir einen Wertebereich Dy fiir (s, t) wie folgt:

D {( ) € R? xn+n_wennn++”—”a|$(n+n_)|<250nst.}
zZ = €,y

y=0wenn e =0,y >0 wenn ¢ = 1.

Zentralisatoren

geben wir geméf 13.120 als direkte Produkte der folgenden Gruppen an:

U(m,C)

I(m) :=I(m,R) U(m) :
=1 O(m,R) .

I(m)" :=1I(m,R)" O(m) :

Satz 13.123

I(X) sei die Isometriegruppe eines euklidischen affinen Raumes X der Di-
mension n < 3. Die Liesche Gruppe I(X) operiert auf sich selbst durch in-
nere Automorphismen und zerfillt dadurch in die Orbits dieser Operation,
die I(X)-Konjugationsklassen. Andererseits zerfillt I(X) in die Z-Klassen
I[(X)z, d.h. die Klassen der Elemente mit gleichem Zentralisatortyp. Die-
se beiden Zerlegungen von I(X) lassen sich mit Hilfe der oben definierten

Invarianten und mit der beigefiigten Tabelle wie folgt beschreiben.
(i) I(z) zerfallt in endlich viele Z-Klassen I(X)z.

(ii) Jede Z-Klasse ist durch die Invariante (n4,n_,¢) eindeutig bestimmt.
Die Tabelle zeigt in jeder Zeile den zu (ny,n_,e) gehorigen Zentrali-
sator Z und auflerdem die dadurch bestimmten Invarianten k, A, u, v

und einen Typ-Namen.



236

Die Klassifikation der Isometrien

(iii)

(vii)

(viii)

Jede Z-Klasse hat k Zusammenhangskomponenten, x = 1 oder k = 2.
Falls k = 2, vertauscht die Konjugation mit Elementen aus I(X)"
die Komponenten nicht, wihrend die Konjugation mit Elementen aus

I(X)~ sie vertauscht.

Jede Z-Klasse ist eine Mannigfaltigkeit. Ihre Komponenten haben alle

die Dimension v.
Die Zerlegung von I(X) in Z-Klassen ist eine Stratifikation.

Jede Z-Klasse I(X)z ist invariant unter Konjugation. Sie ist also die
Vereinigungsmenge der in ihr enthaltenen Konjugationsklassen. Der
Orbitraum I(X)z/1(X) ist die Menge dieser Konjugationsklassen. Er
wird mit der Quotiententopologie versehen. Die Fasern der kanoni-
schen Abbildung I(X)z — I(X)z/I(X) sind die Konjugationsklassen,
die in I(X) 7 enthalten sind.

Die Konjugationsklassen in I(X) 7 sind zu I(X)/Z homomorphe Man-
nigfaltigkeiten. Thre Zusammenhangskomponenten haben alle die Di-

mension .

Die Konjugationsklassen in I(X)z haben x Zusammenhangskompo-
nenten. Diese sind die Durchschnitte der Konjugationsklassen mit den

k Zusammenhangskomponenten von I(X).

Eine I(X)-Konjugationsklasse mit x = 1 ist zugleich eine I(X)*-
Konjugationsklasse. Eine I(X)-Konjugationsklasse mit x = 2 zerfillt
in zwei I(X)T-Konjugationsklassen, nimlich ihre beiden Zusammen-

hangskomponenten.

Die Invarianten (s,t) definieren eine stetige Abbildung 1(X); — R?
mit Bild Dz, und dieses ist homdomorph zu R¥. Die Abbildung indu-
ziert einen Homéomorphismus I(X)z/I(X) — Dz.

Fiir die kanonische Abbildung I(X); — I(X)z/I(X) gibt es einen
Homoomorphismus I(X)z/I(X) — R* und einen I(X)-Aquivarianten
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Homoéomorphismus I(X) 7 — I(X)/Z x R*, so dass das folgende Dia-

gramm kommutiert:

1(X)z I(X)/Z x R*
[(X)z/1(X)—= Rl“

Beweis:

(i)
(i)
(iv)

und (ii) folgen aus 13.118 und 13.120.
folgt aus dem ersten Satz von (viil) zusammen mit (vii), (ix), (xi).

Aus 13.119 und 13.115 folgt, dass jede Z-Klasse I(X) 7 ein lokal trivia-
les Faseriindel iiber der entsprechenden (Z,k)-Klasse von O(V) ist.
Die Fasern sind dabei affine Rdume der Dimension n — ny, wenn
€ = 0, und sie sind die Komplementmengen solcher Rdume in einem
n-dimensionalen affinen Raum, wenn ¢ = 1. Die Faserdimension ist
also n + (¢ — 1)ng.

Die Basisrdume der Faserung, d.h. die (Z, k)-Klassen von O(V') sind
nach 13.122 Untermannigfaltigkeiten von O(V'), deren Komponenten
alle die Dimension %[n(n—1) —n4(ny —1) —n_(n_ —1)] haben. Dar-
aus folgt, dass I(X)z eine Untermannigfaltigkeit von I(X) mit lauter
gleichdimensionalen Komponenten ist, und dass ihre Dimension die
Summe der Dimensionen von Faser und Basis ist. Diese Summe ist

gleich v.
Dies folgt aus 13.116, 13.119 und 13.122.
Dies ist trivial.

Aus 13.118 und 13.120 folgt A = dimI(X) — dim Z. Daraus folgt die
Behauptung.

Aus 13.118 und 13.120 folgt x = 2 genau wenn Z C I(X)', und
sonst k = 1. Wenn k = 1, trifft jede Z-Nebenklasse I(X)*, und
daher ist I(X)"/Z N I(X)" — I(X)/Z surjektiv, also I(X)/Z zu-

sammenhingend, weil I(X)" zusammenhéngend ist. Hingegen ist fiir
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(ix)

k = 2 jede Nebenklasse entweder ganz in I(X)" oder in I(X)~ ent-
halten, und I(X)/Z hat zwei Zusammenhangskomponenten, die aus
den Nebenklassen in I(X )" bzw. I(X)~ bestehen. Der zweite Satz der
Behauptung folgt dann aus (xi).

Nach (viii) ist dies trivial, weil die I(X)"-Klassen in einer I(X)-Klasse

Zusammenhangskomponenten der letzteren sein miissen.

s ist stetig auf ganz I(X), und ¢ auf den Schichten I(X). Also
ist (s,t) sicher stetig auf I(X)z. Dass das Bild Dy ist, folgt aus
13.117 und 13.119 und 13.122. Dass die induzierte stetige Abbildung
I(X)z/I(X) — Dz nicht nur surjektiv, sondern auch injektiv ist,
folgt aus 13.117 und 13.122. Dass die Umkehrabbildung auch stetig
ist, folgt z.B. daraus, dass man fiir jede Z-Klasse leicht einen stetigen
Schnitt Dy — I(X)z angeben kann, d.h. eine stetige Abbildung, de-
ren Komposition mit I(X)z — Dy die Identitéit von Dy ist. Dass Dy

homdoomorph zu R¥ ist, ist trivial.

Die Existenz eines Homdomorphismus I(X)z/I(X) = R* haben wir
schon in (x) nachgewiesen, und wir wéhlen einen solchen Homoomor-
phismus. Durch Komposition mit I(X )z — I(X)z/I(X) erhalten wir
eine stetige Abbildung 7 : I(X)z — R* auf die Basis des trivialen Fa-
serbiindels I(X)/Z x R* — p. Wir konstruieren jetzt auch eine stetige
Abbildung w : I(X)z — I(X)/Z auf die Faser.

Wenn p = 0 ist, besteht I(X)z aus einem einzigen Orbit, und nach
Wahl eines x € I(X)z mit Zentralisator Z haben wir wie frither eine
kanonische Abbildung w : I(X)z — I(X)/Z. Nun sei g > 0. Wir
wéihlen zunéchst einen Orbit beliebig aus und bilden diesen wie eben
auf I(X)/Z ab. Alle iibrigen Orbits bilden wir nun in geeigneter Weise

auf den ausgezeichneten Orbit ab. Dazu unterscheiden wir drei Fille.

1. Fall: p=1und ¢ = 1.
to sei der t-Parameterwert des ausgezeichneten Orbits. Dann ordnen
wir jedem ¢ € I(X)z mit der kanonischen Zerlegung ¢ = 1,01 = o,

das Element ¢’ € 7, 09 = 1 o7, zu mit w = to - v/||v]|.
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2. Fall: y=1und € =0.

so sei der s-Parameterwert des ausgezeichneten Orbits. Dann sind die
Elemente ¢ von I(X)z Drehungen, und wir ordnen jedem ¢ diejenige
Drehung ¢’ mit der gleichen Drehachse Fix ¢’ = Fix ¢ und mit der
Spur s zu, fiir welche Ay’ |}ﬁ>0L in der gleichen Komponente von
O(Fix 1) \ {1, ~1} liegt wie Ap|Fix L.

3. Fall: p = 2.
In diesem Fall sind die Elemente von I(X)z Schraubungen, und wir
kombinieren die Methoden von Fall 1 und 2: Wir normieren die Linge

des Translationsanteils auf ¢y, und wir normieren die Spur auf sg.

In jedem Fall erhalten wir durch Komposition der Abbildung von
I(X)z auf den ausgezeichneten Orbit und der Abbildung dieses
Orbits auf I(X)/Z eine stetige Abbildung w : I(X)z — I(X)/Z.
Wir definieren dann eine Abbildung I(X)z; — I(X)/Z x R* durch
v = (w(p),m(p)), und dies ist der gesuchte, mit der Operation von

I(X) vertrégliche Homéomorphismus.

Damit ist alles bewiesen.

Bemerkungen:

Die obige Klassifikation der Isometrien mag vielleicht auf den ersten Blick
kompliziert erscheinen. Trotzdem sollte klar sein, dass das Prinzip der
Klassifikation einfach ist: Die Klassifikation vollzieht sich in zwei Schritten.
Der erste Schritt ist die Zerlegung von I(X) in Z-Klassen, der zweite Schritt
die Zerlegung der Z-Klassen in I(X)-Orbits. Die folgenden Bemerkungen
haben einen doppelten Zweck: Zum einen sollen sie die Geometrie dieser
beiden Zerlegungen noch weiter konkretisieren, und zum anderen sollen sie
zeigen, dass dieser Ansatz zur Klassifikation wirklich der Natur der Sache

angemessen ist.

Bemerkung 1:
Uber die Stratifikation von I(X) durch Z-Klassen kann man zusitzlich
zu den Aussagen von Satz 13.123 aus 13.115, 13.119 und 13.122 noch
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d ‘ (ny,n_,¢) ‘Z Typ KAuv
n=1

[ (00) 1(1) Indentitat 1000

(1,0,1) I(1)* Translation 2011

-1 (0,1,0) O(1) Inversion 1101
n=2

2,0,0) 1(2) Tndentitat 1000

1 (2,0,1) I(1)* x I(1) Translation 1112

(0,2,0) 0(2) Inversion 1202

(0,0,0) U(1) Drehung 2213

1 (1,1,0) I(1) x O(1) Spiegelung 1202

(1,1,1) I(H)*t x0(1) Gleitspiegelung 1213
n=3

(3.0,0) 1(3) Tndentitat 1000

(3,0,1) ()t x1(2) Translation 1213

1 (1,2,0) I(1) x O(2) Geraden-Symmetrie 1404

(1,2,1) I(1)T x O(2) Geraden-Gleitsymmetrie | 1415

(1,0,0) 1(1) x U(1) Drehung 1415

(1,0,1) I(1)* x U(1) Schraubung 2426

(2,1,0) I(2) x O(1) Spiegelung 1303

1 (2,1,1) I(1)* xI(1) x O(1) | Gleitspiegelung 1415

(0,3,0) 0(3) Inversion 1303

(0,1,0) U(1) x O(1) Drehspiegelung 1516

Zerlegungen von I(X), Tabelle zu Satz 13.123

weitere interessante Informationen gewinnen. Insbesondere ergibt sich
daraus, aus welchen Strata die abgeschlossene Hiille eines jeden Stratums
besteht. Wir kodieren diese Information — ganz &hnlich wie frither im
Anschluss an Proposition 11.50 — durch einen gerichteten Graphen. Die
Punkte p des Graphen entsprechen bijektiv den Strata und sind mit dem
zugehorigen Tripel (ny,n_,€) bezeichnet. Das Stratum zu p bezeichnen wir
fiir den Moment mit C}, und seinen Abschluss mit C,. Wir definieren eine
Partialordnung auf den Strata durch C), > C; < C’p C Cy4. Wir verbinden
Punkte p und ¢ des Graphen durch eine von p nach ¢ gerichtete Strecke,
wenn Cp, > Cy gilt und es kein r mit C), > C, > C, gibt.
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Fiir jedes n zerfillt dann der gerichtete Graph in zwei Komponenten, eine

fiir d = +1 und eine fiir d = —1, die wir Adjazenzdiagramme nennen wollen.

Die beigefiigte Tabelle auf der kommende Seite zeigt die sechs Adjazenz-
diagramme fiir n = 1,2,3 und d = £1. Punkte eines Graphen auf gleicher

Zeile haben die gleiche Dimension v des entsprechenden Stratums.

Bemerkung 2:

In jedem der sechs Féllen = 1,2, 3 und d = +£1 gibt es ein absolut maximales
Stratum, das offen und dicht in der entsprechenden Zusammenhangskom-
ponente von I(n,R) ist. Den I(X)-Orbittyp dieses Stratums nennen wir den
Hauptorbittyp. Beispielsweise haben fiir n = 3 und d = 1 die Schraubun-
gen den Hauptorbittyp. Die Orbits des Haupttyps haben — in ihrer Zusam-
menhangskomponente von I(X) — maximale Dimension, z.B. A = 4 fiir die
Schraubungen. Aufler den Hauptorbits kann es noch andere Orbits ma-
ximaler Dimension geben. Diese nennen wir Ausnahmeorbits. Beispiel:
Fiir n = 3 und d = 1 bilden die Geraden-Gleitsymmetrien, die Drehungen
und die Geradensymmetrien Ausnahmeorbits. Schlielich bleiben noch die
Orbits niedriger Dimension iibrig. Wir nennen sie singulire Orbits. Fiir
n =3 und d = 1 sind dies die Translationen und die Identitét.

Bemerkung 3:

Die Aussagen von Satz 13.123 iiber die Zusammenhangskomponenten
der Z-Strata bzw. der I(X)-Orbits gestatten uns, auf einem orientierten
euklidischen affinen Raum X fiir gewisse Arten von Isometrien von X
Rechts-Typen und Links-Typen zu unterscheiden. Dies ist genau fiir die
Strata mit £ = 2 der Fall, d.h. fiir die Drehungen in der Ebene und die

Schraubungen im Raum.

Drehungen in der Ebene

X sei eine orientierte euklidische affine Ebene, ¢ € I(X) sei eine Drehung
und o € X ihr Fixpunkt. 1 € X sei ein beliebig gewédhlter anderer Punkt
und z2 = p(z1). Es seien S7 und S die Strahlen mit Ausgangspunkt o durch

x1 bzw. z9 und 0 < a < 7 die Bogenldnge des nicht orientierten Winkels
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n=1 d=1 n=1 d= -1 14
101 ® 010 1
I 100 0
n=2 d=1 n=2 d= -1
000 111 3
201 020 I 110 2
200 0
n=3 d=1 n=3 d=-1
101 6
100 121 | 211 5
120 4
301 210 3
300 0

Tabelle 13.1: Adjazenzdiagramme der Z-Stratifikation von I(n,R)

{S1, S2}. Ferner seien v; und vy die Vektoren v; = 07%. Sie bilden eine Basis

(v1,v2) des Translationsvektorraumes V' von X.
Definition:

(o) o heifit Drehpunkt von ¢

(i) « heifit der Drehwinkel von ¢

(ii) Die Drehung ¢ hat positiven Drehsinn, wenn die Basis (v1,v2) die

Orientierung von V représentiert, andernfalls negativen Drehsinn.
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Eine ebene Drehung ist durch Drehpunkt, Drehwinkel und Drehsinn ein-
deutig bestimmt. Die Drehungen mit positivem Drehsinn bilden die eine

Komponente des Stratums der Drehungen, die mit negativem Drehsinn die

andere.
e
< 2 S1
2 [¢]
\Q_s . 2 o
1 1
positiver Drehsinn Orientierung negativer Drehsinn

Identifiziert man X mit der euklidischen Standardebene, dann werden die

Drehungen analytisch wie folgt beschrieben:

. . x cosa —sina x a
positiver Drehsinn: = + O<a<m

Y sina  cosa Y b

. . T cosa sinw T a
negativer Drehsinn: > ] + O<a<m.

Y —sina cosa ) \y b

Drehungen im Raum

X sei ein 3-dimensionaler orientierter euklidischer affiner Raum und ¢ €
I(X) eine Drehung.

Definition:
Die affine Gerade Fix 1 heifit Drehachse von .

Da das Stratum der rdumlichen Drehungen nur eine Zusammenhangskom-
ponente hat, ist es definitiv sinnlos, einer Drehung einen Drehsinn zuordnen
zu wollen, wenn weiter nichts gegeben ist als die Drehung. Das ist auch
anschaulich klar: Blickt man fiir eine gegebene Drehung in Richtung der
Drehachse, so erscheint die Drehung je nach Wahl einer der beiden mogli-
chen Richtungen als Linksdrehung oder Rechtsdrehung. Fin Drehsinn ldsst
sich erst dann bestimmen, wenn eine Richtung ausgezeichnet wird. Das ge-

schieht durch Wahl einer Orientierung der Drehachse.
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@ sei eine rdumliche Drehung mit orientierter Drehachse L. Wir wéhlen eine
zu L orthogonale affine Ebene H. Mittels der Orientierungen von X und
L wird eine Orientierung von H bestimmt, und zwar durch die folgende
Bedingung: Ist (v1,v2) eine positiv orientierte Basis von ﬁ und v3 eine
positiv orientierte Basis von f, dann ist (vq,ve,v3) eine positiv orientierte
Basis von ? Da ¢ die Ebene H invariant ldsst und ¢|H eine Drehung ist,

koénnen wir nun Folgendes definieren.

Definition:

Eine rdumliche Drehung ¢ mit orientierter Drehachse L heifit Rechts-
drehung, wenn die Beschrinkung ¢|H auf eine zu L orthogonale wie oben
orientierte Ebene H positiven Drehsinn hat. ¢ heiffit Linksdrehung, wenn
|H negativen Drehsinn hat. Der Drehwinkel von 1 ist der Drehwinkel von
$|H.

Eine Drehung ist durch orientierte Drehachse, Drehwinkel und Drehsinn ein-
deutig bestimmt. Aber diese Beschreibung ist nicht eineindeutig. Vielmehr
gibt es zu einer Drehung zwei Orientierungen der Drehachse, und zu diesen
gehort ein unterschiedlicher Drehsinn, wahrend der Drehwinkel eindeutig
bestimmt ist. Man muss daher zwischen einer Drehung einerseits und einer
Drehung mit Orientierung der Drehachse andererseits deutlich unterschei-
den. Letztere wollen wir deswegen bei Verwechslungsgefahr lieber polarisier-
te Drehung nennen, und der Deutlichkeit halber polarisierte Rechtsdrehung
bzw. polarisierte Linksdrehung sagen, denn fiir eine nicht-polarisierte Dre-
hung hat die Unterscheidung zwischen rechts und links keinen Sinn.

Was bedeutet der Ubergang von Drehungen zu polarisierten Drehungen?
Um diese Frage zu beantworten, beschrinken wir uns auf die Drehungen,
deren Achsen durch einen festen Punkt gehen, d.h. auf die Drehungen aus
SO(3,R). Und dann lautet unsere Antwort: Der Ubergang zu polarisierten
Drehungen entspricht dem Ubergang zu der zweifachen Uberlagerung

Spin(3,R) — SO(3,R). Dies ldsst sich wie folgt prézisieren:

2. Zusatz zu 13.106

R? = P(H) sei der euklidische Vektorraum der reinen Quaternionen. Dabei
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€s

€y €

Oriu\!(gruns

Y hd
v v \
H xl H

polarisierte

Rechts -Orehung Links-Drehung

polarisierte

wird R? durch (z,vy, 2) + iz + jy + kz mit P(H) identifiziert. 7 : H — P(H)
sei die Projektion m(q) = 4(q — q). Ferner sei % := S3(H) die 3-Sphére der
Einheitsquaternionen, 1 € S3 der Nordpol, —1 € S2 der Siidpol und S? :=
S3 N P(H) der Aquator. Ferner sei 3(q) € [0,7/2] fiir ¢ € S* das Minimum
der Abstinde von Nord- und Siidpol. SchlieBlich sei p : $3 — SO(3,R) die
Darstellung p(¢)(z) = gqrq~'. Dann lisst sich p(q) wie folgt charakterisieren.

(ii) Fiir ¢ € S? ist p(q) die Geradensymmetrie mit Zentrum R,.
(iii) Fiir ¢ € S3\ 82\ {£1} gilt:

(a) p(q) ist eine Drehung mit Drehachse R7(¢) und Drehwinkel 25(q).

(b) p(g) mit der durch 7(q) gegebenen Polarisierung ist eine Rechts-
drehung, wenn ¢ auf der Nordhalbkugel liegt, und eine Linksdre-
hung, wenn ¢ auf der Siidhalbkugel liegt.

Beweis: Ubung unter Benutzung des ersten Zusatzes zu 13.106.
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Schraubungen

X sei ein 3-dimensionaler orientierter euklidischer Raum und ¢ eine Schrau-
bung. Es sei ¢ = 7,019 = ¢ o1, die kanonische Zerlegung und L = Fix 1 der
maximale Translationsunterraum. Die Gerade L ist durch v € f orientiert,

die Drehung mit Drehachse L also polarisiert.

Definition:

© sei eine Schraubung mit kanonischer Zerlegung ¢ = 1,09 = o,
(i) Die orientierte affine Gerade L = Fix 1 heifit die Schraubachse von ¢
(ii) Der Schraubungswinkel von ¢ ist der Drehwinkel von
(iii) Der Translationsmodul von ¢ ist die Lénge ¢t = ||v]|

(iv) ¢ heifit Rechtsschraubunqg bzw. Linksschraubung, wenn die polarisierte

Drehung v eine Rechtsdrehung bzw. Linksdrehung ist.

Offensichtlich ist eine Schraubung durch ihre orientierte Schraubachse,
Schraubungswinkel, Translationsmodul und Schraubungssinn (rechts-links)
eindeutig bestimmt. Die eine Komponente des Stratums der Schraubungen
besteht aus den Rechtsschraubungen, die andere aus den Linksschraubun-
gen.

Bemerkung 4

Ein schones Beispiel fiir das Verhéltnis der Ausnahmeorbits zu den Or-
bits vom Haupttyp ist der Fall n = 2, d = 1. In diesem Fall gibt es zwei
Orbittypen: die Gleitspiegelungen als Haupttyp und die Spiegelungen als
Ausnahmetyp. Die Einbettung dieser Orbits in I(2, R)™ analysieren wir wie
folgt. Wir identifizieren I(2,R)~ = I(2,R); mit R? x O(V)~. Dann identifi-
zieren wir O(V)™ mit P;(R), indem wir jedem Element aus O(V)~ seinen
Eigenraum zum Eigenwert 1 zuordnen. Also identifizieren wir I(2, R)™ mit
R? x P;(R). Das triviale Vektorraumbiindel R? x P;(R) ist die orthogona-
le direkte Summe E7 @ I der beiden friither definierten Vektorraumbiindel
Ey — Pi(R) und F; — P;(R) mit typischer Faser R. E; ist, wie schon frither
bemerkt, das Hopfbiindel. Das Biindel F} ist isomorph zu F; — eine Drehung
um 7/2 in R? iiberfithrt Fy in Ey.
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Also sind die Totalrdume F7 und F} beide homdomorph zum Mobiusband.
Fy ist aber nach 13.115 gerade das Stratum aller Spiegelungen und be-
steht aus einem einzigen Orbit. Der Ausnahmeorbit F} ist also ein M&bius-
band, das so in R? x P;(R) eingebettet ist, wie wir es frither im Anschluss
an Proposition 13.52 durch Figur 1 beschrieben haben. Das Komplement
R? x P (R) — Fy zerfillt in eine 1-parametrige Familie von Orbits vom Haupt-
typ, d.h. Orbits von Gleitspiegelungen. Der Parameter, der die Orbits pa-
rametrisiert, ist ¢ > 0, die Linge des Translationsanteils der kanonischen
Zerlegung. Fiir jeden Punkt x € P;(R) schneidet der Orbit zu t die Faser
R? x {x} in den zwei zu F} , parallelen affinen Geraden mit Abstand ¢ von
F1 ;. Daraus folgt, dass jeder Hauptorbit homdomorph zu einem Zylinder
R x St ist, dass er durch die Projektion 7p; als zweifache Uberlagerung auf
den Ausnahme-Orbit F; abgebildet wird, und dass die Lage jedes Hauptor-
bits in R? x P;(R) relativ zu dem Ausnahmeorbit genau die gleiche ist wie
die von Zylinder und Mdbiusband, die wir frither durch Figur 4 im Anschluss

an Proposition 13.52 beschrieben haben.
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Bemerkung 5

Wir betrachten jetzt die abgeschlossenen Hiillen der Z-Strata von I(n, R)*.
Die Strata, die schon selber abgeschlossen sind, sind die relativen Minima
beziiglich der oben definierten Partialordnung. Fiir die nicht abgeschlos-
senen Strata entsteht der Abschluss durch Vereinigung mit den kleineren
Strata. Welche das sind, entnimmt man sofort aus den Adjazenzdiagram-
men. Beispielsweise ist fir n = 3 und d = 1 und (ny,n_,e) = (1,0,0),
also das Stratum der rdumlichen Drehungen, die abgeschlossene Hiille die
Vereinigung der vier Strata (1,0,0), (1,2,0), (3,0,1) und (3,0,0). Dieses
Stratum I(X)z der rdumlichen Drehungen ist aus dem folgenden Grunde
das interessanteste Stratum. Wéhrend fiir jedes andere Stratum in I(n,R),
n = 1,2, 3, die abgeschlossene Hiille des Stratums wieder eine Untermannig-
faltigkeit von I(n,R) ist, ist dies fiir das Stratum I(3,R)z der rdumlichen
Drehungen nicht der Fall. Die abgeschlossene Hiille dieses Stratums hat in
1 € I(3,R) z eine Singularitit. Diese Singularitidt wollen wir bestimmen. Wir
behaupten, dass die abgeschlossene Hiille des Stratums in einer Umgebung

von 1 genau so aussieht wie die 5-dimensionale Hyperfliache
{(ml, .. ,1‘6) € R6\x1x4 + Toxs + T3xg = 0},

also wie der isotrope Kegel einer nicht entarteten quadratischen Form der
Signatur (3, 3).

Behauptung:

X sei ein 3-dimensionaler euklidischer affiner Raum mit Translationsvektor-
raum V und I(X)z das Stratum der Drehungen. Dann gibt es eine Umge-
bung U von 1 € I(X) und einen analytischen Diffeomorphismus U — V x V|

der I(X), NU auf den Kegel C = (z,y) € V x V | x L y abbildet.

Beweis:

Wir benutzen die in den beiden Zusétzen zu 13.106 beschriebene universelle
Uberlagerung S3(H) — SO(3,R). Wir identifizieren V' mit R? und R? mit
P(H), dem Raum der reinen Quaternionen. Dann bilden wir P(H) bijektiv
auf den Tangentialraum 77(S%) von S3(H) in 1 ab, und zwar durch die
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Abbildung 7 : P(H) — H* mit 7(p) = 1 + p. Schlieflich bilden wir H* durch
die Darstellung p : H* — SO(V) mit p(q)(x) = qrq—' auf SO(V) ab. Mit der
Komposition ¢ = p o 7 erhalten wir dann eine Abbildung ¢ : V' — SO(V),

fiir die man leicht die folgenden Aussagen beweist:
(a) (V) ={y € SO(V) | Spuryp # —1} ist offen in SO(V).
(b) ¢:V — ¢(V) ist ein analytischer Diffeomorphismus.
(c) Fix ¢(v) = R(v) fiir alle v € V' \ {0}.

Nun identifizieren wir I(X)" wie iiblich mit V' x SO(V') und definieren eine
Abbildung ¥ : V x V. — V x SO(V) = [(X)* durch ¥(v,w) = (v, d(w)).
Ferner setzen wir U := V X ¢(v). Dann folgen aus (a), (b), (¢) und 13.115

leicht die folgenden Aussagen:
(d) U =9(V x V) ist eine offene Umgebung von 1 in I(X)*.

(e) U:V xV — U ist ein analytischer Diffeomorphismus.

(f) ¥(C) =1(X),NU.
Damit ist die Behauptung bewiesen. Insbesondere ist damit fiir dim X < 3
auch gezeigt, dass die abgeschlossene Hiille jedes Z-Stratums eine algebrai-

sche Untervarietit von I(X) ist.

Bemerkung 6

Wir haben gesehen, dass fiir jedes Z-Stratum I(X)z der Raum der Kon-
jugationsklassen in diesem Stratum homdéomorph zu Dy ~ R¥ ist. Die
Homo6omorphie wird durch die stetige Abbildung 7z : 1(X)z — Dy in-
duziert, die durch das Paar von Funktionen (s,t) gegeben ist. Die Konju-
gationsklassen in I(X)z werden also durch die Parameterwerte (s,t) € Dy
parametrisiert. Dariiber hinaus impliziert die letzte Aussage von Satz 13.123,
dass es einen stetigen Schnitt vy : Dy — I(X)z gibt, d.h. eine stetige Ab-
bildung, so dass die Komposition 7z o vz die Identitidt von Dy ist. Jedem
Parameterwert (s,t) € Dy ist dadurch eine bestimmte Isometrie v(s,t) in

der zu (s,t) gehorigen Konjugationsklasse 7,'({(s,t)}) zugeordnet. Dieses



250 Die Klassifikation der Isometrien

vz(s,t) konnen wir per definitionem als die Normalform fiir die Isometri-
en dieser Konjugationsklasse ansehen, und diese Normalform vz (s, t) héngt
stetig von dem Parameter (s,t) ab. Wichtig ist nun, dass dariiber hinaus
auch die Abbildung vz o 7z stetig ist, also die Abbildung I(X)z — I(X)z,

die jeder Isometrie ihre Normalform zuordnet.

Wir fragen uns nun, ob sich diese getrennte Behandlung der einzelnen Strata
nicht zu einer einheitlichen Behandlung aller Strata in einer Komponente in
I(X), etwa in I(X)™T, zusammenfiigt. Als Beispiel betrachten wir fiir X =
R3 die Strata in I(X)", wobei I(X) = I(3,R) wie frither als Untergruppe
von GL(4,R) dargestellt ist. Zu jedem Stratum I(X)z gehort ein Bereich
Dy C R?. Diese Bereiche sind disjunkt, und ihre Vereinigung ist die folgende
Teilmenge D C R

D={(s,t)eR?*| -1<5<3,0<t}

Die Zerlegung von D in die Dz wird durch die folgende Skizze beschrie-
ben, wobei die Dz der 6 Strata durch die entsprechenden Tripel (n4,n_,¢)

indiziert sind.

101
~
& 101 Schraubungen
100 Drehungen
121 301 301 Translationen

121 Geraden-Gleitsymmetrien

Sk\ 120 Geraden-Symmetrien

O s @

120 100 300

300 Identitéat

Da I(X)* die disjunkte Vereinigung seiner Strata I(X)z ist und D die
disjunkte Vereinigung der Dy, definiert das Paar von Funktionen (s,t) eine
Abbildung 7 : I(X)* — D, die auf den Strata die Abbildungen 7 induziert.
Wir definieren jetzt eine stetige Abbildung v : D — I(X)" in der umge-
kehrten Richtung durch v(s,t) := A(s,t), wo A(s,t) € I(3,R)T C GL(4,R)
die folgende Matrix ist:
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a(s) —=b(s) 0 0
Als. 1) = b(s) a(s) 0 0 a(s) = s=1
’ 0 0 1 t b(s) = /1—a(s)?
0 0 01

Offenbar gilt ™ o v = idp. Daher definiert die Beschrankung von v auf die
Strata stetige Schnitte vz : Dz — I(X)z von der oben beschriebenen Art.
Es stellt sich die Frage: Warum fassen wir nicht die durch 7 induzierte
bijektive Abbildung 7 : I(X)*/I(X) — D als Parametrisierung aller Kon-
jugationsklassen in I(X)* auf? Warum fassen wir nicht v : D — I(X)* als
Familie von Normalformen fiir alle Isometrien in I(X)" auf?

Bevor wir die Antwort geben, sehen wir ein Beispiel an. Wir betrachten die

fiir -1 < s < 3 definierte stetige Familie von Isometrien

a(s) —b(s) 0 0O

| b(s) a(s) 0 1
BO=1%" 0 10
0 0 0 1

Man sieht leicht: Die ,Normalform* vwB(s) von B(s) ist A(s,0) fir s < 3,
aber A(3,1) fir s = 3. Die ,Normalform“ v7(B) von B héngt also nicht
stetig von B ab! Da v stetig ist, kann dies nur daran liegen, dass 7 nicht
stetig ist, und dies liegt natiirlich an der Unstetigkeit der kanonischen Zer-
legung, auf die wir schon frither hingewiesen haben. Da aber die kanonische
Abbildung I(X)* — I(X)"/I(X) auf den Orbitraum nach Definition der
Quotiententopologie stetig ist und m tiber 7 faktorisiert, folgt aus der Un-
stetigkeit von m, dass auch 7 nicht stetig ist. Die Abbildungen v und =«

induzieren also zueinander inverse Abbildungen 7 und 7, und es gilt:

: D — I(X)1/I(X) ist stetig.
7:1(X)T/I(X) — D ist nicht stetig.

N

3

D ist also nicht homdomorph zum Orbitraum I(X)*/I(X). Wihrend

D ein Raum mit einer ,ordentlichen“ Struktur ist, kann man dies von



252 Die Klassifikation der Isometrien

I(X)"/1(X) nicht behaupten. Insbesondere zeigt das obige Beispiel, dass
dieser Raum nicht einmal das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt: Jede
Umgebung einer Translationsklasse hat mit jeder Umgebung der Klasse
{id} nichtleeren Durchschnitt.

Damit diirfte die Antwort auf die obige Frage klar sein: 7 ist nicht stetig, und
deswegen wére es problematisch, D als Parameterraum fiir die Konjugati-
onsklassen in I(X)™ aufzufassen, vor ist nicht stetig, und deswegen wiire es
problematisch, v o 7 als Normalformenabbildung aufzufassen. Dagegen sind
die Beschrankungen auf die Strata stetig, und dies ist einer der Griinde fiir
die Einfiihrung der Z-Stratifikation. Ginge es nur um die Stetigkeit, so wiirde
allerdings schon die Zerlegung in k-Schichten geniigen. Aber dann wiren die
durch Vereinigung der entsprechenden Dy entstehenden Parameterrdume

nicht mehr Mannigfaltigkeiten:

Bemerkung 7

Die Parametrisierung der Konjugationsklassen ist ein Beispiel aus einer
grofen Vielzahl von mathematischen Problemen, bei denen es darum geht,
eine gewisse Menge von Objekten in Aquivalenzklassen einzuteilen und die
Menge der Aquivalenzklassen in geeigneter Weise zu parametrisieren. In die-
ser letzten Bemerkung geht es uns darum, gemeinsame Ziige solcher Proble-
me hervorzuheben. Die Diskussion ist dabei notwendigerweise nicht forma-
lisierbar.
Das Wort Parameter kommt vom griechischen mapd — uérpov. Es bedeu-
tet etwa soviel wie ,Neben-Maf3“, eine veréinderliche Grofle, die gegeniiber

anderen Verdnderlichen des betrachteten Problems relativ festgehalten wird.
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Welche Gréflen man als Parameter ansieht, hdngt von der jeweiligen Situati-
on und von der Betrachtungsweise des Mathematikers ab, der die Situation

analysiert.

Das Wort Parameter wird heutzutage in einem ziemlich allgemeinen Sinne
verwendet. Héufig z.B. hat man eine Situation von folgender Art. Gegeben
ist eine Menge X von Objekten und eine Menge S von Parameterwerten und
eine Abbildung 7 : X — S, die jedem Objekt z € X einen Parameterwert
7(x) zuordnet. Zu jedem s € S gehort dann die Menge X, = 7 1(s) der
Objekte mit dem Parameterwert s. Man hat also ein System von Mengen
(Xs)ses. Jedoch meint man mit einer ,Parametrisierung® im Allgemeinen
mehr als nur eine Abbildung 7 : X — S oder ein System von Mengen
(Xs)ses im rein mengentheoretischen Sinne. Gewthnlich haben der Objekt-
bereich X oder auch die Objekte x € X oder die Mengen X, und auch
der Parameterbereich S zusétzliche Strukturen, und es wird von 7 : X — S
bzw. (Xs)scs verlangt, dass diese Strukturen in sinnvoller Weise aufeinander
bezogen sind. Bei den hier interessierenden Klassifikationsproblemen gehort
meist zu den Objekten x € X eine bestimmte geometrische Struktur, aus der
sich eine Aquivalenzrelation auf X ergibt, und es wird von der Parametrisie-
rung verlangt, dass die X, die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation

sind.

Selbstverstidndlich handelt es sich dabei nicht um die Produktion mengen-
theoretischer Tautologien — sonst kénnte man als Parametermenge S einfach
die Menge der Aquivalenzklassen nehmen — sondern oft um viel mehr. Oft
handelt es sich bei den Objekten x € X um Objekte ziemlich gleichartiger
Struktur. Es geht dann darum, ein Maf fiir die Variation dieser Struktur zu
finden, wenn x in X variiert. Ein einfaches Beispiel: X sei die Menge der
orientierten ebenen Winkel, die Aquivalenzrelation auf X sei die Kongru-
enz, S das Intervall [0,27] und X — S die Abbildung, die jedem Winkel
sein Bogenmaf} zuordnet.

Ein anderes Beispiel wire die in Bemerkung 6 diskutierte Abbildung = :
I(3,R)" — D. Hier ist X = I(3,R)* die Menge der orientierungserhalten-
den Isometrien des R3, die Aquivalenzrelation ist die Konjugation, S = D

ist eine Teilmenge von R?, und 7 ist die Abbildung, die durch (s,t) gegeben
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wird. Hier werden also die Konjugationsklassen durch (s,t) € D parametri-

siert. Allerdings ist diese Parametrisierung, wie wir gesehen haben, unstetig.

In gewissen besonderen Situationen stellt man an die Parametrisierung
einer Familie von Objekten besonders hohe Anforderungen. In solchen
Situationen sind die Objekte beziiglich einer genau bestimmten Struktur
weitgehend von gleicher Art, und der Parameter ist ein charakteristisches
Maf fiir die Variation dieser Struktur beim Durchlaufen der Aquivalenz-
klassen. S hat eine dem Problem angepasste Struktur, und von 7 : X — S
wird verlangt, dass diese Parameterabbildung mit den Strukturen von
X und S in einer ganz bestimmten Weise vertréglich ist. In derartigen
Situationen nennt man den Parameter s € S nicht einfach Parameter,
sondern Modul (von lateinisch modulus, der Verkleinerungsform von
modus=Maf}). Man nennt dann den Parameterraum S einen Modulraum,
und gegebenenfalls nennt man seine Dimension die Anzahl der Moduln.
Das Problem des Auffindens einer solchen Parametrisierung mit guten
Eigenschaften nennt man ein Modulproblem. Was Moduln sind, ldsst
sich selbstverstandlich nicht allgemein in formaler Weise definieren. Um
ein Modulproblem genau und richtig zu formulieren, muss man jeweils
eine bestimmte konkrete Situation ganz genau studieren. Genau das haben
wir fiir die Isometrien getan. Unser Ergebnis konnen wir folgendermaflen
zusammenfassen: Fiir jedes Z-Stratum I(X)yz ist Dz ein Modulraum fiir
die Isometrien in diesem Stratum. Die Anzahl der Moduln ist u. Die
Abbildung 7z : I(X)z — Dz wird durch die Moduln (s,t) beschrieben.
Die Konstruktion des Homdomorphismus 7z : I(X)z/1(X) — Dz 16st ein
»grobes* Modulproblem, und die Konstruktion der stetigen Familie von

Normalformen vz : Dz — I(X) 7 16st ein ,feines* Modulproblem.

Die bei der Klassifikation der Isometrien eingefithrte Terminologie mit Na-
men wie ,,Drehung® oder ,,Schraubung® fiir gewisse Typen von Isometrien
konnte suggerieren, dass dabei von Bewegungen im Raume die Rede ist.
Das ist jedoch nicht so. Wir haben bereits frither in Abschnitt darauf hin-
gewiesen, dass der mathematische Begriff , orientierungserhaltende Isome-

trie“ nicht den physikalischen Begriff der Bewegung mathematisch fasst,
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sondern den Begriff der Lageinderung. Durch eine Lageinderung wird
ein beliebiger im Raum befindlicher Korper in eine andere Lage tiberfiihrt.
Mathematisch: Durch eine Isometrie ¢ € I(X) wird eine beliebige Teilmen-
ge Y C X auf eine zu Y kongruente Teilmenge Z = ¢(Y) abgebildet. Der
physikalische Begriff der Bewegung im Sinne der stetigen zeitabhéngigen La-
gednderung von im Raume befindlichen starren Kérpern wird mathematisch
durch den Begriff der parametrisierten Kurve in I(X) gefasst. Darunter
verstehen wir hier eine stetige Abbildung ¢ : J — I(X) eines offenen oder
abgeschlossenen Intervalls J C R in die Liesche Gruppe I(X) der Isometri-
en des euklidischen Raumes X. Im Folgenden sei stets das Intervall J = R
zugrundegelegt. Es sei also ¢ : R — I(X) eine stetige Abbildung von R nach
I(X) und es sei ©(0) = 1. Fiir alle t1,t3 € R ist dann o(t2)@(t1) ! diejeni-
ge Lageéinderung, welche die durch ¢(t1) herbeigefiihrte Lage in die durch
©(t2) herbeigefiihrte Lage iiberfiihrt. Die einfachste Annahme iiber die Be-
wegung ¢ ist nun zweifellos die, dass diese Lagesinderung o(t2)p(t1) ™! nur
von der Zeitdifferenz to — t; abhéngt. Diese Bedingung ist zusammen mit

der Bedingung ¢(0) = 1 offensichtlich dquivalent zu der Bedingung

p(s+1t) = p(s) - p(t).

Die einfachsten Bewegungen in einem euklidischen affinen Raum X sind also

die stetigen Homomorphismen ¢ : R — I(X).

Definition:
G sei eine Liesche Gruppe. Eine einparametrige Untergruppe von G ist

ein stetiger Gruppenhomomorphismus ¢ : R — I(X).

Fir G = GL(n,R) und G = GL(n,C) hatten wir diesen Begriff schon
frither in Abschnitt 11.7 eingefiihrt. Die dort gewé&hlte Bezeichnung ,,1-
Parametergruppe in G“ wére eigentlich besser als , einparametrige Unter-
gruppe von G, denn die Abbildung ¢ : R — G ist ja keine Untergruppe
von G und ist wohl zu unterscheiden von ihrem Bild ¢(R), welches wirklich
eine Untergruppe von G ist. Da sich diese Terminologie aber nun einmal
eingebiirgert hat, benutzen wir sie auch.

Die einparametrigen Untergruppen von GL(n,R) und GL(n,C) haben wir
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in Satz 11.56 mit Hilfe der Exponentialabbildung beschrieben, und mit Hil-
fe von Satz 12.69 und Satz 12.71 ergibt sich daraus im Prinzip auch eine
Beschreibung der einparametrigen Untergruppen von U(n,C) und O(n,R).
Ferner haben wir in Abschnitt 11.7 fiir GL(2,R) eine Tabelle aufgestellt, in
der die einparametrigen Untergruppen in 14 Typen eingeteilt wurden. Jetzt
ist es unser Ziel, die einparametrigen Untergruppen der Isometriegruppe
I(X) eines euklidischen Raumes X zu bestimmen, weil sie die einfachsten
Bewegungen in X beschreiben. Der Schliissel dazu ist wieder die kanoni-
sche Zerlegung, durch die wir das Problem auf die Bestimmung der einpa-
rametrigen Untergruppen von O(n, R)reduzieren. Vor der dies darlegenden

Proposition beweisen wir noch die folgende

Behauptung:
Fiir die multiplikative Jordanzerlegung von kommutierenden Automorphis-
men ¢, ¢ eines endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem perfekten

Kérper gilt
(@) (¢ ¢)s=ws s und (¢ ¢")u = pu - @,
(b) @s, ©s, pu und @), kommutieren paarweise.

Beweis:

(b) folgt daraus, dass die Jordanzerlegung eindeutig und konjugationsin-

variant ist.

(a) folgt aus (b) und daraus, dass das Produkt kommutierender Auto-
morphismen halbeinfach bzw. unipotent ist, wenn beide Faktoren es

sind.

Proposition 13.124

X sei ein euklidischer affiner Raum und ¢ : R — I(X) eine einparametrige

Untergruppe der Isometriegruppe I(X). Fiir jedes ¢t € R sei p(t) = 7(¢) o
P(t) = ¥(t) o 7(t) die kanonische Zerlegung in eine Translation 7(¢) und
eine Isometrie ¥ (t) mit Fixpunkt. Fiir die dadurch definierten Abbildungen
7:R = I(X) und ¢ : R — I(X) gelten folgende Aussagen:

(i) Fiir alle s,t € R kommutieren 7(s), 7(t), % (s), 1 (t) paarweise.
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(i) Fix ¢ := MerFix ¥(t) # 0.

(iii) ¢ : R — I(X), ist eine einparametrige Untergruppe der Isotropiegrup-
pe I(X), von z € Fix 9.

(iv) 7 : R — T(X) ist eine einparametrige Untergruppe der Translations-

untergruppe, die Fix ¢ invariant lasst.

Beweis:

(i) Die kanonische Zerlegung ist nach 13.114 ein Spezialfall der multipli-
kativen Jordan-Zerlegung. Daher folgt die zu beweisende Aussage aus

der vorhergehenden Behauptung.

(ii) Wir beweisen zunéchst die schwéchere Aussage, dass fiir endlich viele
t1,...,tx € R stets Fix ¢(t1) N --- N Fix ¢(tg) # 0 gilt per Induk-
tion iiber k. Fiir k = 1 gilt Fix ¢ (¢1) # 0 nach Voraussetzung. Fiir
den Schluss von k auf k + 1 sei z € Fix ¢(t1) N --- N Fix ¥(tx) und
y € Fix ¢(tx41) der eindeutig bestimmte Punkt in Fix 1 (tx41) mit mi-
nimalem Abstand von z. Weil die v (¢;) wegen (i) paarweise kommutie-
ren, ist Fix ¢ (ty41) invariant unter allen ¢ (¢;), und es gilt ¥ (¢;)(z) = =
firi = 1,..., k. Daraus folgt ¥ (¢;)(y) = y wegen der Eindeutigkeit von
y, also y € Fix ¢(t1) N--- NFix ¢ (tg1).

Nun zur Hauptaussage. Die Durchschnitte Fix ¢(¢t1) N ... N Fix ¥(tg)
sind also nichtleer und daher affine Teilrdume. Es sei m =
min {dim (Fix ¥(t1) N...NFix ¥(t)) |t1,...,tx € R}. Wir wihlen
t1,...,tx € R so, dass dim (Fix ¢ (t1) N ... NFix ¥(tx)) = m. Aus der
abgeschwéchten Behauptung und der Minimalitét von m ist dann auch
Fix ¢ (t) N Fix ¢(t1) N --- N Fix (¢;) ein affiner Raum der Dimension
m. Aber daraus folgt Fix ¢(t) D Fix ¢(t1) N --- N Fix (ty) fiir alle ¢,
also Fix ¢ = Fix ¢(t1) N -+ - N Fix 9 (t) # 0.

(iii) Wegen (i) und (ii) ist klar, dass es ein = € Fix 1 gibt, und dass dann
¢ ein Gruppenhomomorphismus ¢ : R — I(X), ist. Die Stetigkeit von
1 folgt dann aus der Stetigkeit von ¢, der Stetigkeit von A : I(X) —
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O(V), der Stetigkeit der zu = gehorigen Spaltung g : O(V) — I(X)
mit Bild I(X), und aus ¢ = p, o Ao .

(iv) Wegen (i) ist 7 ein Gruppenhomomorphismus 7 : R — T(X). Die
Stetigkeit von 7 folgt aus der Stetigkeit von ¢ und @ und aus 7(t) =
o)y (t)~L. Da ferner 7(t)y(s) = (s)7(t) fiir alle s und ¢ gilt, lisst

7(s) alle Fix 1 (t) invariant, also auch Fix .

Definition:

Die Zerlegung ¢ = 79 = 97 einer einparametrigen Untergruppe ¢ von I(X)
im Sinne von 13.124 in die miteinander kommutierenden einparametrigen
Untergruppen 7 und ¢ von I(X) heifit die kanonische Zerlegung von .
Die einparametrigen Untergruppen 7 und ¥ nennen wir die Translations-

komponente von ¢ und die Rotationskomponente von .

Durch die folgende Definition erhalten wir eine grobe Typeneinteilung der

einparametrigen Untergruppen von I(X).

Notation:
p=1 & Vt pt)=1
pZl < Tt p(t) #1

Definition:
© sei eine einparametrige Untergruppe von I(X) mit Translationskomponen-
te 7 und Rotationskomponente . ¢ ist trivial, wenn p = 1.
Fiir ¢ # 1 definieren wir:
(i) ¢ ist eine Translationsbewegung < 7#1, ¢ =1
(ii) ¢ ist eine Rotationsbewegung &S =1Ly #1
(ili) ¢ ist eine Schraubenbewegung S Tty £

Fiir dim X > 3 ist diese Typeneinteilung — gemessen an der Z-Stratifikation
von I(X) — zu grob. Hingegen werden wir fiir dim X < 3 sehen, dass sie
fein genug ist: Die Typen entsprechen bijektiv den Z-Strata I(X)z mit 1 €
[(X)z.

Korollar 13.125
¥ : R — SO(n,R) und 7 : R — R™ seien einparametrige Untergruppen, und
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es sei T(R) C Fix ¢ = N Fix ¢(t). Es sei ¢ : R — I(n,R) definiert durch
o(t) = 7(t)1(t). Dann ist ¢ eine einparametrige Untergruppe von I(n,R)
mit Translationskomponente 7 und Rotationskomponente 1. Man erhélt so
alle einparametrigen Untergruppen von I(n, R), deren Rotationskomponente
0 € R™ als Fixpunkt hat, und durch Konjugation mit Translationen erhélt

man daraus alle einparametrigen Untergruppen von I(n, R).

Proposition 13.126

Die einparametrigen Untergruppen von R” sind genau die Vektorraumho-

momorphismen 7 : R — R”. Sie sind also die Abbildungen 7, mit 7,(t) = tv
und v € R".

Beweis: Ubung.

Definition:

Der Vektor v heifit die Geschwindigkeit der Translationsbewegung ,.

Proposition 13.127

Es sei n = 2k oder n = 2k + 1 und es sei SO(2,R)* = SO(2,R) x --- x
SO(2,R) € SO(n,R) der maximale Torus, der aus allen Blockdiagonalma-
trizen mit k£ Diagonalblocken aus SO(2,R) an den ersten k Stellen besteht.

Dann ist jede einparametrige Untergruppe von SO(n,R) konjugiert zu einer

einparametrigen Untergruppe von SO(2, R)*.

Beweis:

Dies folgt aus einer Verallgemeinerung von 12.63: Jedes kommutieren-
de System von orthogonalen Matrizen ldsst sich durch eine Konjugation
simultan in orthogonale Normalform iiberfiithren. (Siehe z.B. Gantmacher,
Band 1, §15, Satz 12).

Proposition 13.128

P R — SO(Q,R)k sei eine einparametrige Untergruppe des maximalen
Torus, 7; : SO(2,R)¥ — SO(2,R) die Projektion auf den i-ten Faktor und
¥; := m;o. Dann sind die ¥; : R — SO(2,R) einparametrige Untergruppen
von SO(2,R), und es gilt ¢(t) = 11(¢t) X -+ x YPx(t). Umgekehrt gehort auf

diese Weise zu jedem k-Tupel (¢1, ..., %) von einparametrigen Untergrup-

pen von SO(2,R) eine einparametrige Untergruppe von SO(2, R)*.
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Beweis:  trivial.

Proposition 13.129
Die einparametrigen Untergruppen von SO(2,R) sind genau die folgenden
Abbildungen: 1, : R — SO(2,R):

cos(wt) —sin(wt) cR
w

¢w(t) = [

sin(wt)  cos(wt)

Identifiziert man SO(2,R) mit S*(C), dann gilt also:

@Z}w(t) — eiwt)
Beweis: Ubung.

Definition:
Fiir w # 0 heifit w € R die Winkelgeschwindigkeit der ebenen Drehbe-
wegung ,,. Der Drehsinn von v, ist positiv fiir w > 0 und negativ fiir

w <0.

Proposition 13.130
Jede einparametrige Untergruppe von SO(3,R) ist in SO(3, R) konjugiert zu

einer eindeutig bestimmten einparametrigen Untergruppe v, von folgender

Form:

cos(wt) —sin(wt) 0
hy(t) = | sin(wt)  cos(wt) 0 |w>0
0 01

Beweis:  Prop. 13.127 — 13.129.

Notation:

w=w(¥) < 1) ist konjugiert zu 1.

Definition:
Die Winkelgeschwindigkeit der rédumlichen Drehbewegung ¢ : R —
SO(3,R) ist der eindeutig bestimmte Vektor w € R? mit folgenden Eigen-

schaften:



Kapitel 13.5 261

(i) Rw =Fix ¢

(i) [lwl] = w(e)

(iii) Mit der durch w représentierten Orientierung von Fix v ist ¢ (¢) fiir
hinreichend kleine positive ¢ eine Rechtsdrehung im orientierten Stan-

dardraum R3.

Unsere fritheren  Aussagen iiber die universelle Uberlagerung
p :Spin (3,R) — SO(3,R) der orthogonalen Gruppe durch die Spin-
gruppe gestatten uns eine schéne und sehr anschauliche Beschreibung der
einparametrigen Untergruppen von SO(3,R). Jede solche einparametrige
Untergruppe lésst sich ndmlich eindeutig zu einer einparametrigen Unter-
gruppe ¥ : R — Spin(3,R) von Spin(3,R) hochheben, d.h. es gibt genau

ein solches 1; mit ¢ =po 1;, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Spin(3,R)

Wir erinnern an die Zusétze zu 13.106 und an 13.109. Dort haben wir die
Uberlagerung p mit der universellen Uberlagerung S — P3(R) des pro-
jektiven Raumes durch die 3-Sphire S® = S3(H) der Einheitsquaternionen
identifiziert und den euklidischen Standardvektorraum R?® mit dem Raum
P(H) C H der reinen Quaternionen. Wir fassen P(H) C H als Aquatorebene
fiir S3(H) auf, S% = P(H)NS? als Aquator und 41 bzw. —1als Nordpol bzw.

Siidpol. Die Grofikreise durch Nord- und Siidpol nennen wir Lingenkreise.

Proposition 13.131
Die nichttrivialen einparametrigen Untergruppen t von Spin(3,R) und v

von SO(3,R) lassen sich geometrisch wie folgt beschreiben.

i) Die Zuordnung b 1p = p o) definiert eine ijektion zwischen ein-
i) Die Zuord po i defi Bijek h
parametrigen Untergruppen von Spin(3,R) und SO(3,R).

(ii) Die Bilder ¢(R) sind genau die Léngenkreise in S. Die Bilder ¢ (R)
sind genau die projektiven Geraden durch 1 in P3(R).
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(iii) 1 parametrisiert den Léngenkreis durch ein konstantes Vielfaches der
Bogenlinge, nimlich 1(¢[0,t]) = Jw(y)t.

(iv) Der Léngenkreis ¢)(R) schneidet den Aquator S in den beiden Punkten
(+ 7/w(1)), und 7/w(1) ist das kleinste positive ¢ mit ¥ (t) € S2.

(v) Die Drehachse Fixt) von ¢ ist der Durchschnitt der Aquatorebene mit
der Ebene durch den Langenkreis R.

(vi) Die Winkelgeschwindigkeit von ) ist der Vektor w = w(t))ih(r/w(1))).

Die Propositionen 13.125 und 13.124 enthalten im Prinzip eine Bestimmung
aller einparametrigen Untergruppen von I(n,R). Sie zeigen insbesondere,
dass jede einparametrige Untergruppe ¢ : R — I(n,R) nicht nur stetig,
sondern sogar differenzierbar ist. Deswegen kann man der differenzierbar
parametrisierten Kurve ¢ in I(n,R) den Tangentialvektor ¢(0) zuordnen.
Dies ist ein Tangentialvektor an die Mannigfaltigkeit I(n, R) im Punkte 1 €
I(n,R). Der Tangentialraum von I(n, R) im Punkte 1 ist per definitionem die
Liealgebra i(n, R) von I(n, R). Stellt man I(n, R) wie frither als Untergruppe
von GL(n+1,R) dar, dann wird i(n, R) eine Lie-Unteralgebra der Liealgebra
gl(n+1,R) =M((n+1) x (n+1),R) mit der Lieklammer [A, B] = AB— BA,

und zwar
i(n,R) = { [%%] € glin+1,R) |1X = —X}.

Dabei bilden die antisymmetrischen n x n—Matrizen gerade die Liealgebra
so(n,R) von SO(n,R), also:

so(n,R) = {X € M(n xn,R) | *X = —X}.

Jeder einparametrigen Untergruppe ¢ von I(n,R) bzw. von O(n,R) ist also
ein Element X, = ¢(0) aus i(n,R) bzw. aus so(n, R) zugeordnet. Umgekehrt
gehort zu jedem Element X € i(n,R) bzw. X €so(n,R) eine einparametrige
Untergruppe ¢x von I(n,R) bzw. O(n,R), ndmlich

ox(t) :=exp (tX)
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Aus den Sétzen 11.56 und 12.71 folgt, dass diese Zuordnungen zueinander

invers sind.

Proposition 13.132

Die Zuordnungen X — ¢x und ¢ — X, definieren zueinander inverse

bijektive Abbildungen zwischen den Liealgebren i(n,R) bzw. so(n,R) und
den Mengen der einparametrigen Untergruppen von I(n, R) bzw. SO(n,R).

Die Liegruppen I(n,R) bzw. O(n,R) operieren auf ihren jeweiligen Liealge-
bren durch Konjugation. Dabei iiberfithrt die Matrix A aus der Gruppe die
Matrix X aus der Liealgebra in die Matrix AX A~! aus der Liealgebra. Dieser
Operation entspricht natiirlich die Operation der Gruppe auf der Menge ih-
rer einparametrigen Untergruppen durch Konjugation: X 4 x4-1 = AXSOA_l.
Dadurch wird das Problem der Klassifikation der einparametrigen Unter-
gruppen von I(n,R) zu einem Klassifikationsproblem fiir die Orbits der
yadjungierten Darstellung®, d.h. der Operation von I(n,R) auf i(n, R) durch
Konjugation.

Dieses Problem kann man nun ganz dhnlich behandeln wie vorher das Pro-
blem der Klassifikation der Orbits der Operation von I(n,R) auf sich selbst
durch Konjugation. Das neue Problem ist sogar, wie wir sehen werden, noch
etwas einfacher, weil wir es jetzt mit einer linearen Darstellung von I(n,RR)
zu tun haben. Das Klassifikationsproblem wird wieder in zwei Schritten
gelost. Man zerlegt i(n, R) zunéchst in Strata mit gleichem Orbittyp, wobei
Elemente von i(n,R) gleichen Orbittyp haben, wenn ihre Isotropiegruppen
in I(n,R) konjugiert sind. Anschliefend zerlegt man die Strata in I(n,R)-
Orbits. Die Menge der I(n, R)-Orbits kann man dann durch die Punkte eines
»2Modulraums® in geeigneter Weise stetig parametrisieren und das Stratum
selbst als Faserbiindel iiber diesem Modulraum mit dem typischen Orbit als
Faser darstellen. Dabei gewinnt man die Moduln aus der kanonischen Zerle-
gung der einparametrigen Gruppen. Dieser kanonischen Zerlegung entspricht

dabei in der Liealgebra genau die additive Jordanzerlegung.

Proposition 13.133
Hat X € i(n,R) die additive Jordanzerlegung X = X + X,, in halbein-
fachen Anteil X und nilpotenten Anteil X,,, dann hat die zugehdorige ein-
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parametrige Untergruppe ¢x von I(n,R) die kanonische Zerlegung in die

Translationskomponente 7 = ¢x, und die Rotationskomponente 1 = px,.

Wir fithren dieses Programm fiir die Klassifikation der einparametrigen Un-
tergruppen von I(n,R) jetzt fir n = 3 aus, wihrend wir die Félle n = 1
und n = 2 dem Leser iiberlassen. Das Besondere am Fall n = 3 besteht
aus dieser Sicht darin, dass man so(3, R) mit R? identifizieren kann, also die
Liealgebra von SO(3,R) mit dem Raum R3, auf dem die Gruppe SO(3,R)
operiert. Fiir ¢ = (1, (2,(3) € R3 definieren wir (vgl. Aufgabe 42 zu §10):

0 -G ¢
()= ¢ 0 —¢ | €s0(3,R)
-G G 0

Dann gilt X({ x ) = [X(¢),X(n)]. Die Zuordnung ¢ — X(¢) definiert
also einen Isomorphismus von Liealgebren R3 — so(3,R), wenn wir die
Lieklammer fiir ¢,n € R3 durch [¢(,n] := ¢ x 1 definieren. Ferner gilt
X(C) -n = [¢,n] fur das Produkt der Matrix X (¢) mit dem Spaltenvek-
tor n, und fiir A € O(3,R) gilt AX(¢) A™! = X(det A - AC). Nunmehr ist
klar, was die Bedeutung der oben definierten Winkelgeschwindigkeit ist.

Proposition 13.134

Fiir jede Drehbewegung ¢ : R — SO(3,R) sei w(v) die Winkelgeschwindig-
keit, und fiir v» = 1 sei w(¢)) = 0. Fiir X € so(3,R) sei ¢x die zugehori-
ge einparametrige Untergruppe von SO(3,R), also ¢¥x(t) = exp (tX). Fir
¢ € R? sei X(¢) € s0(3,R) wie oben definiert. Dann gilt: Die Zuordnungen

¢ +— X(¢) und X — w(¢x) definieren zueinander inverse Isomorphismen

von Liealgebren

R3 = SO(3,R)

Wir wenden uns nunmehr den einparametrigen Untergruppen von I(3, R) zu,
also den Elementen von (3, R). Diese Liealgebra konnen wir folgendermaflen

beschreiben. Auf R3 x R? definieren wir eine Lieklammer wie folgt:

[(va)> (77710)] = (C X 1,¢ X w, —n X U)'
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Wir ordnen der Matrix (n,v) € R? x R3 die folgende Matrix X (¢,v) €

i(3,R) C gl(4,R) zu
X(¢v) = [ 2o ]

Die Zuordnung definiert einen Isomorphismus von Liealgebren:
R? x R? 5 i(3,R)

Die additive Jordanzerlegung, die ja nach 13.133 der kanonischen Zerlegung
der einparametrigen Untergruppen entspricht, kénnen wir in R? x R3 wie

folgt beschreiben.

(va) (va - C )C) (0,’0)3 = (070)
(€ v)n = (0, C) (0,00) = (0,v)
fiir ¢ # 0. fir ¢ = 0.

Man sieht: Die additive Jordanzerlegung und damit auch die kanonische
Zerlegung einparametriger Untergruppen ist fiir (lim 0 ebenfalls unstetig.
Die adjungierte Operation von I(3,R) auf i(3,R) lisst sich in R? x R? wie
folgt beschreiben. Fiir A € O(3,R) und b € R3 sei Ay(x) € I(3,R) die
Transformation Ay(x) = Az + b. Dann gilt:

Ap(Cv) Ayt = (det A - AC, Av + det A - X (b) AQ).

Hieraus ergibt sich leicht die Zerlegung von i(3,R) = R3 x R3 in Strata
gleichen Orbittyps. Sie wird durch die Tabelle auf der folgenden Seite be-
schrieben, die in der Spalte Z die Isotropiegruppen zeigt.

FEin Vergleich mit der Tabelle auf Seite 240 zu Satz 13.123 zeigt: Die Iso-
tropiegruppen der Strata in (3, R) sind die gleichen wie die Zentralisatoren
der Strata Iy C i(3,R) mit 1 € 1. Fiir das entsprechende Stratum C von
i(3,R) gilt exp(C'z) = . Insbesondere wird der Kegel

= {(¢,v) € R® x R*| (¢, v) = 0}
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STRATUM A BEWEGUNGS-TYP
Cy:={(0,0)} 1(3) Identitét

Cy :={(0,v) € R? x R3|v # 0} I(1)* x I(2) | Translationsbewegung
Cr={(¢,v) €RPxR3| (¢,v) =0, #0} | I(1) x U(1) | Rotationsbewegung
Cs = {(¢,v) € R® x R3| (¢,v) # 0} I(1)" x U(1) | Schraubenbewegung

durch die Exponentialabbildung auf den Abschluss Iz des Stratums der

Drehungen abgebildet, den wir oben in Bemerkung 5 untersucht haben.

Wir wenden uns jetzt der Aufgabe zu, fiir jedes der vier Strata die Orbits in
diesem Stratum durch einen ,,Modul* zu parametrisieren und die Elemente
in einem Orbit durch einen ,,orbitalen* Parameter. Dazu gehort die Be-
schreibung des Wertebereichs des ,Moduls®“, den wir ,,Modulraum* nennen,
und die Beschreibung des typischen Orbits als Wertebereich des ,,orbitalen

Parameters®.

Translationsbewegungen:

Jede Translationsbewegung 7 ist durch ihre Geschwindigkeit v(7) € R3 \
{0} eindeutig bestimmt. Der Modul ist ||v(7)|, der Modulraum R, die
Menge der positiven reellen Zahlen. Der typische Orbit ist S?, der orbitale
Parameter v(7)/ [|[v(7)]|. Zu (0,v) € Cy gehort die Translationsbewegung mit
der Geschwindigkeit v.

Rotationsbewegungen:

¥ : R — I(3,R) sei eine Rotationsbewegung. Durch Komposition mit dem
kanonischen Homomorphismus A : I(3,R) — O(3,R) erhilt man eine einpa-
rametrige Untergruppe A - 1) von SO(3,R). Diese ist durch ihre Winkelge-
schwindigkeit w(A - 1) eindeutig bestimmt. Wir definieren: Die Winkelge-
schwindigkeit von v ist w(t) := w(\-v) € R3\ {0}. Die Winkelgeschwin-
digkeit der zu (¢, w) € C, gehorigen Rotationsbewegung v ist w(¢) = (.

Als Modul benutzen wir den Betrag der Winkelgeschwindigkeit w(y) =
|lw(w)]]. Der Modulraum ist R*. Der Vektor w()) ist eine Basis von Fi;@b
und definiert daher eine Orientierung der affinen Geraden Fix 1. Wir be-

zeichnen diese orientierte Drehachse mit Fix ¢ 1. Sie ist der orbitale
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Parameter. IThr Wertebereich — der typische Orbit — ist die Menge aller ori-
entierten affinen Geraden in R3. Diese Menge kann man mit dem Tangen-
tialbiindel der 2-Sphire T(S?) identifizieren. T(S?) — S? ist ein nicht-
triviales Vektorraumbiindel mit Basisraum S? und typischer Faser R2.

Der Totalraum ist der Folgende:
T(5%) ={(¢v) e R x R* | [[¢[| = 1, (¢, v) = 0}

Die Zuordnung (¢,v) + v+ R( definiert eine bijektive Abbildung von 7'(S?)
auf die Menge der orientierten affinen Geraden in R3, durch die wir 7'(S?)
mit der Menge dieser Geraden identifizieren. Der zu (¢, v)inC, gehorige

orbitale Parameter ist:

) (¢ ¢(xuw
1= <u<u’ )

) € T(S?)

Schraubenbewegungen:

Eine Schraubenbewegung ¢ = 79 = 7 mit Translationskomponente 7 und
Rotationskomponente 1 ist natiirlich durch v(7),w()) und Fix v 1 eindeu-
tig bestimmt. Die Angabe dieser Daten ist jedoch redundant, da v(7) und
w(1) beide den Translationsvektorraum von Fix 1) erzeugen. Wir setzen
€ = +1, wenn beide die gleiche Orientierung von Fix 1 reprisentieren, und
e = —1, wenn sie entgegengesetzte Orientierungen reprisentieren. Das Stra-
tum Cs = R? x R3 — C, zerfillt in zwei Zusammenhangskomponenten, die
durch (¢,v) > 0 und (¢,v) < 0 beschrieben werden. Fiir (¢,v) > 0ist ¢ =1,
fiir ((,v) < 0ist €¢ = —1. Wir nennen die Schraubenbewegungen mit ¢ = 1
Rechtsschraubenbewegungen, die mit ¢ = —1 Linksschraubenbewe-
gungen. Als Modul wéhlen wir das Paar (w(¢), |[v(7)]|). Der zugehdrige
Modulraum ist RT x R*. Als orbitalen Parameter wihlen wir (Fix 1 1,¢).
Der zugehorige typische Orbit ist T'(S?) x {£1}. Durch diese Daten ist eine
Schraubenbewegung eindeutig bestimmt, und fiir die zu (¢, v) € Cs gehorige

Schraubenbewegung ¢ = 71 = 17 lassen sich die Daten wie folgt berechnen:

Wir fassen unsere Ergebnisse zur Klassifikation der einparametrigen Unter-

gruppen von I(3,R) zusammen.
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Fix ¢ 1= (Hg—” fggg) € T(S?)
w(tp) = |¢]l

() - i
e = sign (¢, v)

Proposition 13.135

(i)

(iv)

(vi)

Die einparametrigen Untergruppen von I(3,R) entsprechen bijektiv
den Elementen der Liealgebra i(3,R).

Beziiglich der adjungierten Operation von I(3,R) auf i(3,R) zerfillt
i(3,R) in 4 Strata gleichen Orbittyps: C1, Ct, Cy, Cs.

Diese Strata entsprechen den folgenden Typen von einparametrigen
Untergruppen: triviale Gruppe, Translationsbewegungen, Rotations-

bewegungen, Schraubenbewegungen.

Jedem Stratum Ci,Cy, C,,Cs von i(3,R) entspricht ein Z-Stratum
I(3,R)z von I(3,R) und zwar so, dass die Konjugationsklasse der Iso-
tropiegruppen des Stratums von (3, R) gleich der Konjugationsklasse

der Zentralisatoren des Stratums von I(3, R) ist.

Die Zahlen &, A, i, v, die fiir die Z-Strata von I(n, R) definiert wurden,
haben fiir die 4 entsprechenden Strata von i(3,R) die gleiche Bedeu-
tung: k ist die Zahl der Zusammenhangskomponenten des Stratums, A
die Dimension des typischen Orbits, p die Dimension des Modulraumes

und v die Dimension des Stratums.

In der beigefiigten Tabelle sind fiir jedes Stratum der Typ der zugehori-
gen Bewegungsgruppen, Modul, Modulraum, orbitaler Parameter und
typischer Orbit angegeben. Der Modul definiert einen Homéomorphis-
mus des zu dem Stratum C' gehorigen Orbitraums auf den Modulraum,
der zu R* homoomorph ist. Das Paar aus Modul und orbitalem Para-
meter definiert einen analytischen Diffeomorphismus des Stratums auf

das kartesische Produkt von Modulraum und typischem Orbit.
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Typ Modul Modulraum | orbitaler typischer
Parameter | Orbit
C1 | Identitat 0 {0} 1 {1}
Cy | Translationsbewegung | ||v(7)]| RT ”28” S?
C, | Rotationsbewegung w(t) R* Fix ¢ T(S?)
Cs | Schraubenbewegung | (w(), |lv(7)]]) | Rt x Rt (Fix ¢ 1,¢) | T(S?) x {£1}
Bemerkungen:
(1) Setzt man w = 0 auf C; und C; sowie |[v(7)|| = 0 auf Cy und C,,

dann definiert (w(v), ||v(7)||) eine bijektive Abbildung des Orbitrau-
mes i(3,R)/I(3,R) auf D = {(w,v) € RxR | w > 0,v > 0}. Diese
Menge zerfillt in die Bilder C; der Strata Cj;, d.h. die Modulriume
wie in der Skizze auf der folgenden Seite dargestellt. Die bijektive
Abbildung i(3,R)/I(3,R) — D ist jedoch nicht stetig, wihrend die
Umkehrabbildung stetig ist. Sie induziert Homéomorphismen bei Be-
schrinkung auf C; U C; bzw. C, U Cl.

o

%

Das Hauptorbitstratum C, der Schraubenbewegungen ist offen und
dicht in i(3,R). Das Ausnahmestratum C, der Drehbewegungen und
die singulédren Strata C7 und C} der trivialen Gruppe und der Trans-
lationsbewegungen liegen in der abgeschlossenen Hiille C; von Cy. Mit
der nach Bemerkung (1) gebotenen Vorsicht kann man diese Bewegun-

gen deshalb alle als ,,Grenzfiille von Schraubenbewegungen* auffassen.

Die Exponentialabbildung exp : i(3,R) — I(3,R) ist surjektiv. Das
folgt z.B. aus den Sétzen 13.123 und 13.135. Zu jeder Isometrie
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vo € I(3,R) existiert also eine — nicht eindeutig bestimmte — ein-
parametrige Untergruppe ¢ von I(3,R) und ein — durch ¢ und ¢
im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmter — Parameterwert tg € R
mit g = (tp). Um Eindeutigkeit zu erzwingen, miisste man einen
Injektivitdatsbereich fiir die Exponentialabbildung in (3, R) auszeich-
nen. Das kann nicht ohne Kiinstlichkeiten ausgehen, und wir wollen es
deswegen gar nicht erst versuchen. Wir wollen aber die Surjektivitét
der Exponentialabbildung als Satz festhalten, und zwar in einer ein
wenig altertiimlichen Ausdrucksweise, die dem geometrischen Gehalt

und der Historie angemessen ist.

Satz 13.136
Jede Lagednderung im dreidimensionalen euklidischen Raum ldsst sich
durch eine Schraubenbewegung herbeifiihren oder durch einen Grenzfall von

Schraubenbewegungen.

Dieser Satz ist — wie ich bei Schoenflies gelesen habe — auf Giulio Mozzi
(1756) zuriickzufiihren, und er wurde 1830 von Chasles neu entdeckt (vgl.
dazu Giorgini, Memorie di mat. della soc. ital. delle Scienze, Modena 1836,
p.47). Ich finde es bemerkenswert, dass die allgemeinste unter den einfachen
Bewegungen, die Schraubenbewegung, so frith erkannt wurde, und dass man
erst sehr viel spéiter die singuldre Rolle der Translationen begriffen hat,
von denen man heute beim analytischen Aufbau der euklidischen Geometrie

ausgeht.
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13.6 Kegelschnitte

Die einfachsten Kurven in der euklidischen Ebene sind — nach den Geraden
und Kreisen — die Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln. Die Griechen kannten
und untersuchten diese Kurven seit den Zeiten von Menaechmus, der
ein Schiiler von Plato und Eudixus war und etwa in der Mitte des vierten
Jahrhunderts vor Christus lebte. Seine Arbeiten gingen verloren. Erhalten
geblieben sind jedoch die Untersuchungen von Archimedes iiber ,, Konoide
und Sphaeroide“, von Diocles ,iiber Brennspiegel* und von Apollonius
das ,KQNIKQN*“. Das Werk von Apollonius ist der kronende Abschluf}

dieses Kapitels der griechischen Geometrie.

Die griechischen Mathematiker definierten Ellipsen, Hyperbeln und Para-
beln als Kegelschnitte. Schneidet man einen Kegel mit einer Ebene, die
nicht durch die Spitze des Kegels geht, dann ergibt sich als Schnittlinie je
nach Lage der Ebene eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel. Und
zwar ergibt sich eine Ellipse, wenn die zur schneidenden Ebene parallele
Ebene durch die Kegelspitze den Kegel nur in der Spitze trifft. Wenn
hingegen diese Parallelebene den Kegel in einem Paar von Geraden trifft,
ergibt sich als Schnittlinie eine Hyperbel. In dem noch {ibrig bleibenden
Grenzfall schliefflich, in dem die Parallelebene durch die Spitze den Kegel in
einer Graden beriihrt, ergibt sich als Schnittlinie eine Parabel. Siehe hierzu

auch die Bilder auf der folgenden Seite.

Aus dieser einheitlichen rdumlich-geometrischen Definition der drei Arten
von ebenen Kurven leiteten die Griechen alsbald fiir jede Art eine charak-
teristische Beziehung zwischen Bestimmungsgrofien fiir die Kurvenpunkte
ab, die oYvurTwpa genannt wurde, und die dann an Stelle der rdumlichen
Definition zur Grundlage der weiteren Untersuchung der Eigenschaften
dieser Kurven wurde. Bei Apollonius wird diese charakteristische Beziehung
in den Sétzen 11, 12 und 13 von Buch I des Konikon formuliert, in denen
auch die Namen , Parabel“, ,Hyperbel“ und , Ellipse“ eingefiihrt werden.

Die Erkldrung dieser Namen findet man in den historischen Bemerkungen
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am Ende des Kapitels. Das Symptoma einer Kurve war eine Beziehung
zwischen variablen geometrischen Bestimmungsstiicken fiir die Punkte der
Kurve — in heutiger Sprache: zwischen Abszissen und Ordinaten eines recht-
winkligen oder auch nicht rechtwinkligen Koordinatensystems. Auflerdem
gingen in diese Beziehung aus der geometrischen Konstruktion gewonnene
Grofen ein, die von Kurve zu Kurve variierten, aber fiir eine einzelne Kurve
konstant waren — die Parameter der Kurve. In heutiger Sprache wiirde
man sagen: Das Symptoma jeder der drei Kurvenfamilien war eine von
Parametern abhéngende quadratische Gleichung fiir die ebenen cartesischen

Koordinaten der Kurvenpunkte.

In diesem Abschnitt wollen wir die Analoga der Kegelschnitte fiir beliebige
Dimensionen definieren. Diese Gebilde nennt man, weil sie durch quadra-
tische Gleichungen beschrieben werden, Quadriken. Unser Ziel ist die
Klassifikation dieser Quadriken, eine Klassifikation &hnlich der klassischen
Einteilung der Kegelschnitte in Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln. Dabei
verstehen wir diese Aufgabe unserem analytisch-geometrischen Standpunkt
gemifl so, dass wir eine geometrisch relevante Klassifikation der quadra-
tischen Gleichungen finden wollen. Die Klassifikation der quadratischen
Gleichungen werden wir aus immanenten analytischen Kriterien gewinnen.

Die geometrische Relevanz demonstrieren wir nur dadurch, dass wir fir
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die Quadriken in der Ebene und im Raum Bilder fiir die Nullstellengebilde
der verschiedenen Typen quadratischer Gleichungen zeigen, soweit dies

geometrisch sinnvoll ist.

Die letztgenannte Einschrinkung betrifft ein prinzipielles Problem der
reellen algebraischen Geometrie, das sich am besten durch einen Vergleich
mit der entsprechenden Situation in der komplexen algebraischen Geometrie
verdeutlichen ldsst. Das Problem besteht darin, dass in der komplexen alge-
braischen Geometrie eine ganz enge Beziehung zwischen Gleichungen und
ihren Nullstellenmengen besteht, die durch den Hilbertschen Nullstellensatz
beschrieben wird, wihrend in der reellen algebraischen Geometrie die Dinge

viel komplizierter liegen.

Um das zu sehen, betrachten wir den einfachsten Fall, die Geometrie in der
Dimension 1, also in der komplexen Geraden C bzw. auf der reellen Gera-
den R. Gegeben sei eine Menge von verschiedenen Punkten &1,...,&, € C
bzw. &1, ...,&; € R. In beiden Féllen konnen wir diese Punktmenge als Null-
stellenmenge einer ganzrationalen Funktion f auf C bzw. auf R beschreiben,
die genau diese Punkte als Nullstellen hat, und zwar als einfache Nullstellen.
Denn f(z) = c¢(x—&1) - - - (x—&k) ist eine solche Funktion. Im komplexen Fall
sind diese bis auf die Konstante ¢ # 0 eindeutig bestimmten Funktionen die
einzigen derartigen Funktionen. Anders im reellen Fall: Ist g(z) irgendeine
reelle ganzrationale Funktion ohne reelle Nullstelle, z.B. g(x) = 22+ 1, dann
ist h(xz) = f(x) - g(x) eine ganz andere rationale Funktion mit der gleichen
Nullstellenmenge wie f.

Fiir die reellen Quadriken werden wir diese Problem spéter weitgehend
kldren (Proposition 13.155). Vorldufig ziehen wir aus unserer simplen
Betrachtung den Schluss, dass im reellen Fall die Gleichungen mehr
Informationen enthalten als ihre Nullstellenmengen, und dass wir deswegen

lieber die quadratischen Funktionen selbst klassifizieren wollen.

Es ist bemerkenswert, dass die Griechen zur Definition von Ellipsen,

Hyperbeln und Parabeln nicht die Symptomata verwandten — also die
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algebraischen Gleichungen dieser Kurven in der Ebene — sondern die
raumlich-geometrische Kegelschnittkonstruktion. Es mag sein, dass der
historische Grund dafiir der war, dass dem geometrischen Denken der
Griechen nur eine geometrische Definition gerechtfertigt erschien — dies ist
die These von Zeuthen in seinem klassischen Buch , Die Lehre von den
Kegelschnitten im Altertum® [38]. Dariiber hinaus aber entsprach dieser
Ansatz der griechischen Mathematiker im Prinzip vollkommen der Natur
der Sache, so wie wir sie heute sehen. Dies wird sich bei der im folgenden

entwickelten Klassifikation der hoherdimensionalen Quadriken bestétigen.

Wir interpretieren zunéchst die Kegelschnittkonstruktion in unserer
analytisch-geometrischen Sprache. Die in der Konstruktion benutzten Ke-
gel beschreiben wir als isotrope Kegel einer nicht entarteten quadratischen
Form ¢ auf einem dreidimensionalen Vektorraum W. Damit sich wirklich ein
Kegel im klassischen Sinn ergibt, muss die quadratische Form den Wittin-
dex 1 haben. Die isotropen Geraden der quadratischen Form sind dann die
erzeugenden Geraden des Kegels. Thr gemeinsamer Schnittpunkt, die Spitze
des Kegels, ist der Nullpunkt des Vektorraumes. Die Ebene, mit welcher
der Kegel zum Schnitt gebracht wird, ist eine affine Ebene X C W, die
nicht durch den Nullpunkt geht. Fiir ihre Lage relativ zu dem Kegel gibt es
drei qualitativ verschiedene Moglichkeiten. Sie unterscheiden sich durch den
Typ der quadratischen Form ¢ = §|V, die durch Beschrinkung von § auf den
zu X parallelen 2-dimensionalen Vektorunterraum V' C W entsteht. Diese
Form ¢ hat den Rand 2 oder 1. Wenn ¢ den Rang 1 hat, ist die Schnittlinie
von X mit dem Kegel eine Parabel. Wenn ¢ den Rang 2 hat, ist der Wit-
tindex von ¢ gleich 0 oder 1. Im ersten Fall ist die Schnittlinie von X mit
dem Kegel eine Ellipse, im zweiten Fall eine Hyperbel. In allen Féllen hat
die ,,quadratische Funktion“ ¢ = ¢|X, die durch Beschrénkung von ¢ auf
X entsteht, als Nullstellenmenge gerade den Kegelschnitt. Sie ist also das
analytische Analogon des Symptoma, und g(z) = 0 ist eine Gleichung des

Kegelschnitts.
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Nun kann ein und dieselbe Ellipse in einer Ebene X offenbar auf viele ver-
schiedene Weisen als Schnitt von X mit einem Kegel entstehen, und zwar
so, dass sich trotzdem jedesmal die gleiche quadratische Funktion ¢ auf X
ergibt. Es ist deswegen sinnvoll, bei der Untersuchung der Kegelschnitte
von der quadratischen Funktion ¢ auf X auszugehen, so wie die Griechen
ja auch das Symptoma zur Grundlage ihrer Untersuchung gemacht haben.
Als erste Aufgabe entsteht dann das Problem, fiir beliebige affine Rdume X
quadratische Funktionen f auf X zu definieren und dann in Umkehrung der
obigen Konstruktion quadratische Formen f und f. Dieses Problem kann
man natiirlich schlicht und einfach dadurch l6sen, dass man auf X irgend-
welche affinen Koordinaten einfithrt und ¢ als quadratische Funktion der Ko-
ordinaten beschreibt. Das ist konkret und niitzlich, und Proposition 13.140
gibt eine solche Beschreibung. Ich halte es jedoch fiir richtiger, das Problem
ohne Benutzung von Koordinaten begrifflich zu analysieren. Die nachfolgen-
den Uberlegungen hierzu lieBen sich ohne weiteres fiir affine Rédume iiber
Korpern der Charakteristik # 2 durchfithren. Wir beschrénken uns aber auf

reelle affine Rdume, denn wir entwickeln ja die euklidische Geometrie.

Definition:

X sei ein n-dimensionaler reeller affiner Raum. Ferner sei W ein (n + 1)-
dimensionaler reeller Vektorraum und A(W) der zugehorige (n + 1)-di-
mensionale affine Raum. Eine vektorielle Einbettung von X in W ist
eine Abbildung X — W, die einen Isomorphismus des affinen Raumes X

mit einem affinen Unterraum X’ von A(W) induziert, fiir den 0 ¢ X' gilt.

Wenn X — W eine vektorielle Einbettung ist, identifizieren wir X kano-
nisch mit seinem Bild, fassen also X als Teilmenge X C W auf, und wir
identifizieren den Translationsvektorraum von X mit dem zu X C W paral-
lelen Untervektorraum V' C W, siehe die obere Abbildung auf der folgenden
Seite.

Beispiel:
Die vektorielle Standardeinbettung des affinen Standardraumes R" ist
die Abbildung R® — R"*! welche durch die Zuordnung (z1,...,x,)

(z1,...,Tp, 1) definiert wird.
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Proposition 13.137
Sind X — W’ und X — W” vektorielle Einbettungen eines affinen Raumes

X, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektorraumisomorphismus

W' — W", so dass das folgende Diagramm kommutiert:

A
N

W//

(=23

X

Beweis:

Fiir den Translationsvektorraum V von X induzieren die beiden Ein-
bettungen Isomorphismen V' — V/ und V — V” mit 1-codimensionalen
Untervektorrdumen V' C W’ bzw. V” C W”. Dazu gehort ein eindeutig
bestimmter Isomorphismus V' — V” so dass das folgende Diagramm

kommutiert:

1R

<
IR

N
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Man wihle ein x € X. Die zugehoérigen Vektoren 2’ € W’ und z” € W”
spannen Komplemente zu V’ bzw. V" auf. Der Isomorphismus V' — V”
erweitert sich daher eindeutig zu einem Vektorraumisomorphismus W' —

W’ mit 2’ — 2”. Dies ist der gesuchte Isomorphismus.

Korollar 13.138

X — W sein eine vektorielle Einbettung des affinen Raumes X in den

Vektorraum W, und es sei
STAB(X) = {¢ € GL(W) | ¢(X) = X}

die Stabilisatorgruppe von X in GL(W). Dann definiert die Beschrinkung
der ¢ € STAB(X) auf X einen Isomorphismus der Stabilisatorgruppe auf
die affine Gruppe von X:

STAB(X) — GA(X)

Zusatz zu 13.138

Fiir die vektorielle Standardeinbettung des affinen Standardraumes R™ ist

der obige Isomorphismus gerade der schon friiher eingefiihrte Isomorphismus
der affinen Standardgruppe A(n, R) mit der Untergruppe der Blockmatrizen
in GL(n + 1,R) von der folgenden Gestalt:

Ala

A € GL(n,R), a €R™
0|1

Proposition 13.139

X — W sei eine vektoriellen Einbettung des affinen Raumes X in den

Vektorraum W und V' C W der Translationsvektorraum von X. Es sei f
eine quadratische Form auf W, und es seien f und f die Beschrinkungen
f=f|X und f = f|V. Dann gilt:

(i) fist durch f und die Einbettung X C W eindeutig bestimmt.

(ii) f héngt funktoriell von der vektoriellen Einbettung ab. Das heifit fol-
gendes: Sind X ¢ W’ und X C W” vektorielle Einbettungen und f’
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bzw. f” quadratische Formen auf W’ bzw. W” mit f'|X = f”|X und
ist ¢ : W’ — W” der kanonische Isomorphismus, dann gilt f' = f" o .

(iii) Die quadratische Form f auf V ist durch die Funktion f : X — R

eindeutig bestimmt.
Beweis:

(iii) Fiir v € V und ein beliebig gewihltes zop € X gilt
2f(v) = f(wo + 2v) = 2f (o +v) + f (o).

(i) Fiir w e W\ V gilt w =tz mit z € X und ¢ € R, also f(w) = t2f(x).
Daraus und aus (iii) folgt die Behauptung.

(ii) Dies folgt trivial aus (i).

Definition:

X sei ein reeller affiner Raum mit Translationsvektorraum V. Eine qua-
dratische Funktion auf X ist eine reellwertige Funktion f : X — R, fiir
die es eine vektorielle Einbettung X < W und eine quadratische Form f
auf W mit f |X = f gibt. Die Form f heifit die Homogenisierung von
f beziiglich der vektoriellen Einbettung X < W. Die durch f eindeutig
bestimmte quadratische Form f = f |V auf V' heifit der Hauptteil von f.

Proposition 13.140

Die quadratischen Funktionen auf dem affinen Standardraum R”™ sind die

Funktionen, die in der folgenden Form darstellbar sind:

n n
flxy,...,xn) = Z i TiT; +2Zbkxk +c
k=1

3,j=1

Dabei ist A = (a;;) eine reelle symmetrische n x n-Matrix, b = (b1,...,b,) €
R™ ein reeller Spaltenvektor und ¢ € R eine Konstante. Diese Darstellung
von f ist eindeutig. A ist die Matrix des Hauptteils f. Die Matrix der Homo-
genisierung f beziiglich der vektoriellen Standardeinbettung ist die folgende
Matrix:



Kapitel 13.6 279

A € GL(n,R).

th | ¢

Beweis:  trivial.

Bemerkung:

Mit dieser Darstellung haben wir wieder einmal die historische Entwick-
lung auf den Kopf gestellt. Natiirlich waren fiir Euler die quadratischen
Funktionen gerade so wie in der obigen Proposition definiert. Die homoge-
ne Beschreibung kam erst spéter, bei O. Hesse 1844 und bei dem Bonner
Mathematiker Julius Pliicker in seinem wichtigen Werk , System der Geome-
trie des Raumes in neuer analytischer Behandlungsweise, insbesondere die
Theorie der Fliachen zweiter Ordnung und Classe enthaltend*, Diisseldorf
1846 [23].

Proposition 13.139 zeigt, dass man die quadratischen Funktionen f auf
einem affinen Raum X nach Wahl einer vektoriellen Einbettung X C W
eindeutig durch die quadratischen Formen f auf W beschreiben kann, und
dass diese Beschreibung im Wesentlichen unabhingig von der Wahl der
vektoriellen Einbettung ist. Allerdings ist diese Beschreibung eben doch
nicht ganz unabhéngig von Wahlen, weil ja eben eine vektorielle Einbettung
gewdhlt werden muss. Es ist deshalb um der begrifflichen Klarheit willen
wiinschenswert, eine nur vom affinen Raum X abhéngende kanonische

vektorielle Einbettung X C X zu konstruieren.

Wir konstruieren jetzt fiir jeden affinen Raum X eine solche Einbettung
X C X. Dazu betrachten wir in der affinen Gruppe GA(X) die Untergruppe
G(X) derjenigen Affinitéten ¢ von X, deren linearer Anteil A\(p) im Zentrum
Z(GL(V)) der linearen Gruppe des Translationsvektorraumes V' von X liegt,
also:

G(X) = {¢ € GA(X) | M) € Z(GL(V))}.

Wenn X der affine Standardraum R” ist und GA(X) durch die Standard-
darstellung wie im Zusatz zu 13.138 als Untergruppe von GL(n + 1,R) dar-
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gestellt wird, ist G(X) die Gruppe der Matrizen von der folgenden Gestalt:

z € R*, (x1,...,2,) € R™.
z2 | xn
1

G(X) ist das semidirekte Produkt der zu R™ isomorphen Translationsgruppe
T(X) € GA(X) und der zu R* isomorphen Untergruppe der Homothetien
mit einem beliebig gewihlten festen Zentrum. Die Menge G(X) \ T'(X) ist
gerade die Menge aller nichttrivialen Homothetien von X.

Nun betrachten wir die Liealgebra X von G(X). Fiir X = R" ist dies,
bezogen auf die Standarddarstellung von A(n,R) in GL(n+1,R), die Liesche
Unteralgebra in der Liealgebra aller (n+ 1) x (n+ 1)-Matrizen, die aus allen
Matrizen der folgenden Gestalt besteht:

:1: DY 0 "L‘l
x €R, (z1,...,2,) € R™

L,

0[]0

Die Exponentialabbildung ist eine bijektive Abbildung
exp: X — G(X).

Das kann man leicht nachrechnen, indem man X = R" setzt. Der Trans-
lationsvektorraum V' identifiziert sich kanonisch mit der Liealgebra von
T(X) € G(X), und die Exponentialabbildung induziert einen Isomorphis-
mus

exp:V — T(X)

der additiven Gruppe von V auf die Gruppe T(X). Fiir X = R" ist dies die

Zuordnung
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0 0| x1 1 0] x1
—

T 0 - 1]z,

0 0O --- 01

Das Komplement X \ V wird durch exp bijektiv auf die Menge G(X)\ T(X)
der nichttrivialen Homothetien von X abgebildet. Fiir X = R" ist dies die

folgende Zuordnung:

x 0] e’ 0 |z}
— : x#0
x| Tn er | al
00 01
mit 2} = e:—lxi. Die rechts stehende Matrix beschreibt die Homothetie von
R™ mit Zentrum —x~'(z1,...,2,) und mit Ahnlichkeitsverhéltnis e®. Das

Urbild der Menge aller Homothetien mit einem fest gewihlten Ahnlichkeits-
verhiltnis e* = ¢ ist also ein affiner Unterraum der Liealgebra X, und man
hat einen kanonischen Isomorphismus dieses affinen Unterraumes auf den
affinen Raum X, indem man jedem Element y aus diesem Unterraum das
Zentrum der entsprechenden Homothetie Fix(exp(y)) zuordnet. Zu jedem
Ahnlichkeitsverhiltnis ¢ # 1 haben wir damit eine vektorielle Einbettung
X — X konstruiert, die nur von X und ¢ abhéngt. Fir X = R" wird diese
Einbettung besonders einfach fiir das Ahnlichkeitsverhiltnis ¢ = e~!, denn
sie ist dann die Abbildung R" — R"™, die durch die folgende Zuordnung

definiert wird:

-1 0 I

(1‘17 axn) — :
-1z,

010

Damit kommen wir schliellich zu der folgenden
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Definition:

X sei ein reeller affiner Raum, und X die Liealgebra der aus allen Translatio-
nen und Homothetien bestehenden Untergruppe G(X) der affinen Gruppe
CGA(X). Beziiglich der Exponentialabbildung exp : X — G(X) ist das Ur-
bild der Menge aller Homothetien mit Ahnlichkeitsverhiltnis % ein affiner
Unterraum Y C X, und die Zuordnung y — Fix(exp(y)) € X definiert einen
Isomorphismus von affinen Rdumen Y — X. Sein Inverses ist eine vektorielle
Einbettung X — X. Dies ist die kanonische vektorielle Einbettung von
X. Sie identifiziert den Translationsvektorraum V von X mit der zur Trans-

lationsgruppe T(X) € G(X) zugehérigen Lieschen Unteralgebra von X.

Da wir jetzt eine kanonische vektorielle Einbettung X — X zur Verfiigung
haben, kénnen wir auch die Homogenisierung quadratischer Funktionen auf

X kanonisch vollziehen.

Definition:

X sei ein affiner Raum, V' sein Translationsvektorraum und X C X die
kanonische vektorielle Einbettung. Ist dann f eine quadratische Funktion
auf X und f die eindeutig bestimmte quadratische Form auf X mit der
Beschrankung f|X = f, so heif}t f die kanonische Homogenisierung
von f. Der Hauptteil von f ist die Beschréinkung f = f\V = f.

Notation:
Die Bezeichnungen X X, V, sowie 1, f . f behalten wir in diesem ganzen
Kapitel 13.6 bei, und wir verwenden stets die folgenden Bezeichnungen fiir

die Rdume der quadratischen Funktionen bzw. Formen auf X bzw. X und

Q(X) = {f|f quadratische Funktion auf X}
Q(X) = {f| f quadratische Form auf X}
Q(V) = {f| f quadratische Form auf V}.

Wir haben ein kanonisches kommutatives Diagramm von Abbildungen:
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QX) Q(X)

N7

Q(V)

Es ist durch die folgenden Zuordnungen definiert:
fvf
f
Die Homogenisierungsabbildung f +— f ist bijektiv. Die Umkehrabbildung
ist f— f|X.

Wir fithren jetzt verschiedene Aquivalenzrelationen fiir quadratische Funk-

tionen ein, die wir der Klassifikation zugrunde legen wollen.

Definition:
(i) X sein ein affiner Raum. Die affine Gruppe GA(X) operiert von rechts

auf dem Vektorraum Q(X) der quadratischen Funktionen f durch f +—
fop fir ¢ € GA(X). Quadratische Funktionen im gleichen Orbit

heien affin rechtsiquivalent.

(ii) X sei ein euklidischer affiner Raum. Die Isometriegruppe I(X) C
GA(X) operiert auf Q(X). Quadratische Funktionen im gleichen Orbit

heiflen affin-euklidisch rechtsiquivalent.

Die gerade eingefiithrten Aquivalenzrelationen fiir quadratische Funktionen
sind sehr naheliegend, aber sie sind durchaus nicht die einzig sinnvollen
Aquivalenzrelationen. Fasst man beispielsweise die quadratischen Funk-
tionen als Abbildungen f : X — R des affinen Raumes X in den affinen
Raum R auf, dann ist es sinnvoll, die affine Gruppe A(1,R) von links auf
Q(X) operieren zu lassen, und zwar durch f — ¢ o f fiir v € A(1,R).
Elemente im gleichen Orbit dieser Operation heiflen affin linksiquivalent.
SchlieBlich nennt man f, f/ € Q(X) affin rechts-links-iquivalent, wenn
es ¢ € GA(X) und ¢ € A(1,R) gibt, so dass f' = o f o gilt.
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Die Rechts-Links-Aquivalenz ist angemessen fiir die Klassifikation von Funk-
tionen. Sie ist jedoch nicht mehr angemessen, wenn man die Nullstellenmen-
gen der Funktionen untersuchen will, wie wir das ja gerade beabsichtigen.
Denn die Funktionen f(z) und cf(z) 4+ d mit ¢ € R* und d € R haben im
Allgemeinen nur fiir d = 0 die gleiche Nullstellenmenge. Die fithrt dazu, bei
der Operation von links nicht die ganze Gruppe A(1,R) zuzulassen, sondern
nur die lineare Gruppe GL(1,R) = R*. Damit kommen wir schliefflich zu

der folgenden

Definition:

X sei ein affiner Raum. Die Gruppe R* x GA(X) operiert von rechts auf
dem Vektorraum Q(X) der quadratischen Funktionen durch f +— cf o ¢ fir
¢ € R* und ¢ € GA(X). Ist X ein euklidischer affiner Raum, dann wird eine
Operation von R* x I(X) induziert.

(i) Quadratische Funktionen auf X heiflen affin dquivalent, wenn sie im
gleichen Orbit von R* x GA(X) liegen.

(ii) Quadratische Funktionen auf X heiflen affin-euklidisch dquivalent,

wenn sie im gleichen Orbit von R* x I(X) liegen.

Unser Ziel ist die Beschreibung der zugehorigen Mengen von Aquivalenzklas-
sen, d.h. der Orbitrdume Q(X)/ (R* x GA(X)) bzw. Q(X)/(R* x I(X)),
wobei wir uns iiber die Art der Beschreibung noch werden Gedanken ma-
chen miissen. Wir kénnen diese Aufgabe auch so auffassen, dass wir zunéchst
einen Quotienten von R* bilden, darauf GA(X) bzw. I(X) operieren lassen
und dann Quotienten beziiglich dieser Operation bilden. Aber die Operati-
on von R* auf einem reellen Vektorraum durch skalare Multiplikation hat
keinen verniinftigen Quotienten. Hingegen erhélt man einen sehr schénen
Orbitraum, ndmlich einen projektiven Raum, wenn man den Nullpunkt ent-
fernt und dann durch R* teilt. Dies fithrt uns zunéchst einmal dazu, den
projektiven Raum PQ(X) = (Q(X)\ {0}) /R* zu betrachten. Zusitzlich
wollen wir aber auch fiir die Hauptteile f der quadratischen Funktionen zu
Restklassen modulo R* iibergehen und auch dabei den projektiven Raum
PQ(V) = (Q(V)\ {0}) /R* betrachten. Daher muss man nicht nur f # 0
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voraussetzen, sondern f # 0. Schlicht und einfach: Die quadratischen Funk-
tionen f auf X sollen wirklich quadratisch sein und nicht etwa linear oder

konstant.

Definition:

X sei ein affiner Raum, Q(X) der Vektorraum der quadratischen Funktio-
nen auf X, und @(X ) sei die wie folgt definierte Teilmenge des projektiven
Raumes PQ(X):

{feQX)|f#0}
Q(X)/R".

Q(X)*
Q(X)

Ein Element von @(X ) heifit eine affine Quadrik in X.

Definition:

Die kanonische Operation der affinen Gruppe GA(X) eines affinen Raumes
X bzw. der Isometriegruppe I(X) eines euklidischen affinen Raumes auf
Q(X) induziert eine Operation auf Q(X). Zwei affine Quadriken heiBen affin
dquivalent bzw. affin-euklidisch dquivalent, wenn sie im gleichen Orbit
von GA(X) bzw. I(X) liegen.

Proposition 13.141
Die Restklassenabbildung Q(X)* — Q(X) induziert kanonische bijektive
Abbildungen

QX)*/(R* x GA(X)) — Q(X)/GA(X)
QUX)"/ (R* xI(X)) — Q(X)/IX).

Beweis:  trivial.

Die Klassifikation von Quadriken bis auf affine Aquivalenz ist also im We-
sentlichen das gleiche wie die Klassifikation der quadratischen Funktio-
nen bis auf affine Aquivalenz. Da nun aber die Gruppen R* und GA(X)
in R* x GA(X) kommutieren, kann man die Reihenfolge der Quotienten-
bildung auch umkehren, d.h. zuerst die Orbitrdume Q(X)*/GA(X) bzw.
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Q(X)*/I1(X) bestimmen und dann zu Restklassen modulo R* {ibergehen.
Diese Vorgehen ist iibersichtlicher, und wir werden daher nachher zuerst die
Rechts-Aquivalenzklassen quadratischer Funktionen bestimmen.

Mit diesen — zugegebenermaflen recht zahlreichen — Definitionen haben wir
einen adéquaten begrifflichen Rahmen geschaffen, um die Klassifikation der
quadratischen Funktionen auf einem reellen affinen Raum auf die Klassifi-
kation der reellen quadratischen Formen zu reduzieren, die wir in § I1.12
ausgefiithrt haben. Wir erinnern daran, dass wir dort fiir eine reelle quadra-
tische Form ¢ auf einem Vektorraum V die folgenden Invarianten eingefiihrt
haben.

r(q) = rang(q)
i(¢9) = max{dimU | ¢|U = 0} = Wittindex von ¢
n+(¢) = max{dimU | ¢|U positiv definit}
n_(¢) = max{dimU | ¢|U negativ definit}
no(q) = dimV}
radg = V.

Im Folgenden haben wir gleichzeitig die quadratischen Formen f auf X und
f auf V zu betrachten. Die zugehorigen Bilinearformen bezeichnen wir mit
b i bzw. by oder, falls keine Verwechslung zu befiirchten ist, mit (-,-). Die
zugehorigen Orthogonalitdtsrelation bezeichnen wir mit L. Bei der Betrach-
tung von Unterrdumen U C X bezeichnet U~ das orthogonale Komplement
in X beziiglich f , soweit nichts anderes festgelegt wird. Dies gilt auch dann,
wern U C V C X gilt. Uy LUy bezeichnet die orthogonale direkte Summe
von Uy und Us.
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Lemma 13.142

Fiir jede quadratische Funktion f auf einem affinen Raum X mit Trans-

lationsvektorraum V' gelten die beiden folgenden alternativen Ketten von

Aquivalenzen:

vigv & radf C radf & r(f) < r(
vicv & radf C radf & r(f) > r(f)+1

Beweis:

Es geniigt, alle Implikationen in der Richtung ,=“ zu beweisen. Diese sind
trivial bis auf die erste Implikation der zweiten Zeile, die wir wie folgt be-
weisen: Offensichtlich gilt rad f = Xt c vt =rad f, letzteres wegen der
Voraussetzung V- C V. Wire rad f = radf, dann wiirde fiir ein Komple-
ment V von radf in V gelten: X NV = X N VL # () im Widerspruch zu
vicv.

Proposition 13.143

f sei eine quadratische Funktion auf X mit Hauptteil f und kanonischer

Homogenisierung f . Dann besteht zwischen den quadratischen Formen f

auf X und f auf V eine der beiden folgenden Beziehungen.
(i) Wenn r(f) < r(f) + 1, gilt

(a) XNVE#£0)
®) fIXNVEt=c ceR

(c) Vee XNVL: X =V1iReund f(e) =ec.
(ii) Wenn r(f) > r(f) + 1, gilt

(a) radf \ radf # 0.

(b) Fiir alle e; € radf \ radf existiert ein e, € X mit den folgenden
Eigenschaften:
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() U :=Rej @ Reg ist eine hyperbolische Ebene in X beziiglich
f , d.h. es gibt ein reelles b # 0, so dass gilt:

(e1,e1) (e1,ea) _ 0 b
<€2,61> <€2,€2> b 0
(B) X =U+1U
V =U" 1 Re.
Beweis:
(i) Aussage (a) folgt aus 13.142, und (b) und (c) sind trivial.

(ii) Aussage (a) folgt wieder aus Lemma 13.142. Zum Beweis von (b) wéhle
man ein e € X mit b := (e,e1) # 0 und setze ea = —e((e, €)/2b)e;.
Dann sind («) und () erfiillt.

Zusatz 1 zu 13.143:
Fiir ein f auf einem euklidischen affinen Raum X mit r(f) > r(f) + 1 ist

die Konstante b in (ii) durch f eindeutig bestimmt, wenn zusétzlich folgende

Bedingungen erfiillt werden: b > 0 und fiir die euklidische Norm von e; € V

gilt [le1]| = 1.

Definition:

(i) Fur eine quadratische Funktion f auf einem affinen Raum X mit
r(f) < r(f) + 1 ist die Invariante ¢(f) € R definiert durch f| XNV =

c(f)-

(ii) Fiir eine quadratische Funktion f auf einem euklidischen affinen Raum

X mit r(f) > r(f) + 1 ist die Invariante b(f) € RT definiert durch
b(f) = ]bf(el,eg)|, wo e1 € radf \ radf mit |je1]| = 1 und ey € X.

Zusatz 2 zu 13.143:
(i) Fir f mit r(f) <r(f)+1gilt:  r(f) =r(f) & c(f) =

(il) Fiir f mit 7(f) > r(f) + 1 gilt: 7(f) = r(f) + 2
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Die vorstehenden Ergebnisse fithren zu einer ersten, sehr groben Klassenein-

teilung der quadratischen Funktionen, ndmlich zu einer disjunkten Zerlegung
QX) = Q(X)’UQ(X) UQ(X)"
in drei Mengen, die wie folgt definiert sind:

Definition:
QX)’ ={f € QX) |r(f) =r(/)}
QXY ={f € QX)|r(f) =r(f)+1}
QX)" ={feQX)[r(f)=r(f)+2}

Durch Proposition 13.143 ist die Klassifikation der quadratischen Funktio-

nen bis auf Rechtséiquivalenz auf die bereits frither durchgefiihrte Klassifi-

kation der reellen quadratischen Formen reduziert.

Satz 13.144 (affine Rechtsiquivalenz quadratischer Funktionen)
X sei ein n-dimensionaler affiner Raum und Q(X) = Q(X)°UQ(X)'UQ(X)”

der Raum der quadratischen Funktionen auf X. Dann gilt:

(i) Fir f € Q(X)°U Q(X) ist die affine Rechtsiquivalenzklasse von f

eindeutig durch die Invariante (ny (f),n_(f),c(f)) bestimmt. Dabei

durchliuft (ny (f),n_(f)) alle Paare (r, s) von natiirlichen Zahlen mit
0<r,s<nmitr+s<nund c(f) alle reellen Zahlen.

(i) Fiir f € Q(X)” ist die affine Rechtsiquivalenzklasse von f eindeutig

durch die Invariante (n4(f),n_(f)) bestimmt. Diese durchlauft alle

Paare (r, s) von natiirlichen Zahlen mit 0 <r,s <nund r + s < n.

Beweis:

Es ist klar, dass ny (f), n—(f) und c(f) Invarianten der affinen Rechtsiqui-
valenzklassen sind, und dass sie gerade die angegebenen Werte annehmen
konnen. Dass die Rechtsédquivalenzklassen durch diese Invarianten bestimmt
sind, folgt unmittelbar aus Proposition 13.143 und Satz I1.12.50, da man im
Fall (ii) von 13.143 den Vektor e; so wéhlen kann, dass die Konstante b

gleich 1 wird.
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Der konkrete Gehalt von Satz 13.144 wird deutlich, wenn wir ihn als
Satz iiber Normalformen quadratischer Funktionen auf dem affinen Stan-

dardraum formulieren.
Satz 13.145 (Normalformen fiir affine Rechtsiiquivalenz)

(i) Die quadratischen Funktionen f auf R” mit r(f) < r(f) + 1 sind zu
genau einer der folgenden quadratischen Funktionen affin rechtsiqui-

valent:

r+s
Zx—Zx—l—c ,0<r+s<n, ceR
j=r+1

(ii) Die quadratischen Funktionen f auf R™ mit 7(f) > r(f) + 1 sind zu
genau einer der folgenden quadratischen Funktionen affin rechtsiaqui-

valent:

r+s

Zx—2x+2xn ,0<r+s<n.

j=r+1

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus Satz 13.144 und Propositi-
on I1.12.48.

Definition:
Die affine Normalform einer quadratischen Funktion f beziiglich affiner
Rechtsédquivalenz ist die zu f rechtséquivalente quadratische Funktion von

der in 13.145 angegebenen Form.

Diein (i) in der Normalform vorkommende Konstante ¢ ist selbstverstéandlich
die Invariante c(f). Wir wollen diese Invariante aus den Koeffizienten der
quadratischen Funktion f berechnen. Dazu erinnern wir daran, dass fiir eine
m x m-Matrix A die Koeffizienten c;(A) des charakteristischen Polynoms

von A wie folgt definiert sind:

det(£-1— chgm k.
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Zusatz zu 13.145
f sei eine quadratische Funktion auf R” mit 7(f) < #(f) + 1. Es seien A und

A die symmetrischen Matrizen zu den quadratischen Formen f und f und

p = r(f) der Rang von A. Dann gilt:

c _ _ %1 (_A)
(f) ()

Beweis:

Nach I1.12.74 existiert eine Matrix B € I(n,R) C GL(n + 1,R) und ei-
ne Diagonalmatrix b, so dass A =! BDB gilt. B hat eine Produktzer-
legung B = Bj - By, wo Bj eine Translation von R"™ beschreibt und Bs
eine orthogonale Transformation. Fiir A=t BlﬁBl verifiziert man die For-
mel leicht durch geeignete Entwicklung der entsprechenden Determinanten.
Aber dann folgt die Formel auch fiir A, denn wegen A = By LA'By gilt
det(¢-1— A) = det(¢ -1 — A’), und eine entsprechende Identitit gilt fiir die

beiden n x n-Hauptminoren.

Auf ganz analoge Weise wird auch die Klassifikation quadratischer Funk-
tionen beziiglich affin-euklidischer Rechtsédquivalenz durch 13.143 auf die
fritheren Aussagen zur Hauptachsentransformation quadratischer Formen

auf einem euklidischen Vektorraum reduziert.

Satz 13.146 (Normalformen fiir affin-euklidische Rechtsiquiva-

lenz)

(i) Jede quadratische Funktion f auf dem euklidischen affinen Stan-

dardraum R™ mit r(f) < r(f) 4 1 ist affin-euklidisch rechtséquivalent

zu einer quadratischen Funktion der folgenden Form:

n

Zaia:?—i—c ,(a1,...,ap) €ER™ ceR.
=1

Zwei derartige Funktionen sind genau dann affin-euklidisch rechtsaqui-
valent, wenn die Konstante ¢ fiir beide Funktionen gleich ist und die

n-Tupel (aq,...,a,) durch eine Permutation ineinander iibergehen.
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(ii) Jede quadratische Funktion f auf R™ mit r(f) > r(f) + 1 ist affin-
euklidisch rechtsdquivalent zu einer quadratischen Funktion der fol-

genden Form:

n—1
Zaim% + 2bxy, | ,(a1,...,an-1) € R™ 1 be R,
i=1

Zwei derartige Funktionen sind genau dann affin-euklidisch rechtséqui-

valent, wenn die Konstante b > 0 fiir beide Funktionen gleich ist und

die (n — 1)-Tupel (ai,...,an—1) durch eine Permutation ineinander
iibergehen.
Zusatz:

A bzw. A seien die symmetrischen Matrizen zu den quadratischen Formen
f bzw. f, und p = r(f) der Rang von A. Dann sind die f durch 13.146

zugeordneten Normalformen wie folgt durch A und A bestimmt:

(i) Wenn r(f) < r(f) + 1, sind a1, ..., a, diec Wurzeln des charakteristi-

schen Polynoms von A, und es ist ¢ = ¢(f),

c :_Cp—i-l(_A)
D= |

(ii) Wenn 7(f) > r(f) + 1, sind ay,...,a,_1,0 die Wurzeln des charakte-

ristischen Polynoms von A, und es ist b = b(f),

_ o+ 7CP+2(A)
"= cp(A)

Beweis:

Der Satz folgt unmittelbar aus Proposition 13.143 und dem Satz 11.12.74
iiber die Hauptachsentransformation. Die Konstante b = b(f) > 0 im Fall
(ii) kommt daher, dass man bei der Transformation auf Normalform im
euklidischen Fall entsprechend dem Zusatz 1 zu 13.143 den Vektor e; als

Vektor der Lange ||e1|| = 1 wihlen muss. Da man dann e; noch durch —e;
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ersetzen kann, kann man stets b > 0 erreichen. Den Zusatz beweist man auf

die gleiche Weise wie den Zusatz zu 13.145.

Definition:

Die einer quadratischen Funktion f durch Satz 13.146 zugeordneten und bis

auf Permutation der Koeflizienten a; bestimmten quadratischen Funktio-

nen nennen wir affin-euklidische Normalformen von f beziiglich affin-

euklidischer Rechtsidquivalenz.

Bemerkungen:

(1)

Man kann die Sétze 13.145 und 13.146 auch ganz leicht direkt in ei-
ner naiv rechnerischen Manier beweisen: Zuerst diagonalisiert man f
entsprechend 11.12.48 und I1.12.50 bzw. 11.12.74, und dann transfor-
miert man die linearen Terme auf die Normalform von 13.145. Die
erforderlichen Koordinatentransformationen liegen auf der Hand, und
diesen ganz elementaren Beweis kann jeder selbst finden. Bei dem hier
vorgetragenen Beweis haben wir zuerst den Reduktionsschritt 13.143
vorgenommen und erst dann diagonalisiert. Dies erscheint mir sach-

geméfer.

In Satz 13.145 (i) bilden fiir jedes Paar (r,s) die Normalformen eine
durch ¢ € R stetig parametrisierte Familie von Funktionen. Der Zusatz
zeigt, dass die Reduktion auf diese Normalformen fiir festes (r, s) stetig
ist, und dass daher der Raum der affinen Rechtsiquivalenzklassen qua-
dratischer Funktionen f € Q(X)°U Q(X)" mit (ny(f),n_(f)) = (r,s)
homoomorph zu R ist. Die Funktion f — c¢(f) ist jedoch nicht stetig
auf Q(X)°UQ(X)'. Beispiel: Fiir fi(x) = t?2% + 2tz +1 gilt ¢(fo) = 1,
aber ¢(f;) = 0 fiir ¢t # 0.

Ebenso ist im euklidischen Fall b(f) aufler fiir n = 1 i.A. keine stetige
Funktion auf Q(X)”. Beispiel: Es sei fi(x,y) = t32% + 2t2zy + ty* + 2y.
Dann gilt b(fp) = 1, aber fir ¢ # 0 gilt limb(f;) = 0, wenn ¢ gegen 0
strebt.
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Die vorstehenden Bemerkungen zeigen, dass die Reduktion auf Normalfor-
men ein unstetiger Prozess ist. Bei kontinuierlicher Anderung der Koeffizi-
enten einer quadratischen Funktion kann sich die Normalform sprunghaft
dndern. Dies ist eine analytische Widerspiegelung eines analogen geome-
trischen Phinomens: Bei stetiger Anderung der quadratischen Funktionen
kann sich die geometrische Gestalt ihrer Nullstellenmenge sprunghaft qua-
litativ &ndern. Unser Ziel ist es, dieses dialektische Verhdltnis von konti-
nuierlicher und diskreter Verdnderung, diesen Umschlag von Quantitdt in
Qualitdt exakt begriffiich zu fassen. Dazu geniigt es gerade nicht, sich mit
der Angabe von Normalformen zu begniigen. Vielmehr ist es erstens notwen-
dig, zu einer in der Natur der Sache begriindeten diskreten Typeneinteilung
dieser Normalformen zu kommen, und es ist zweitens notwendig, genau zu
beschreiben, wie bei stetiger Anderung der quadratischen Funktionen diese
Typen ineinander {ibergehen. Das ist kein triviales Problem, und der ganze
Rest dieses langen Abschnitts 13.6 dient der Losung dieser Aufgabe.

Wir diskutieren zunéchst in vorldufiger Weise das Problem der Parametri-
sierung der Menge aller Rechtsédquivalenzklassen. Fiir affine Rechtsédquiva-
lenzklassen ist die Antwort auf diese Frage in Satz 13.145 enthalten, denn
die dort angegebenen Normalformen sind eindeutig. Fiir affin-euklidische
Rechtsidquivalenzklassen hingegen sind die in Satz 13.146 angegebenen Nor-
malformen nicht eindeutig, sondern nur bis auf Permutationen der Tupel
(ai,...,an) bzw. (ai,...,an—1) bestimmt. Um eine eindeutige Parametri-
sierung der Menge der affin-euklidischen Rechtséquivalenzklassen zu errei-
chen, hat man zwei verschiedene Moglichkeiten. Die erste Moglichkeit ist
die, die Koeffizienten a; der Gréfie nach zu ordnen, und die zweite Moéglich-
keit ist, statt der Koeffizienten ihre elementarsymmetrischen Funktionen
or(ai,...,a,) zu betrachten, k = 1,...,n. Wir wollen diese beiden Moglich-

keiten diskutieren.
Definition:
(i) Dn ={(a1,...,ap) ER" a1 > a2 > ... > an}

(i) Dp:={(c1,---,cn) ER™ | " + 1™ +... + ¢, hat n
reelle Nullstellen}
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(iii) o : D,, — D, ist definiert durch o(a,...,a,) = (c1,...,cp)
mit ¢; = (—1)’oy(ay, ..., an)

(iv) x: Q(R™) — D, ist definiert durch x(A) = (c1,...,¢n)
mit det(§-1—A) ="+ 1§+ ... +cp.

(v) X : Q(R™) — D, ist definiert durch ¥(A) = (ay,...,an)

mit det(§-1—A)=(§—a1)...(§—ap) und a1 > ... > ay,.

Wir wollen uns erst einmal eine anschauliche geometrische Vorstellung
von den Bereichen D, und Dn verschaffen. Dazu betrachten wir die Falle
n=1,2,3. Firn=1ist D; =R und D; = R und o(a) = —a.

Fir n = 2 ist Dy = {(a1,a2) € R*> | a1 > ay} ecine Halbebene,
Dy = {(c1,c2) € R? | 4cy < 2} der Bereich unterhalb einer Parabel, und

o(ai,a2) = (—(a1 + a2), a1az).

a
A}L
€2,
~ A
N
AN N
N N
N \ AN (]
4 N \ \\ t
N 1
\ N
NN < N > Oy :
]
]

- o o b

Fiir n = 3 ist D3 = {(a1,a2,a3 € R® | a; > as > a3} der Durchschnitt
von zwei Halbrdumen, ein keilférmiger Bereich mit zwei Seitenflichen und
einer Kante a1 = as = ag. Der Bereich D3 lasst sich mit Hilfe der Diskrimi-
nante Ag beschreiben, die wir schon im Abschnitt I11.11.5 definiert und im

Anschluss an Satz 11.11.45% analysiert haben. Es gilt:

As(c) = —cics +4cs + dcies + 27c5 — 18c1cacs

D3 = {(c1,c2,c3) € R® | Az(c) < 0}.
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Wir haben schon frither ein Bild der Diskriminantenfliche Ag(c) = 0
gezeichnet. Es ist eine Flidche mit einer sogenannten , Riickkehrkante®, die
natiirlich das o—Bild der Kante a; = as = ag ist. Die Diskriminantenflache
zerlegt R3 in zwei Zusammenhangskomponenten, Az(c) < 0 und Az(c) > 0,
und Ds ist die abgeschlossene Hiille der Komponente As(c) < 0.

Die folgenden beiden Zeichnungen zeigen noch einmal unser fritheres Bild
der Diskriminantenflache, wobei der Bereich D3 auf dem Bild links von der
Flache liegt, und aulerdem das von zwei Halbebenen begrenzte keilformige
Gebiet Ds. Dabei sind zur Veranschaulichung einer spiiter definierten Stra-
tifikation die Schnitte von [73 mit den drei Koordinatenebenen a; = 0 ein-
gezeichnet. Sie zerlegen Ds in vier Zusammenhangskomponenten, nimlich
ar > ag > a3 > 0und ag > ag > 0 > ag und a1 > 0 > ay > a3z und
0 > a1 > as > a3. Das Bild der drei Koordinatenebenen bei der Abbildung
o : D3 — Ds ist der Schnitt von D3 mit der Ebene ¢3 = 0, der D3 ebenfalls
in 4 Komponenten zerlegt. Um die Zeichnung nicht zu iiberladen, wird dies

nicht dargestellt.

Proposition 13.147
Die Abbildung o : En — D, ist ein Hom6omorphismus.
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Beweis:

o ist offensichtlich bijektiv und stetig. Die Umkehrabbildung ¢! bildet jede
in D,, konvergente Folge auf eine in D,, beschrinkte Folge ab, denn es gilt
a3+...+a2 = ¢ —2cy. Dann muss die Bildfolge in D,, aber sogar konvergent
sein, denn sonst enthielte sie eine konvergente Teilfolge, deren Limes durch
o nicht auf den Limes der Urbildfolge abgebildet wiirde, im Widerspruch

zur Stetigkeit von o. Also ist 0! auch stetig.

Proposition 13.148

Q(R™) sei der Vektorraum der reellen symmetrischen n x n-Matrizen. Die

orthogonale Gruppe O(n, R) operiert von rechts auf Q(R"), und zwar durch
A —t BAB fir A € QR") und B € O(n,R). Dann faktorisieren die
oben definierten charakteristischen Abbildungen ¥ : Q(R") — D, und
X : Q(R"™) — D,, den Orbitraum Q(R™)/O(n,R), und man erhilt dadurch

das folgende kommutative Diagramm von Hom&éomorphismen:

Beweis:

Das Diagramm ist nach Konstruktion kommutativ. Wegen des Satzes
11.12.74 iiber die Hauptachsentransformation sind y und x bijektiv. x ist
offensichtlich stetig. Ordnet man @ = (a,...,a,) € D, die Diagonalma-
trix D, mit den Diagonalkoeffizienten aq, ..., a, zu, dann ist die Abbildung
D,, — Q(R™) mit a — D, stetig, und es gilt x(D,) = a. Also ist X ! stetig.

Damit folgt aus 13.147, dass x¥ und xy Homoéomorphismen sind.

Bemerkung:
Wir kénnen die orthogonalen Aquivalenzklassen reeller quadratischer For-
men also wahlweise durch das geordnete Tupel (ay,...,a,) der Eigenwerte

oder durch die Koeffizienten (c1, ..., ¢,) des charakteristischen Polynoms der
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zugehorigen symmetrischen Matrizen parametrisieren. Beides hat Vor- und
Nachteile. Vorteile der Eigenwerte: Der Parameterbereich D, ist ein leicht
beschreibbarer Durchschnitt von Halbrdumen, und man kann explizit und
einfach die Normalformen in Abhéngigkeit von den Parametern (ay,...,a,)
hinschreiben. Nachteil: Die Eigenwerte einer Matrix sind aus ihren Koeffizi-
enten nicht durch rationale Operationen berechenbar. Beim {ibergang zu den
Koeffizienten (cy, .. ., ¢,) des charakteristischen Polynoms verkehren sich die
Vorteile in Nachteile und umgekehrt. Nachteile: Der Parameterbereich D,,
ist eine nicht einfach beschreibbare semianalytische Menge, und es gibt keine
Familie von Normalformen, deren Koeffizienten rational von den Parametern
abhéngen. Vorteil: Die Parameter (ci, ..., ¢,) sind aus den Koeffizienten der
Matrix rational berechenbar. Der gleichen Dichotomie sind wir schon friiher
begegnet, z.B. in Abschnitt bei der Beschreibung der Kongruenzklassen von

Dreiecken.

Proposition 13.148 fithrt zu der folgenden, nur partiell stetigen bijektiven Pa-
rametrisierung der affin-euklidischen Rechtsédquivalenzklassen quadratischer

Funktionen.

Proposition 13.149

Die Isometriegruppe I(n,RR) des euklidischen affinen Standardraumes R™

operiert kanonisch von rechts auf der Menge Q(R"™) der quadratischen Funk-
tionen und lésst die Zerlegung Q(R™) = Q(R™)°UQ(R™)UQ(R™)” invariant.

Die zugehorigen Orbitraume lassen sich wie folgt bijektiv parametrisieren:

(i) Fir f € Q(R™)° U Q(R™) definiert die Zuordnung f — (x(f),c(f))
eine bijektive Abbildung

OMR™M° U QMR /I(n,R) = D, xR .

(ii) Fir f € Q(R™)” definiert die Zuordnung f +— (x"(f),b(f)) mit

(X" (f) = (c1(f),...,cn_1(f)) eine bijektive Abbildung

QR™)/1(n,R) — D1 x RT .
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(iii) Mit Ausnahme des Falles (ii) fir n = 1 sind die in (i) und (ii) de-
finierten Abbildungen nicht stetig, wihrend ihre Umkehrabbildungen
stetig sind. Jedoch werden diese Abbildungen bei Beschriankung auf
die Orbitradume der quadratischen Funktionen f mit konstantem Rang

p = r(f) des Hauptteils stetig, und zwar fiir jedes p.

Beweis:
Die Aussagen folgen leicht aus 13.146, dem Zusatz hierzu, aus 13.148 und

aus den Bemerkungen (2) und (3).

Die Unstetigkeit der obigen Parametrisierung der Rechtsdquivalenzklassen
ist ein Indiz dafiir, dass die Zerlegung Q(R") = Q(R™)° U Q(R™)" U Q(R™)”
noch viel zu grob ist. Damit erhebt sich die Frage, wie denn die quadratischen
Funktionen auf einem affinen Raum in Typen einzuteilen sind. Die Antwort
auf diese Frage hidngt vom Ziel und von der Methode der jeweiligen Un-
tersuchung ab. Ist man beispielsweise an den quadratischen Funktionen un-
ter dem Gesichtspunkt der Rechtséquivalenz interessiert, dann kénnte man
zwei Funktionen vom gleichen Typ nennen, wenn sie den gleichen Orbit-
typ in GA(X) haben, d.h. wenn ihre Isotropiegruppen in GA(X) konjugiert
sind. Fiir dim X = 1 wiirde dies zu einer Einteilung in drei Typen fiihren:
konstante Funktionen, lineare nicht-konstante Funktionen und quadratische
nichtlineare Funktionen. Da wir uns fiir die Nullstellen quadratischer Funk-
tionen interessieren, wére diese Einteilung fiir uns sicher zu grob. Sie unter-
scheidet z.B. bei den echt quadratischen Funktionen fiir dim X = 1 nicht
zwischen Funktionen mit zwei verschiedenen reellen Nullstellen, solchen mit
einer zweifachen Nullstelle und solchen ohne reelle Nullstelle.

Besser, aber auch noch nicht befriedigend, wére die Einteilung nach Or-
bittypen in R* x GA(X). Sie unterscheidet z.B. fiir dim X = 1 bei den
echt quadratischen Funktionen zwischen solchen mit und solchen ohne zwei-
fache Nullstelle. Noch besser aber ist es, Q(X) einfach in die Orbits von
R* x GA(X) zu zerlegen. Fiir dim X = 1 liefert dies bei den echt quadrati-
schen Funktionen gerade die oben erwéhnte Unterscheidung in drei Typen.
Diese Orbitzerlegung der quadratischen Funktionen fiithrt bei den Quadri-

ken zur Klassifikation bis auf affine Aquivalenz und liefert fiir die Quadriken
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vom affinen Standpunkt aus eine sehr brauchbare Typeneinteilung. Fiir die
quadratischen Funktionen hingegen erweist es sich als richtig, noch einen
kleinen Schritt weiter zu gehen und Q(X) in die Orbits von R™ x GA(X) zu
zerlegen, wo R™ die multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen be-
zeichnet. Dies ergibt eine besonders iibersichtliche Stratifikation von Q(X),
die sehr gut zu unserem Ansatz der Behandlung quadratischer Funktionen
f durch die quadratischen Formen f und f passt. Wir werden diese Strati-

fikation nun auf verschiedene Weisen beschreiben.

Definition:

Qs ={f€Q |ny(f) =7, n(f) = s}

Qs ={feQ [ni(f)=r n_(f)=s, c(f) >0}
QFS ={feQ ni(f)=r n_(f)=s, c(f) <0}

Qs ={fe Q" |ni(f) =7, n_(f)=s}

Dabei sind r und s nichtnegative ganze Zahlen, und es gilt in den ersten
drei Zeilen r + s < n, in der vierten Zeile r + s < n, wobei n = dim X. Um
die Symbole fiir die so definierten Teilmengen von Q(X) nicht zu iiberladen,
haben wir den Buchstaben X unterdriickt, und bei allen weiteren noch zu

definierenden Stratifikationen von Q(X) werden wir das gleiche tun.

Proposition 13.150

Die Menge Q(X) der quadratischen Funktionen auf einem n-dimensionalen

affinen Raum X zerfillt beziiglich der kanonischen Operation von R* x
GA(X) in die 2n? + 5n + 3 Orbits 1 Qs QF

T‘S’ rs? rs*

Zusatz:
In jedem Rt x A(n,R)-Orbit von Q(R") gibt es genau eine quadratische

Funktion aus der folgenden Liste von RT x A(n, R)-Normalformen:

r+s

g o E :c in Q7
j=r+1
r+s

Zx—Zx—i—l mQ;rs

j=r+1
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r+s
Zx — Z x -1 in Q,,
Jj=r+1
r+s
Zx?— Z x?—i—an in Q7
i=1 j=r+1

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 13.145.

Die vorstehende Proposition indiziert die Orbits von Rt x GA(X) in Q(X)
in einer Weise, die den Normalformen angepasst ist. Im Folgenden definie-
ren wir eine elegantere Indizierung, die besser der Ordnungsstruktur dieser

Stratifikation entspricht.

Definition:
Fiir quadratische Funktionen f € Q(X) definieren wir mit Hilfe der Invari-
anten ny,n_ der zugehorigen quadratischen Formen f und f die folgenden

Invarianten beziiglich der kanonischen Operation von RT x GA(X):

a(f) = mln{a+( ) CL(f)}
B(f) == max{a(f),a-(f)}
V(f) == oy (f) + a-(f)

Natiirlich sind «, 3,7 sogar Invarianten von R* x GA(X), und es gilt
a+f=r.

Definition:
X sei ein n-dimensionaler affiner Raum, Q(X) die Menge der quadratischen
Funktionen auf X und Q(X) die Menge der affinen Quadriken in X. Dann

definieren wir folgende Teilmengen von Q(X) bzw. O(X).

Q¥ = {f € QX) | ay(f) = a, a_(f) = B}
Q7 = {[fl € QX) | a(f) = o, B(f) = B}
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Dabei sind a, f ganze Zahlen, 0 < o, < 2n+ 1 mit a + 8 < 2n + 1, und
fiir 9% gilt auBerdem o < A sowie (o, ) # (0,0), (0,1), (1,1).

Proposition 13.151
Die 927 sind die RT x GA(X) - Orbits in Q(X). Es gilt:

Q?s — QQT‘,zs
2r+1,2
Qf, = Q¥

— 2r,2s5+1
Qr, = @

Q/l _ 927"4—1725—1—1
TS
Beweis: Die Proposition folgt trivial aus dem Zusatz zu 13.150.

Satz 13.152

X sei ein n-dimensionaler reeller affiner Raum, GA(X) seine affine Gruppe
und Q(X) der reelle Vektorraum der quadratischen Funktionen auf X. Die
Gruppe R* x GA(X) operiert kanonisch auf Q(X) durch f — cf o ¢ fiir
f € Q(X) und ¢ € R* sowie ¢ € GA(X). Fiir diese Operation gilt:

(i) Die Orbits von RT x GA(X) sind die 2n? + 5n + 3 Mengen Q%%.
Die Orbits von R* x GA(X) sind die Mengen Q2B U QPe,

(i) Q2P ist eine Mannigfaltigkeit. Q7 ist zusammenhiingend mit Ausnah-
me von Q! fiir n = 1, das zwei Zusammenhangskomponenten hat. Es

gilt:

(2n—k+3) fir o + 38 =2k
2n—k+3)+1 fira+p8=2k+1

dim Q%% =

[T T

(iii) Die Zerlegung Q(X) = UQ*? ist eine Stratifikation. Es gilt:

Q8 5 Q¥F = a0 > o und 3 > 3’

Beweis:
(i) Die Aussage folgt sofort aus 13.150 und 13.151.
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(i)

(iii)

Man beweist die Behauptung leicht durch Berechnung der Isotropie-

gruppen in R™ x A(n, R) fiir die in 13.150 angegebenen Normalformen.

Es ist klar, dass die Bedingung o > o/ und 8 > ' fiir Q28 > Q«'F'
notwendig ist. Denn ni(f) und n_(f) bzw. ny(f) und n_(f) sind
offensichtlich unterhalb-stetige Funktionen auf Q(X) bzw. Q(V), und
da die Zuordnungen f — f bzw. f — f stetige Abbildungen Q(X) —
Q(X) bzw. Q(X) — Q(V) sind, sind ay(f) und a_(f) unterhalb-
stetige Funktionen auf Q(X). Um nun zu zeigen, dass die Bedingung
auch hinreichend ist, geniigt es, zu zeigen: Q8 > Q=18 Q*A~1 Dy
die Multiplikation mit -1 die Strata Q% und Q°® vertauscht, geniigt
es, nur die Hilfte dieser Relationen zu beweisen. Und da die Q*° die
Orbits einer stetigen Gruppenoperation sind, geniigt es, zu zeigen:
QaBnga-1.p # (0, bzw. QBN Q-1 # (). Wir tun dies durch Angabe
einer stetig von einem reellen Parameter ¢ abhéingigen Familie von
quadratischen Funktionen f; auf R”, wobei f; € Q* fiir t # O und
wobei fy die Normalform in Q1B hzw., Q¥P-1 ist.

(aaﬁ) (a/aﬂ/) ft

(2r,2s) (2r,2s — 1) i+ .+t - -2
*(txr+s+1)2

(2r+1,2s+1) | (2r+1,2s) o+ Fal-al, - -2,
+2tx,, +1

(2r 4+ 1,2s) (2r,2s) o+ el — . -2,
+t?

(2r +1,2s) (2r+1,2s—1) | af+... 422 —a2, —...—a2
—t222 + 27,

Bemerkung:

X* sei der duale Vektorraum zu X. Durch Beschrinkung der Linearfor-

men v € X* auf X C X erhilt man einen kanonischen Homomorphismus

X* — Q(X) in den reellen Vektorraum der quadratischen Funktionen auf
X. Zusammen mit dem Homomorphismus Q(X) — Q(V), der f € Q(X)

den Hauptteil f € Q(V) zuordnet, erhilt man so eine kanonische kurze

exakte Sequenz

0—X*—= Q(X)— Q(V)—o.
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Mittels dieser Sequenz kann man das Stratum Q? als Faserbiindel iiber
dem Stratum der ¢ € Q(V') mit ny(q) = [«/2] und n_(q) = [5/2] beschrei-
ben. Analoges gilt fiir die noch zu definierenden feineren Stratifikationen im

euklidischen Fall, fiir die wir dies in Satz 13.162 ausfiihren.

Beispiel:

Wir beschreiben die Stratifikation Q(X) = nQos explizit fiir den einfachs-
ten Fall dim X = 1, d.h. X = R. Dann ist Q(R) die Menge der quadratischen
Funktionen f(z) = az? + 2bz + ¢, und durch die Zuordnung f + (a,b,c)
identifizieren wir Q(R) mit dem R? mit den Koordinaten (a,b,c). Im R3
betrachten wir den Kegel mit der Gleichung ac — b*> = 0 und die Ebene mit
der Gleichung a = 0, die den Kegel in der Geraden a = b = 0 beriihrt. Die
Vereinigung von Kegel und Ebene zerlegt R? in 4 Zusammenhangskompo-
nenten. Dieses sind die 4 hchstdimensionalen Strata Q“ mit o+ = 3. Die
Beriihrgerade zerlegt die Ebene in die beiden Zusammenhangskomponenten
von Q' und sie zerlegt den Kegel in zwei Zusammenhangskomponenten,
die Strata Q%2 und Q%°. Die Kegelspitze zerlegt die Beriihrgerade in zwei
Zusammenhangskomponenten, die Strata Q%' und Q'°, und die Spitze selbst
ist natiirlich das Stratum Q. Das folgende Bild illustriert diese Stratifika-

tion.

Bei diesem Beispiel kann man die Adjazenzrelationen der Stratifikation di-
rekt aus der Figur ablesen. Wir beschreiben sie durch einen gerichteten Gra-

phen.
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03 12 21 30

01

00

Die mit (a, 3) bezeichnete Ecke entspricht dem Stratum Q% und jede Ecke
ist durch einen gerichteten Pfeil mit ihren Nachfolgern in der Ordnungsre-
lation verbunden, die durch (o, 8) > (¢/, ) & a > o'; 8 > (' definiert
wird. Die Nachfolger sind (o — 1,4) und (o, 5 — 1), wenn «, 8 > 0; bzw.
(a—1,0), wenn o > 0, 8 = 0; und (0,5 —1), wenn o = 0, 5 > 0. Das néchste
Bild zeigt fiir jedes der 10 Strata den Graphen einer Funktion y = f(x) aus
diesem Stratum, wobei die horizontale Linie die Gerade y = 0 markiert. Die

Anordnung der 10 Einzelbilder entspricht dem obigen Adjazenzgraphen.

~| [ |

~ A M

/\

Wiéhrend fiir dim X = 1 also die Stratifikation von Q(X) noch geometrisch-
anschaulich gut vorstellbar ist, scheint es mir schwierig zu sein, sich fiir
dim X > 1 die Stratifikation von Q(X) noch anschaulich vorzustellen. Was
uns dann bleibt, ist der Adjazenzgraph, der beschreibt, welche Strata in der
abgeschlossenen Hiille eines gegebenen Stratums liegen. Und dieser Graph

hat fiir alle Dimensionen die gleiche einfache Struktur.
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Zum Beispiel zeigt das néchste Bild den Graphen fiir dim X = 3.

07

Aus Satz 13.152 ergibt sich wegen Proposition 13.141 sofort die Klassifika-

tion der Quadriken bis auf affine Aquivalenz.

Satz 13.153 (Affine Aquivalenz von Quadriken)
X sei ein n-dimensionaler reeller affiner Raum und Q(X) der Raum der

affinen Quadriken in X. Dann gilt:

(i) O(X) zerfillt in n? + 3n — 1 affine Aquivalenzklassen, die Orbits der
kanonischen Operation der affinen Gruppe GA(X) auf Q(X). Diese
Orbits sind die Mengen QO‘B, wobei O < a<funda+p8<2n+1
sowie («, 8) # (0,0),(0,1),(1,1).

(ii) Q%8 ist eine zusammenhidngende Mannigfaltigkeit.

(2n — k+3) fira+p=2k+1
2n—k+3)—1 fira+p=2k

dim @O‘ﬁ =

N[F N

(iii) Die Zerlegung Q(X) = UQ? ist eine Stratifikation. Es gilt

é“ﬁDéa/ﬁl@aza’undBZﬂ/

Beweis:  Der Satz folgt unmittelbar aus 13.141 und 13.152.
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Im Folgenden stellen wir zur Veranschaulichung und Konkretisierung
Material iiber die drei niedrigsten Dimensionen n = 1,2,3 zusammen:
Adjazenzdiagramme, eine Tabelle (S. 310) und Bildtafeln (S. 7?7 ff.).

Die drei folgenden Adjazenzdiagramme beschreiben fiir n < 3 das durch die
Relation éaﬂ ) éo‘lﬁl teilgeordnete System der Strata éo‘ﬁ C é(R”), und

zwar in der iiblichen Weise: Dem Stratum éo‘ﬂ entspricht ein Punkt mit

dem Index (o, ), der im Diagramm mit seinen unmittelbaren Nachfolgern
verbunden wird. Diese Graphen entstehen aus den Adjazenzgraphen fiir
die Rechtsiquivalenzklassen Q*? von quadratischen Funktionen durch
Fortlassen der Punkte (o, 8) mit a > 8 und der Punkte (0,0),(0,1), (1, 1),
letzteres natiirlich wegen der Bedingung f # 0 in der Definition der
Quadriken.

Adjanzenzdiagramme
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Definition:
Die affinen Aquivalenzklassen 0% von affinen Quadriken im n-
dimensionalen reellen affinen Raum haben fiir n = 1,2,3 die Namen, die

in der beigefiigten Tabelle aufgefiihrt sind.

Die Namen fiir die Quadriken wurden fiir n = 2 von Apollonius ein-
gefithrt, und fiir n = 3 im Wesentlichen von Euler: ,Introductio in
analysin infinitorum*, Lausanne 1748, tom. II, Appendix de superficiebus,
p. 373-387 [13], sowie ferner von G. Monge und J.N.P. Bachette: ,,App-
lication d’algebre a la géométrie®, J. éc. polyt. cah. 11 (1802) p. 143-169 [17].

Die beigefiigten zwei Bildtafeln auf den Seiten 311 und 312 zeigen fiir n = 2
und n = 3 typische Bilder der Nullstellenmengen fiir die Quadriken al-
ler Strata, soweit es sich nicht um imaginidre Kurven und Fléchen handelt.
Dabei entspricht die Anordnung der einzelnen Bilder der Position der ent-
sprechenden Punkte im Adjazenzdiagramm. Die Hauptachsen der Flichen
sind in dimetrischer orthogonaler Axonometrie dargestellt, d.h. in ei-
ner orthogonalen Parallelprojektion, bei der die Verkiirzungsfaktoren fiir
die Einheitsvektoren auf den Hauptachsen sich wie 1:2:2 verhalten. Man
entnimmt schon aus den Bildtafeln, dass zwischen den Quadriken und ih-
ren Nullstellenmengen eine enge Beziehung besteht: Verschiedenen Strata
Q% mit a # 0 entsprechen qualitativ verschiedene Nullstellenmengen. Dies
veranlasst uns, die Frage nach dieser Beziehung, die wir zu Beginn dieses
Abschnitts aufgeworfen und einstweilen zuriickgestellt hatten, wiederaufzu-

nehmen.Um sie zu kléren, brauchen wir das Folgende

Lemma 13.154

V sei ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K mit

Char(K) # 2, und q,q¢ seien zwei quadratische Formen auf V mit dem

gleichen isotropen Kegel
C:={zxeV|ql)=0={zeV]|d(z)=0}.

Dann haben ¢ und ¢ das gleiche Radikal rad ¢ = rad ¢ ¢ C, und wenn
rad ¢ # C, gibt es ein ¢ € K* mit ¢ = cq.
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Beweis:

Wenn C' = {0}, sind ¢ und ¢’ anisotrop, und es ist nichts zu beweisen. Also
sei C' # {0}. Wir wihlen ein 0 # u € C, setzen L = Ku und betrachten fiir
jedes v € V die durch v gehende zu L parallele Gerade L, = {v+ A\u |€ K}.
Den Durchschnitt L, N C' kénnen wir mit Hilfe der zu ¢ und ¢’ gehorigen

symmetrischen Bilinearformen b und &’ wie folgt beschreiben:

L,NC ={v+ Xu| 2Xb(u,v) 4+ b(v,v) = 0}
= {v+ M| 2\ (u,v) + b'(v,v) = 0}

Aus dieser zweifachen Beschreibung von L, N C als Nullstellenmenge einer

linearen Gleichung in A ziehen wir zwei Schlussfolgerungen.

(1) Die beiden linearen Gleichungen sind linear abhéingig, d.h.

b(u, v)b' (v,v) — b (u,v)b(v,v) =0

(2) Fiir den Durchschnitt L, N C gibt es die drei folgenden, einander aus-
schliefenden Moglichkeiten:

(a) L,nC =1L
(b) L,NnC =10
(c) LyNC ={w}
Und zwar gilt:
(a) < b(u,v) =0 und b(v,v) = 0
(b) < b(u,v) = 0 und b(v,v) # 0

(c) © b(u,v) #0

Da die gleichen Aquivalenzen mit b’ anstelle von b gelten, folgt insbe-

sondere:

(3) Yo b(u,v) =0< b (u,v) =0.
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n af Quadriken in Qo dim Qo8
03 imaginédres Punktepaar 9
1 12 reelles Punktepaar
02 Doppelpunkt 1
05 imaginére Ellipse
14 Ellipse 5
23 Hyperbel
04 imaginédres Geradenpaar
2 13 Parabel 4
22 reelles Geradenpaar
03 imaginére Parallelen 3
12 reelle Parallelen
02 Doppelgerade 2
07 imaginéres Ellipsoid
16 reelles Ellipsoid 9
25 zweischaliges Hyperboloid
34 einschaliges Hyperboloid
06 imaginérer Kegel
15 elliptisches Paraboloid 3
24 reeller Kegel
33 hyperbolisches Paraboloid
3 05 imagindrer Cylinder
14 elliptischer Cylinder 7
23 hyperbolischer Cylinder
04 imaginédres Ebenenpaar
13 parabolischer Cylinder 6
22 reelles Ebenenpaar
03 imaginére Parallelebenen 4
12 reelle Parallelebenen
02 Doppelebene 3

Tabele der Affinen Quadriken
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311

ELLIPSE

HYPERBEL

PARABEL

GERADENPAAR

PARALLELEN

DOPPELGERADE
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ELLIPSOID

ZWEISCHALIGES HYPERBOLOID

EINSCHALIGES HYPERBOLOID

ELLIPTISCHES PARABOLOID

KEGEL

HYPERBOLISCHES PARABOLOID

ELLIPTISCHER CYLINDER

HYPERBOLISCHER CYLINDER

PARABOLISCHER CYLINDER EBENENPAAR

PARALLELEBENEN

DOPPELEBENE
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Aus (3) folgt zunéchst die erste Behauptung des Lemmas, denn es ist

radgq = {ueC|YveV bu,v)=0}
= {ueC|VweV V(uv)=0}=radq.

Weiterhin sei nun nach Voraussetzung v € C'\rad ¢. Dann sind b(u, v)
und b’ (u,v) als Linearformen in der Variablen v nicht identisch 0, und
aus (3) folgt:

(4) Jee K* Yo eV ¥ (u,v) = cb(u,v).
Aus (4) und (1) folgt nun schlielich die zweite Behauptung des Lem-
mas:

(5) Yo e V ¥ (v,v) = cb(v,v).
Dabei haben wir — fiir festes u — die Gleichungen (1) und (4) als Iden-

titdten im Polynomring K[v] interpretiert und in (1) durch b(u,v)

dividiert.

Proposition 13.155
Die zu einer quadratischen Funktion f € Q(X) mit a(f) # 0 gehorige Qua-
drik [f] € Q(X) ist durch die Nullstellenmenge von f eindeutig bestimmt.

Beweis:

Wie frither sei V' der Translationsvektorraum des affinen Raumes X und
X c X die kanonische vektorielle Einbettung. Ferner seien f und f die zu f
gehorigen quadratischen Formen auf X und V. Wir betrachten die folgenden

Nullstellenmengen:

Ci=fre X f@)
Cf:{$€V|f(ﬂj)
Cr={ze X | f(z)

0}
0}
0}

Natiirlich gilt Cy = C'fﬂX und Cf = C'fﬂV. Um Lemma 13.154 anwenden

zu kénnen, wollen wir umgekehrt C' j aus (' rekonstruieren.
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Dazu fithren wir den Kegel iiber C ein:
C’f = {)\xGX|:C€Cf,)\ER*}.
Es ist klar, dass man C' 7 wie folgt als disjunkte Vereinigung darstellen kann:

C 7= C U C 7
Die Frage ist also, ob man C7 aus Cy rekonstruieren kann. Ohne Voraus-
setzung ist dies nicht moglich, denn fiir a(f) = 0 und B(f) = 2k + 1 gilt
stets C'y = (), wéhrend C7 ein linearer Unterraum der Codimension k in V'
ist. Dies ist aber auch der einzige Fall, der Schwierigkeiten macht! Mit Hilfe
der Normalformen von 13.150 priift man unter Beriicksichtigung von 13.151
sehr leicht nach, dass Folgendes gilt: a(f) = 0 und B(f) = 2k + 1 genau
wenn Cy = (). Wenn Cy # (), gilt fiir die abgeschlossene Hiille (:Tf von C} in
X:

Cp =0

Damit folgt die zu beweisende Behauptung durch Anwendung von Lem-
ma 13.154 auf die quadratische Form ¢ = f und ihren isotropen Kegel C >
denn offenbar gilt rad f # Ci & alf) #0.

Mit den bis jetzt bewiesenen Sétzen, insbesondere Satz 13.153, ist die Klas-
sifikation der Quadriken bis auf affine Aquivalenz in vollkommen befriedi-
gender und einfacher Weise erledigt, und ich erwarte, dass mir der Leser bis
zu diesem Punkte willig gefolgt ist. Nun aber will ich mich einer schwierige-
ren Aufgabe zuwenden, ndmlich der Klassifikation der Quadriken in einem
euklidischen affinen Raum bis auf affin-euklidische Aquivalenz. Dabei han-
delt es sich um ein sehr viel feineres Klassifikationsproblem. Der ganze lange
Rest dieses Abschnitts behandelt dieses Problem. Er wendet sich nur an den
Leser, der mit mir auch dieses feinere Klassifikationsproblem moglichst gut
verstehen mochte.

Natiirlich enthélt der leicht zu beweisende Satz 13.146 iiber die affin-
euklidischen Normalformen eine Beschreibung der Menge aller affin-

euklidischen Aquivalenzklassen von Quadriken. Was aber fehlt, ist eine
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addquate Strukturierung dieser Menge. Wir haben bereits im Anschluss
an Satz 13.146 ausgefiihrt, dass es allzu einfach wiére, auf dem naiven
Normalformen-Standpunkt stehen zu bleiben, und dass es vielmehr not-
wendig ist, zu einer geeigneten Typeneinteilung der affin-euklidischen

Aquivalenzklassen von Quadriken zu gelangen.

Es liegt nahe, bei einer solchen Typeneinteilung von der gerade abgeleite-
ten Klassifikation bis auf affine Aquivalenz auszugehen. Aus Satz 13.146
und Proposition 13.149 gewinnt man fiir jedes Stratum Q®? von quadrati-
schen Funktionen eine stetige Parametrisierung der in Q%2 enthaltenen affin-
euklidischen Aquivalenzklassen. Genauer: Man erhilt einen HomSomorphis-
mus des Orbitraumes Q%?/1(X) mit einer semialgebraischen Menge. (Ei-
ne semialgebraische Menge ist eine Teilmenge eines R?, die durch end-
lich viele polynomiale Gleichungen und Ungleichungen beschrieben werden
kann.) Die ausfiihrliche Diskussion des Falles dim X = 3 am Ende dieses
Abschnittes zeigt aber, dass fiir die meisten Strata Q®% die entsprechende
semialgebraische Menge keine Mannigfaltigkeit ist. Sie kann z.B. Randpunk-
te haben, zu denen ein anderer I(X)-Orbittyp gehort als zu den Punkten im
Inneren. Wir haben daher die Aufgabe, die Zerlegung von Q(X) in die affinen
Aquivalenzklassen Q7 in geeigneter Weise zu verfeinern. Withrend aber die
Stratifikation durch affine Aquivalenzklassen, die wir in den Sitzen 13.152
und 13.153 beschrieben haben, auflerordentlich einfach war und insbeson-
dere sehr einfache Adjazenzdiagramme hatte, ist die nun zu konstruierende
Verfeinerung dieser Stratifikation nicht mehr so einfach. Wir miissen uns mit

Geduld wappnen, um diese kompliziertere Situation analysieren zu kénnen.

Hinsichtlich der Stratifikation, die wir konstruieren werden, interessiert uns
vor allem die Partialordnung auf der Menge der Strata, welche durch die
Adjazenzrelation definiert und durch entsprechende Diagramme beschrieben
wird. Wenn man diese Diagramme ohne weitere Vorbereitung betrachtet, er-
scheinen sie sehr kompliziert. In Wahrheit sind sie jedoch in ganz gesetzméafi-
ger Weise aus einfachsten Ordnungsstrukturen aufgebaut. Um dies einsichtig
zu machen, folgt jetzt ein sehr ausfithrlicher Exkurs iiber Ordnungsstruktu-

ren, in dem wir Schritt fiir Schritt mit rein ordnungstheoretischen Begriffen
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aus elementaren Ordnungsstrukturen diejenigen komplizierteren Ordnungs-
strukturen aufbauen, die wir spiter zur Beschreibung der Stratifikation ver-

wenden wollen.

Definition:
M sei eine Menge mit einer Teilordnung > und z, 2’ verschiedene Elemente

von M. Dann heiit 2’ ein Nachfolger von z, wenn gilt:
(i) = >
i) pee M =>¢>a.

Wir schreiben beim Bestehen dieser Relation x > z’. Die Menge M mit der
Teilordnung > wird wie folgt durch einen gerichteten Graphen I'j; beschrie-
ben: Die Punkte von I'j; sind die Elemente von M, und die gerichteten
Strecken von I'y sind die geordneten Paare (z,2’) mit z > 2/. Wir nennen
'y den gerichteten Graphen der Ordnung (M, >). Wir beschreiben Iy,
graphisch durch ein Ordnungsdiagramm mit Punkten und Strecken. Die
Richtung der Strecken wird durch die relative Lage der Endpunkte darge-
stellt: Fiir > 2’ liegt der = entsprechende Punkt gegeniiber dem z’ entspre-
chenden weiter oben auf der Seite. Bisweilen werden die Strecken auch durch

Streckenziige dargestellt, um das Diagramm iibersichtlicher zu machen.

Beispiele:

N sei die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Stan-
dardordnung N = {1,2,3,...}. Dazu isomorph ist die ¢ 3
Menge N’ der nicht-negativen ganzen Zahlen mit der 9
Standardordnung N’ = {0,1,2,3,...}. Dazu gehort
der durch das rechts stehende Diagramm angedeutete

Ordnungsgraph 'y .

(2) ist geordnet durch die Relation 1 > 0. Das Ordnungs-
diagramm zu I'y ist rechts abgebildet.

Die aus zwei Elementen bestehende Menge I = {0,1} I L
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Aus diesen beiden elementaren Ordnungsstrukturen I und N werden wir
fast alle spéter benttigten komplizierteren Ordnungsstrukturen aufbauen.
Die dazu benoétigten Operationen beschreiben wir durch die folgende Serie

von Definitionen.

Definition:
N sei eine Menge mit einer Teilordnung > und M C N eine Teilmenge. Die
auf M induzierte Teilordnung ist die Menge der Paare (z,2') € M x M

mit z > 2’

Beispiele (Fortstzg.) :

(3) {0,...,m} C N mit der induzierten Teilordnung hat das nebenstehen-

de Ordnungsdiagramm.

Definition:
(M;)icr sei ein System von Mengen, und fiir jedes i € I sei eine Partialord-
nung > auf M; gegeben.
Dann izst die Produkt-Teilordnung auf dem cartesischen Produkt [ [,.; M;
diejenige Partialordnung >, fiir deren zugehorige Relation > die folgende
Aquivalenz gilt:

(zi) > (23) ©Viel x>

i

Proposition 13.156
Fiir jede Produkt-Teilordnung auf [[,.; M; gilt:

(r))> (z)) e Jjel x]?xg und Vi # j x; = 7.

Beweis:  trivial.
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Beispiele (Fortstzg.) :

(4) Wir versehen das cartesische Produkt N x N’ mit dem Produkt der
Standardordnungen auf beiden Faktoren. Das Ordnungsdiagramm von

N’ x N’ sieht dann wie folgt aus:

(5) Das p-fache cartesische Produkt I? versehen wir mit der Produkt-
Teilordnung, wobei jeder Faktor I durch 1 > 0 geordnet ist. Die

zugehorigen Ordnungsdiagramme sehen fiir p = 0,1, 2, 3 wie folgt aus:

111

011 110

o

001 100

01
000

Diese Serie von Diagrammen legt die Vermutung nahe, dass der Ord-
nungsgraph von [P als ebene Projektion der Ecken und Kanten eines p-
dimensionalen Hyperkubus aufgefasst werden kann. Und so ist es in der
Tat.



Kapitel 13.6 319

Die kanonische Einbettung I? < RP identifiziert I” mit der Eckenmenge
eines achsenparallelen p-dimensionalen Wiirfels. Und die Nachfolger einer
Ecke x = (21,...,7p) sind diejenigen 2’ = (a1,...,x;,), fiir welche es ein

j€A{1,...,p} gibt, so dass gilt:

r;—1fliri=j
‘:Ui -
x; fir ¢ # j
Dies sind aber genau die mit z durch eine Kante verbundenen Ecken z/,
fir die x1 4+ ... +xp > @) + ... + 2, gilt. Wir sind nun bereit, das Ord-
nungsdiagramm von I* zu betrachten, die ebene Projektion der Kanten des

4-dimensionalen Hyperkubus.

0000

Beispiele (Fortstzg.) :

(6) Die Menge I aller 0,1-Folgen ist durch die Produktstruktur teilgeord-

net.

(7) I™) sei die Menge aller 0,1-Folgen mit nur endlich vielen von 0 ver-

schiedenen Komponenten
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1IN = {(z;) e IN| IpVi > p x; =0}.

Wir kénnen IV als Eckenmenge eines unendlich-dimensionalen Hy-
perkubus ansehen, der durch die endlichdimensionalen Hyperkuben

filtriert wird. Dies lésst sich wie folgt prézisieren. Es sei
I, ={(z;) €V |Vi>p z; =0}

Dann ist I, mit der durch IN induzierten Teilordnung kanonisch ord-
nungstreu isomorph zu IP, und diese Hyperkuben bilden eine Filtrie-

rung von I

{}=lhchc..clc..clJI,=1"
p=0

mit Limes I™. Fiir jede endliche Teilmenge von IM lisst sich daher
der Graph I" der induzierten Partialordnung als Teilgraph des gerichte-
ten Kantengraphen eines endlichdimensionalen Hyperkubus darstellen.

Wir identifizieren I, mit IP, wenn keine Verwirrung droht.

(N x N),,, sei die folgende Menge von Paaren nicht-negativer ganzer
Zahlen:
(N x N, ={(a, ) e N x N' | a+ B < m}.

Die Produkt-Teilordnung auf N x N’ induziert eine Teilordnung auf
(N x N'),,,. Die teilgeordnete Menge (N x N')gp,41 ist ordnungstreu
isomorph zu der durch Adjazenz teilgeordneten Menge der Strata
Q%% C Q(X) quadratischer Funktionen auf einem n-dimensionalen
affinen Raum X, vgl. Satz 13.152(iii). Wir zeigen auf der folgenden

Seite oben noch einmal das Ordnungsdiagramm fiir n = 3, d.h. m = 7.

Ein weiteres Beispiel fiir induzierte Teilordnungen auf Teilmengen von

Produkten liefern die im folgenden definierten Mengen (I) x 1),

I x 1™, = | J L xI,

r+s<n
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Jede dieser Mengen lésst sich mit ihrer induzierten Ordnungsstruktur

%" isomorph ist.

als Teilmenge von [, x [, auffassen, das seinerseits zu
Der Graph T von (IM™ x IM), ist also Teilgraph des Kantengraphs
eines 2n-dimensionalen Wiirfels. Das folgende Bild zeigt ein Diagramm
fiir T fiir n = 3, wobei die Punkte durch Paare von 3-Tupeln bezeichnet

sind, d.h. als Elemente von I3 x I3 aufgefasst sind.

Wenn man diesen Graphen eine Weile betrachtet, sieht man, dass er durch
Vereinigung der 4 Kantengraphen von 4 dreidimensionalen Wiirfeln entsteht,
namlich Iy x I3, Iy x Iy, Iy x Iy, I3 x I[y. Dies veranlasst uns zu der folgenden
Beschreibung der teilgeordneten Menge (]I(N) X I[(N))n als Menge der Ecken

von n + 1 achsenparallelen Wiirfeln im R"™.



322 Kegelschnitte

Wir bilden ((x1,...,2y), (y1,..-,9n)) € L, x I, auf [21,...,2,] € R™ ab,
wobei die Koordinaten z; € {1,0, —1} wie folgt definiert sind:

Zi = Yi — Tp—i+1-

Bei Beschréankung auf [ J I, x Iy C I, x I, ist die Abbildung injektiv,

r+s<n
denn aus r + s < n folgt:

2i=0&y; =0, 2p,_i41=0
zi=ley =1, 2,441 =0

zi=—1& Y = 0, Tpn—it1 = 1.

Das Bild von II,. x I,,_, ist die Eckenmenge W) des achsenparallelen Wiirfels
der Kantenlidnge 1 mit (0,...,0) und (1,...,1,—1,...,—1) als zwei diame-
tral gegeniiberliegenden Eckpunkten, wobei die Anzahl der -1 gleich r ist.
Wir erhalten also schliellich eine bijektive Abbildung

AN % 1M, — U w) = w,.
r=0

Diese Abbildung ist ordnungserhaltend, wenn wir W,, wie folgt mit einer
Teilordnung versehen. Wir ordnen die Menge {0,1, -1} durch den folgen-
den Graphen: Dann versehen wir {0,1, —1}" mit der Produkt-Teilordnung

1 -1

N

0

und schliefllich die Teilmenge W,, C {0,1, —1}" mit der induzierten Teilord-
nung. Damit haben wir eine sehr 6konomische Beschreibung der Elemen-
te der fiir uns wichtigen Menge (H(N) X ]I(N)) durch n-Tupel [z1,...,2,] €
W, C {0,1,—1}". Das folgende Diagramm zeigt den gerichteten Graphen

von W3, wobei aus Platzgriinden 1 statt -1 geschrieben wurde. Um den
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101
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Ubergang vom einen Diagramm zum andern zu erleichtern, indizieren wir

das urspriingliche Diagramm neu mit den Tripeln [z1,20,23] € {0,1,1}3,
siehe obiges Diagramm auf der folgende Seite.

FEine wichtige Klasse von Beispielen fiir die Bildung neuer Ordnungsstruk-
turen aus gegebenen durch Kombination der Operationen des Induzierens
und der Produktbildung liefern die Faser-Produkte. Natiirlich ist der men-
gentheoretische Grundbegriff des Faser-Produktes nicht nur im Rahmen der
Theorie der Ordnungsstrukturen wichtig, sondern in vielen anderen mathe-

matischen Theorien, insbesondere in der algebraischen Geometrie.

Definition:

Gegeben seien Mengen M, N und L sowie Abbildungen g : M — L und
h: N — L. Dann ist das Faser-Produkt von M und N beziiglich g und A
die folgende Menge:

M xp N = {(z,y) € M x N | g(x) = h(y)}|
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Sind auf M und N Teilordnungen gegeben, dann wird M xj; N mit der
Teilordnung versehen, welche durch die Produkt-Teilordnung von M x N
induziert wird. Fiir gefaserte Produkte lisst sich die Nachfolgerelation nicht
so einfach auf die Nachfolgerelation der Faktoren zuriickfithren, wie das bei
cartesischen Produkten durch 13.156 geschehen ist. Unter zuséatzlichen Vor-

aussetzungen vereinfacht sich jedoch die Bestimmung der Nachfolger.

Definition:
L und M seien teilgeordnete Mengen. Eine Abbildung g : M — L heifit
ordnungserhaltend, wenn fiir alle z,2’ € M gilt: © > 2/ = g(z) > g(2).

1

Ist g bijektiv und ordnungserhaltend und auch ¢~ ordnungserhaltend, dann

heiflt g ein ordnungserhaltender Isomorphismus.

Definition:
M sei eine teilgeordnete Menge, z,y € M und x < y. Dann ist das Intervall
[x,y] die folgende Menge:

[z,y] ={z € M|z <z < y}.

Es ist klar, dass jede ordnungserhaltende Abbildung g : M — L jedes In-
tervall [z,y] C M in das Intervall [g(z),g(y)] C L abbildet. Jedoch wird
im Allgemeinen die Bildmenge g([x, y]) nicht das ganze Intervall [g(z), g(y)]

sein, d.h. fiir g wird kein ,,Zwischenwertsatz“ gelten.
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Definition:
Eine ordnungserhaltende Abbildung g : M — L heifit intervallerhaltend,

wenn das Bild jedes Intervalls in M ein Intervall in L ist.

Proposition 13.157
L, M, N seien teilgeordnete Mengen, g : M — L und h : N — L seien ord-

nungserhaltende Abbildungen und g sei intervallerhaltend. Dann lassen sich
fiir (z,y) € M x, N die Nachfolger (2/,y') € M x, N wie folgt charakteri-
sieren. (z,y) > (2',y") gilt genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen

(a) oder (b) oder (c) erfiillt ist:
(a) > 2’ und y = ¢/
(b) x=2"und y >3/

(¢) x> 2’ und y > ¢/ und g(z) > g(2’) und
V" e M x> a" > a2 = g(x) > ga”) > g(2').

Beweis: Ubung.

Beispiele (Fortstzg.) :

(10) Unser letztes Beispiel ist die Teilordnung, durch die wir spéter die
Adjazenzdiagramme einer feinen Stratifikation des Raumes der qua-
dratischen Funktionen beschreiben werden. Diese Teilordnung entsteht
aus den Teilordnungen der beiden vorigen Beispiele (8) und (9) durch

Bildung eines Faser-Produktes wie folgt. Es sei
ho: (I x 1My, &5 N x N

die Abbildung, welche ((z,), (y5)) € I %I das folgende Zahlenpaar
(r,s) € N x N’ zuordnet:

r =max{p |z, =1}

s =max{o | y, = 1}

Dabei ist natiirlich r = 0 fiir (z,) = 0 und s = 0 fir (y,) = 0.

Weiterhin definieren wir eine Abbildung
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g: (N xNgpi1 = N x N,

indem wir dem Paar (o, §) € N x N das folgende Paar (r,s) € N' x N

zuordnen:

Dabei bezeichnet [z] die grofite ganze Zahl < x. Nun definieren wir

das folgende Faserprodukt:

Qn = (N X N1 x (AW x 1My,
N/ x N/

Als Faser-Produkt der in den Beispielen (8) und (9) eingefiihrten teil-
geordneten Mengen hat (2,, eine kanonische Teilordnung entsprechend
der obigen Definition. Diese Ordnung ist auf ganz einfache, kanonische
Weise definiert. Es ist jedoch nicht so einfach, den Graphen dieser Teil-
ordnung durch ein iibersichtliches Diagramm darzustellen, selbst dann
nicht, wenn wir uns auf den fiir uns besonders interessanten Fall Qg
beschrianken. Die Abbildungen g und h erfiillen die Bedingungen von
Proposition 13.157, so dass die Nachfolger-Relation fiir Q3 leicht be-
schrieben werden kann. Wir zeigen zwei Moglichkeiten, ein iibersicht-
liches Diagramm fiir {23 zu bekommen. Im ersten Fall gehen wir von
einem Diagramm von I'y aus, beispielsweise dem letzten in Beispiel
(9) angegebenen Diagramm. Wir ersetzen jeden Punkt y € I'y durch
das Teildiagramm g~!(h(y)) C Ty, das wie folgt aussieht:

(2r+1,2s4+1)

(2r,2s +1) (2r +1,2s) (2r,28+1)\/(2r+1,23)

(2r,2s) (2r,2s)

firr+s<n firr+s=n
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Das nachfolgende Bild hebt diese Diagramme als Teildiagramme von

T'ys hervor.

Abschlieend verbinden wir die Eckpunkte dieser kleinen Teildiagram-
me untereinander entsprechend der Regel von 13.157. Das Resultat ist

das Diagramm fiir I'g,, dargestellt auf Seite 329.

Man kann auch umgekehrt von dem gitterférmigen Diagramm fiir 'y
nach Beispiel (8) ausgehen und jeden Punkt x € I'jy; durch das Teil-
diagramm h~!(g(z)) C T'n ersetzen. Fiir g(x) = (r,s) ist dies das
Diagramm der teilgeordneten Menge (I, — I, _1) X (I; — I5_1). Von der
Indizierung der Ecken abgesehen haben diese Diagramme die folgende
Gestalt:

o fiir (r,s) = (0,0), (1,0), (0,1), (1,1)

I fir (r,s) = (2,0),(0,2),(2,1),(1,2)
fiir (r,s) = (3,0),(0,3).

Anschlielend verbinden wir die Eckpunkte dieser kleinen Teildiagram-
me durch gerichtete Strecken entsprechend den Regeln von 13.157. Das

Resultat ist das Diagramm fiir I'n, auf Seite 330.
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Die Beschreibung der Adjazenz-Ordnung der Stratifikation des Raumes der
quadratischen Funktionen auf R™ durch die teilgeordnete Menge €,, wird
dadurch vermittelt, dass I®™ als Menge aller geordneten Partitionen inter-

pretiert werden kann.

Definition:

(i) Es sei p eine nichtnegative ganze Zahl. Eine geordnete k-Partition
von p ist ein k-Tupel m = (p1, ..., px) von positiven ganzen Zahlen, so
dass gilt:

P=p1+...+ Pk
Dabei ist k eine nichtnegative ganze Zahl. Fiir p > 0 ist £ > 0, fiir
p=0ist k=0 und 7 = 0.

(ii) Fiir eine geordnete k-Partition m = (p1,...,pr) setzen wir:

Tl =p1+ ...+ Dk
=k
Xm={p1,p1 +p2 ..., 01+ ...+ P}

(iii) Wir definieren folgende Mengen von geordneten Partitionen:
m=| JN*
k>0
P — {x e 11| jx| = p}
Pr={recll’ |z =k}
Il = {m € I | [r| < p}.

(iv) Wir definieren wie folgt eine Teilordnung auf II:

‘WZWI@EWI_)EW"
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Bemerkungen:

(1) Man macht sich leicht klar, dass m > 7’ genau dann gilt, wenn 7" aus 7
durch geeignete Zusammenfassung aufeinanderfolgender Summanden

bis zu einer gewissen Stelle entsteht.

(2) Man sollte die jetzt definierten geordneten Partitionen nicht mit den
frither in Satz I1.11.3 eingefiithrten Partitionen ohne Anordnung der
Summanden verwechseln. In Bemerkung (2) im Anschluss an Satz
I1.11.3 hatten wir ausgefiihrt, dass die Zahl der ungeordneten Partitio-
nen von p eine interessante und nicht leicht zu beherrschende zahlen-
theoretische Funktion von p ist. Die teilweise geordnete Menge der ge-
ordneten Partitionen hingegen hat, wie die folgende Proposition zeigt,
eine leicht zu beschreibende Struktur, und die Zahl der geordneten

Partitionen von p ist leicht zu berechnen.

Proposition 13.158

Die teilweise geordnete Menge II aller geordneten Partitionen lésst sich wie

folgt auf zweifache Weise beschreiben. Py(N) sei die Menge aller endlichen
Teilmengen von N mit der durch die Inklusionsrelation definierten Partial-
ordnung. IV sei die Menge aller {0, 1}-Folgen mit nur endlich vielen von 0
verschiedenen Komponenten. IN) ist teilweise geordnet durch die Produk-
tordnung. x : Po(N) — I sei die Abbildung, die jeder endlichen Menge
Y € Pp(N) ihre charakteristische Funktion yy zuordnet:

1 wennteY
0 wennt¢Y.

Xy (t) =

Ferner sei ¥ : IT — Py(N) die Abbildung, die jeder Partition 7 die Menge

> ihrer Partialsummen zuordnet. Schliesslich sei 8 = x o 3. Dann gilt:
(i) |7| =max{s e N|s € Xr}
=max{t € N|(n)(t) = 1}
m = card(Xm)

= 0(m()

teN
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(ii) #,% und y bilden ein kommutatives Diagramm von ordnungserhalten-

den Isomorphismen

Beweis: Ubung.

Korollar 13.159

(1) =Ty

O(IP) =1, — I,y =P

(p):{YC{l ~pHpeY}

S(IPF) ={y c {1,...,p} | p €Y, card(Y) = k}
card(I?) = 2P~! fiir p > 0

-1
card(ITP*) = (i B 1) fiir p > 0.

Zur Einiibung folgen eine kleinen Tabelle, in der die einander entsprechenden
Symbole von IT3,P({1,2,3}) und I? nebeneinander gestellt sind sowie das
Ordnungsdiagramm von I?, auf Seite 333, das wir schon frither betrachtet
haben.

I3 P({1,2,3}) | I3

(1,1,1) | {1,2,3} (1,1,1)
(2,1) {2,3} (0,1,1)
(1,2) {1,3} (1,0,1)
(1,1) {1,2} (1,1,0)
(3) {3} (0,0,1)
(2) {2} (0,1,0)
(1) {1} (1,0,0)
0 0 (0,0,0)
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111
011 H 110
001 } 4 100
000

Proposition 13.158 fiihrt zu einer Interpretation der teilgeordneten Menge
Q,, durch Paare geordneter Partitionen, und dies ist die Interpretation, die

wir spéter brauchen.

Korollar 13.160

Der ordnungserhaltende Isomorphismus 6 : II — I induziert einen ord-

nungserhaltenden Isomorphismus

(N/ X N/)Zn—‘,-l X ( U II" x Hs) E) Qn.
N/ <N/
r+s<n

Bemerkung:
Wegen 13.160 ist ab jetzt 2, die folgende Menge:

<om+1
Qn:{(a,ﬁ;w+,7r_)eN’><N’><H><H| atfs2n+ }

| = la/2], 7| = [8/2]

Diagramme fiir den Ordnungsgraphen I'g, wurden bereits im Beispiel (10)
gezeigt. Die Punkte eines dieser Diagramme sind durch Paare (x, y) indiziert.
Dabei ist z = (a, 8) € (N x N')gp,11, und y € w, C {0,1,1}". Der Vorteil
dieser Indizierung ist die kompakte Notation fiir y. Um den Ubergang zu der
ab jetzt benutzten Partitionen-Interpretation zu erleichtern, folgt auf Seite
334 eine Tabelle, in der die Symbole fiir Elemente aus (JII" x II° C II x II
fiir » + s < 3 den Symbolen fiir die entsprechenden Symbole fiir Elemente

aus w3 C {0,1,1}? gegeniibergesteilt sind.
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Nachdem wir die erforderlichen Ordnungsstrukturen konstruiert haben, wen-
den wir uns nun der Aufgabe zu, fiir den Raum der quadratischen Funktio-
nen auf einem euklidischen affinen Raum und fiir den Raum der Quadriken
geeignete Stratifikationen zu definieren. Wir erinnern dazu an die Ergebnis-

se von Proposition 11.12.16 und an den Satz [1.12.74 {iber die Hauptachsen-

transformation.
p:B(V) = End(V)
oI x 1 {0,1,1}3 oI x 1 {0,1,1}3
o ; 1,1,1) 111 o 5 1,1) 110
@ 5 2,1 011 o 5 2 010
® ; 1,2 101 a ;5 1 101
@ ; 3 001 (1,1 5 0 011
1 ; 1,1) 111 2 5 0 010
1 ;5 2 011 @ ;1 100
(1,1 5 1) 111 a 5 0 001
2 ;5 1 110 (/) 000
(1,1,1 5 0 111
2,1 ; 0 110
(1,2 5 0 101
3 5 0 100

Wir haben dort fiir einen Vektorraum V' mit einer nichtentarteten symme-

trischen Bilinearform by einen kanonischen Isomorphismus

vom Vektorraum B(V') der Bilinearfornen auf V' auf den Vektorraum End(V)
der Endomorphismen von V' definiert. Der Isomorphismus p ordnet jeder

Bilinearform b auf V' den Endomorphismus T Lo oy zu

—1
Op *abO
V =V —V.

Dabei war op, durch op(v)(w) = b(v,w) definiert und somit ist p(b)(v) der

eindeutig bestimmte Vektor aus V', so dass fiir alle w € V gilt:

bo(p(b)(v), w) = b(v, w).
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Der Isomorphismus p induziert einen entsprechenden Isomorphismus
p: B(V)T =5 A(V)*

vom Vektorraum B(V)* der symmetrischen Bilinearformen auf V' auf den
Vektorraum A(V)" der beziiglich by symmetrischen Endomorphismen von
V.

Wir wenden diese FErgebnisse jetzt auf den Fall an, dass V ein n-
dimensionaler euklidischer Vektorraum ist, ndmlich der Translationsvektor-
raum eines euklidischen affinen Raumes X, und by(v, w) = (v, w) die auf V'
gegebene positiv definite symmetrische Bilinearform. B(V)" identifizieren
wir durch Ubergang zu den quadratischen Formen ¢(v) = b(v,v) kanonisch
mit dem reellen Vektorraum Q(V) der quadratischen Formen auf V. So

erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus
p: Q(V) =5 A(V)T.

Fiir jeden symmetrischen Endomorphismus ¢ € A(V)" sind alle Eigenwerte

reell. Es seien a; > ... > aj > 0 die verschiedenen positiven Eigenwerte und

b1 < ... < by die verschiedenen negativen Eigenwerte. Die Multiplizitédten
von ai,...,a seien pi,...,pg, und die Multiplizitdten von by, ..., b seien
ql’ )y qf'
Definition:

atr(p) = (a1,...,ar),  7+(p) = (p1,---,pr),

a—(@) = <_b17---7_bf)7 71-—(90) = (qla"'aqf)'

Die Tupel 74 (¢) und 7_(p) fassen wir als geordnete Partitionen auf:
7+ (p), m—(¢) € II. Die Tupel a4 (p) bzw. a_(p) sind Elemente der wie folgt
definierten offenen Teilmengen Aj bzw. Ay von R* bzw. R

Definition:

A ::{(wl,...,l‘k)ERk|SL‘1>...>ZL‘k>O}.

Natiirlich ist A, homoomorph zu RF.
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Die gerade gegebenen Definitionen iibertragen sich mittels des Isomorphis-

mus p auf die quadratischen Formen f € Q(V).

Definition:

V sei ein euklidischer Vektorraum, Q(V') der Vektorraum der quadratischen
Formen auf V und p : Q(V) — A(V)" der kanonische Isomorphismus mit
dem Vektorraum der symmetrischen Endomorphismen von V. Fiir f € Q(V)

wird definiert:

ai(f):= ar(p(f),  7+(f):

a_(f) = a-(p(f)),  7(f):

=

~—

7+ (p(f)),
m—(p(f))-

Wir kénnen jetzt fiir den Raum Q(X) der quadratischen Funktionen auf
einem euklidischen affinen Raum X mit Translationsvektorraum V die
Stratifikation definieren, die zu einer angemessenen Klassifikation der affin-

euklidischen Rechtsiquivalenzklassen fiihrt.

Definition:
X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum, Q(X) sei der Raum der
quadratischen Funktionen auf X und €2, sei die oben definierte teilgeordnete

Menge. Dann definieren wir wie folgt eine disjunkte Zerlegung

ox)=|J Qu

wGQn

Das zu w = («, 8; 74, m—) gehorige Stratum Q,, ist wie folgt definiert:

Qu = {f € 9X) | as(f) = a,a_(f) = Bore () = mern(f) =7}

Wir werden sehen, dass die Q. tatséchlich die Strata einer unter der
Isometriegruppe I(X) invarianten Stratifikation von Q(X) sind. Wir wollen
die Operation von I(X) auf den einzelnen Strata Q, und die Abbildung
Q. — 9Q,/1(X) genau beschreiben.

Zu diesem Zweck definieren wir jetzt die auch in vielen anderen Zusam-

menhéngen wichtigen Fahnenmannigfaltigkeiten sowie gewisse kanonische
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Vektorraumbiindel iiber selbigen. Hierzu sollte man auch die Aussagen
der Aufgaben 15 und 16 zu § 1.7 zur Kenntnis nehmen. Es sei V' ein n-
dimensionaler Vektorraum und k eine ganze Zahl, O < k < n. Eine k-Fahne
in V ist im Folgenden ein k-Tupel F' = (V1,...,V)) von Vektorunterrdumen
V; C V, fiir welche gilt:

0GVGWKBS...CVCV.

Wir setzen V;(F') := V;, und wir bezeichnen als Typ von F' das k-Tupel von

positiven Zahlen
t(F) = (dimVl, ce ,dika).

Mit F (V') bezeichnen wir die Menge aller k-Fahnen in V', wobei k alle Werte
O < k < n durchliuft.

Definition:
Fiir jedes k-Tupel m = (mq,...,mg) von positiven ganzen Zahlen m; mit
0<mi <...<mp <n=dimV ist die Fahnenmannigfaltigkeit 7, (V)

definiert als die folgende Menge von Fahnen in V:

| Fn(V) :={F € F(V) [ #(F) = m}|

In Aufgabe 35 zu § 1.6 haben wir jeder k-Fahne F = (Vj,..., V) einen
assoziierten graduierten Vektorraum zugeordnet, ndmlich die &uflere direkte

Summe der sukzessiven Quotienten V;/V;_1, wobei Vi = 0 gesetzt ist:

k
Gr(F) = P vi/Vi.
=1

Wir setzen p; = dim V;/V;_1, und definieren als Typ 7 von Gr(F) das fol-

gende k-Tupel von positiven ganzen Zahlen:

7(Gr(F)) = (p1,- - -, Pk)-

Wenn wir wie frither fiir die geordnete Partition m = (p1,...,p;) die Zahlen

m; durch m; = p; +...+ p; definieren und X(7) = (mq, ..., my) setzen, gilt
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t(F) = X(7(Gr(F))).

Wir kénnen daher die Fahnenmannigfaltigkeiten statt durch den Fahnentyp
genausogut durch den Typ der assoziierten graduierten Réume indizieren,
und das wollen wir im Folgenden tun — man beachte den Wechsel in der

Position des Index!

Definition:
F(V)r = Fym(V) fir m € I1,,.

Die Gruppe GL(V) operiert kanonisch auf F(V), durch ¢(Vi,..., V) =
(e(V1),...,0(Vy)) fir ¢ € GL(V). Diese Operation ist transitiv (Aufgabe
34 zu § 1.6). Nach Wahl einer Fahne F' € F (V) identifiziert sich F(V ),
daher kanonisch mit dem homogenen Raum GL(V)/Pr, wo P die Isotro-
piegruppe von F in GL(V) ist. Ist V' der Standardvektorraum R™ und F die
Standardfahne vom Typ X (), dann ist Pp die parabolische Standardgrup-
pe P, € GL(n,R) der oberen Block-Dreiecksmatrizen vom Typ 7. Damit
ergibt sich die folgende Beschreibung der Fahnenmannigfaltigkeiten:

F(R"), = GL(n,R)/P;.

Nun sei V' ein euklidischer Vektorraum. Dann kann man folgendermaflen
zu jeder k-Fahne F' in V eine orthogonale direkte Summenzerlegung von V'
konstruieren. Es sei F' = (V1,...,V}). Wir setzen Vj = 0 und Vi1 = V und
betrachten die orthogonalen Komplemente von V;_; in Vj, also:

Wi(F) =Vt i=1,...,k

1Vi7

Die Komposition der Inklusion W;(F') < V;(F') mit der Restklassenabbil-
dung V;(F) — V;(F)/V;—1(F) ist ein kanonischer Isomorphismus. Daher hat

man einen kanonischen Isomorphismus



Kapitel 13.6 339

Im Folgenden identifizieren wir auf diese Weise Gr(F') mit der inneren di-

rekten Summe der W;(F). In diesem Sinne gilt:

V = Gr(F)® W(F)
W(F) = Gr(F)*.

Dies veranlasst uns, das triviale Vektorraumbiindel V' x F(V), — F(V),
mit Faser V' und Basis F(V), wie folgt in die orthogonale direkte Summe

von zwei Untervektorraumbiindeln E(V), und E(V)] zu spalten.

Definition:

E(V),
E(V)y

{(v, F) e VX F(V)z | veGr(F)}
{(v,F) eV x F(V)x | v e Gr(F)*}.

Die Projektionen auf den zweiten Faktor

EV)r — F(V)x
E(V)y — F(V)x

sind Vektorraumbiindel iiber der Fahnenmannigfaltigkeit F(V'),. Die Di-
mension der typischen Faser ist |w| bzw. n — |7|. Die direkte Summe der
beiden Vektorraumbiindel iiber der gleichen Basis E(V), @ E(V)+ ist als

Menge das Faser-Produkt von E(V), und E(V)%, und als Vektorraum ist
die Faser von E(V), @ E(V)+ iiber F € F(V), die #uBere direkte Summe
der Fasern von E(V), und E(V )4 iiber F. Diese direkte Summe identifiziert

iy
sich kanonisch mit dem trivialen Biindel:
EWV)s @ EV)E =V x F(V),.

Es ist klar, dass man das Biindel E(V'), noch weiter kanonisch in eine direkte
Summe von m Vektorraumbiindeln aufspalten und auf diese Weise eine ganze
Reihe anderer kanonischer Vektorraumbiindel auf den Fahnenmannigfaltig-
keiten F (V). definieren kann. Weil wir diese hier nicht brauchen, gehen wir

darauf nicht ein. Hingegen brauchen wir zusétzlich zu den oben definierten
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Vektorraumbiindeln E(V), und E(V)+ noch das Sphirenbiindel SE(V)+
in dem euklidischen Vektorraumbiindel F(V)+.

Definition:

SE(WV) = {(w,F) € E(V) | (w,w) =1}.

™

Wir bilden das folgende Faser-Produkt:
E(V)x xzwv), SE(V)x CE(V)z & E(V)x =V x F(V)s.

Diese Menge identifizieren wir kanonisch mit der folgenden Teilmenge von

VXV XxFV)

E(V),®SE(V)+ =
{(v,w,F) €V xV x F(V)x | v e Gr(F),w e Gr(F)*, (w,w) = 1}.

Wir ordnen jetzt jedem symmetrischen Endomorphismus ¢ eines euklidi-
schen Vektorraumes V' eine Fahne in V' zu. Fiir jeden Eigenwert A von ¢ sei

Vo (A) der zugehorige Eigenraum:
Vo(A) i={v eV |p) = v}

Fiir jedes symmetrische ¢ stehen die Eigenrédume zu den verschiedenen Ei-
genwerten aufeinander senkrecht (Satz 11.12.63). Daher existiert zu jedem
¢ eine Fahne F(p), so dass Gr(F(y)) die orthogonale direkte Summe der
Eigenrdume zu den von Null verschiedenen Eigenwerten ist. F(y) ist ein-
deutig bestimmt, wenn wir die Reihenfolge der Eigenwerte festlegen. Weil
die Eigenwerte alle reell sind, ist dies in natiirlicher Weise moglich, und wir

tun es durch die folgende Definition.

Definition:

¢ € A(V)T sei ein symmetrischer Endomorphismus des euklidischen
Vektorraumes V, und ay(p) = (a1,...,a) bzw. —a_(p) = (b1,...,bp)
seien die Tupel der verschiedenen positiven bzw. negativen Eigenwerte,
a1 >...>ap >0bzw. by <...<by <.
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Dann ist die zu ¢ gehorige (k + ¢) - Fahne F(p) definiert durch folgende
Bedingung:

V¢(ai) i:1,...,k

Wi(F(p)) = ‘
Vo(bick) i=k+1,...,k+¢.

Jeder symmetrische Endomorphismus ¢ von V ist durch seine Fahne F'(¢p)
und die Eigenwert-Tupel a4 (¢), a_(¢) natiirlich eindeutig bestimmt. Etwas
formaler kénnen wir dies auch wie folgt ausdriicken. Wir definieren zunéchst

eine Verkniipfung von geordneten Partitionen:

7T+:(p17"'7p/€)7 777:(Q17--->QZ)

T X T 1= (pla"'apk7QI7"'7QE)'

Fiir ¢ € A(V)" definieren wir dann:

Definition:

A(V)T sei der Raum der symmetrischen Endomorphismen eines n-
dimensionalen euklidischen Vektorraums V. Die Eigenraum-Abbildung
e von A(V)T ist wie folgt definiert:

€ A(V)+ — H F(V)z X AE+ X Ap

s [+l |<n
T=T4 XT—

5(()0) = (F(@)7a+(§0)7a—<¢)) € F(V)ﬂ'(go) X Ag+(go) X Aﬂ_((p)'

Proposition 13.161

Fiir jeden euklidischen Vektorraum V ist die Eigenraumabbildung

et AV)T — J[F(V)a x Mg, x Ay

des Raumes A(V)" der symmetrischen Endomorphismen bijektiv.

Beweis: triviale Ubung.



342 Kegelschnitte

Durch Komposition mit der kanonischen bijektiven Abbildung p : Q(V) —
A(V)* iibertragen sich die vorstehenden Definitionen auf den Raum Q(V)

der quadratischen Formen auf V.

Definition:
Fiir f € Q(V) setzen wir F(f) = F(p(f)) und 7(f) = 7 (f) x 7_(f). Wir
definieren eine bijektive Abbildung 1 von Q(V) durch Komposition von p

mit der Eigenraumabbildung: n =co0p

n:Q(V) = [[F(V)r x Ax, x Ag_

n(f) = (F(f),a4(f),a=(F) € F(V)apy X Ar,(p) X Ax_()-

Fiir die zu der Fahne F(f) gehorige orthogonale Zerlegung V = Gr(F) @
Gr(F)* gilt offenbar:

Gr(F(f))" =rad f.

Definition:
V' sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und Q(V') der Raum
der quadratischen Formen auf V. Wir definieren wie folgt eine disjunkte

Zerlegung von Q(V):

QV) = 1T Q(my,m-)
(7 m_ )€Ul xII*®
r+s<n

Qs ) = {f € QV) | 7 (f) = 7y, 7(f) = 7-}.

Satz 13.162
V sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und Q(V') der Raum der

quadratischen Formen auf V. Dann gilt:

(i) Die disjunkte Zerlegung von Q(V) in die Teilmengen Q(7my,7_) ist
eine Stratifikation von Q(V).

(i) Q(my,m—) D Q(rly, 7)) & (my,7n_) > (!, 7).

(iii) Die Stratifikation ist invariant unter der orthogonalen Gruppe O(V').



Kapitel 13.6 343

(iv) Die Abbildung 7 induziert ein kommutatives Diagramm

Q(7T+,7T_) il ]:(V)W+><7r_ X A£+ S AE_
Q(ﬂ+,7T_)/O(V) 7 AEJr X AK*

Dabei sind 1 und 7 Hom6omorphismen, und die vertikalen Pfeile be-
zeichnen kanonische Restklassenabbildungen bzw. Projektionen. Die
Abbildung 7 ist dquivariant beziiglich der kanonischen Rechtsoperati-
on von O(V).

Beweis:
Abgesehen von der Aussage (ii) ist der Satz eine genauere Fassung des Sat-
zes 11.12.74 iiber die Hauptachsentransformation. Wir beweisen daher nur

die Aussage (ii). Die Implikation , = ist trivial. Zum Beweis der Implika-
/

tion ,,<=* gentigt es, fiir jeden Nachfolger (7’ , 7" ) von (74, 7_) eine stetige
Familie f; von quadratischen Formen f; mit f; € Q(mwy,7_) fiir ¢t > O und
fo € Q(n!,, ) anzugeben.

O.B.d.A. sei 7. = m_ und 7/, Nachfolger von 7.

Erster Fall:

T = (p1,-..,pk) und 7 = (p1, ..., pr—1)-

Wir wéhlen Elemente ay = (a1,...,a;) € Az, und a— € Ay sowie eine
Fahne F' = (Vi,...,Viye) € F(V)g, wobel m = w4 X w_ gesetzt wird und

' =7/  x 7. Es sei Fy € F(V), die Fahne mit

Wi(F)  firi=1,... k-1
Wip(F) furi==k,....,k+¢—1.

Wi(Foy) =

Wir setzen ai(0) = (a1,...,a5—1) sowie ay(t) = (ai,...,ar_1,tay) fir
0 <t < 1. Es sei ferner f; = n7Y(F,ay(t),a_) fir 0 < t < 1 und
fo = n7Y(Fy,a4(0),a_). Dann ist die Zuordnung t + f; eine stetige Ab-
bildung [0, 1[— Q(V') mit f; € Q(my,7_) fiir t > 0 und fo € Q(n!,,7_).
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Zweiter Fall:

T+ = (p17 s 7pk3) und

/

= (P1y. - Pj—1,Dj + Pjt1:Pjt2s - - > Pk)

Man wihlt wie im ersten Fall F' und a4, a—. Man setzt ai(t) =

(a1,...,a5-1,a;,a; + t(aj1 — aj),aj42,...,a;) fir 0 <t <1, und a4(0) =
(a1,...,a5,aj42,...,a;). Man definiert die Fahne Fy wie folgt:
Wi(F) firi <j
Wi(Fo) = { Wj(F) @ W1 (F)  firi=j
z—i—l(F) fiir ¢ > J

Der Rest des Beweises geht wie im ersten Fall.

Bemerkungen:

(1) Die Ordnungsstruktur von U,4s<,I1" x II* wurde, wie Korollar 13.160
zeigt, weiter oben in Beispiel (9) behandelt. Dort wurden fiir n = 3
auch Diagramme fiir den zugehorigen Ordnungsgraphen angegeben.

Man vergleiche hierzu auch die Tabelle zu 13.160.

(2) Die gerade definierte Stratifikation von Q(V') induziert kanonisch eine
Stratifikation von Q(X). Die Strata sind die Urbilder der Q(m,m_)
beziiglich der durch die Zuordnung f — f definierten Hauptteilabbil-
dung Q(X) — 9Q(V).

Definition:
Q(X) sei der Raum der quadratischen Funktionen auf einem n-dimen-
sionalen euklidischen affinen Raum X. Die Eigenwertstratifikation ist

die folgende disjunkte Zerlegung von Q(X)

ox)= | o)
|7 |+ |- |<n

Qmy,m) = {f € QX) [ m(f) =7y, 7 (f) =7}
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Wir haben nun zwei verschiedene Stratifikationen von Q(X) definiert: ge-
rade jetzt die Eigenwertstratifikation durch die Q(74,7_) und schon friiher
—in Satz 13.152 — die Stratifikation durch die Rt x GA(X)-Orbits Q5.
Auflerdem haben wir weiter oben eine disjunkte Zerlegung von Q(X) in die
Teilmengen Q,, definiert, w € €1,,. Von dieser Zerlegung miissen wir erst noch
nachweisen, dass sie eine Stratifikation ist. Eins ist aber schon jetzt unmit-
telbar klar. Die Zerlegung in die Q,, ist gerade die gemeinsame Verfeinerung

der beiden anderen Stratifikationen:

Q,=0NQ(ny,n_)| fiirw= (o, B, 7, 7_).

In Satz 13.162 haben wir die Strata der Eigenwertstratifikation des Raumes
der quadratischen Formen Q(V') auf einem euklidischen Vektorraum V' und
auch die Operation der orthogonalen Gruppe O(V') auf den Strata expli-
zit mit Hilfe von Fahnenmannigfaltigkeiten beschrieben. In d&hnlicher Weise
wollen wir nun die Stratifikation des Raumes Q(X) der quadratischen Funk-
tionen auf einem n-dimensionalen euklidischen affinen Raum X durch die
Strata Q,,w € €, behandeln. V sei der Translationsvektorraum von X
und X < X die kanonische vektorielle Einbettung. X* sei der zu X duale
Vektorraum und ¢ € X* die eindeutig bestimmte Linearform mit ¢ |1 X = 1.
Grundlegend fiir alles weitere ist die folgende kanonische exakte Sequenz

von Vektorrdumen:
0— X* = Q(X)— Q(V) — 0.

Dabei ordnet der erste Homomorphismus der Linearform u € X die qua-
dratische Form 2u(z)f(x) zu, und der zweite Homomorphismus ordnet der
quadratischen Form f ihre Beschréinkung f auf V zu. Q(X) ist dadurch ein
Biindel von affinen Réumen {iber der Basis Q(V) mit typischer Faser X*.
Wir kénnen daraus in nicht-kanonischer Weise ein Vektorraumbiindel ma-
chen, indem wir die exakte Sequenz spalten. Dazu wihlen wir einen Punkt
xg € X. Hierzu gehort eine eindeutig bestimmte Projektion von Vektorrdum-
en p: X - V, so dass p(zg) = 0. Die Zuordnung f + f o p definiert einen
Homomorphismus Q(V) — Q(X ), der die exakte Sequenz spaltet.
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In diesem Sinne gilt:

Q(X) = X* x Q(V).

Weiterhin hat man durch Beschrédnkung der Linearformen von X auf V eine

kanonische kurze exakte Sequenz
0 R X* = V* = 0.

Auch diese Sequenz wird durch die Wahl von z( gespalten, und man erhélt:

X*=Rx V"
V* kann man kanonisch mit V' identifizieren, da V ein euklidischer Vektor-
raum ist. SchlieBlich kénnen wir Q(X) kanonisch mit Q(X) identifizieren
und erhalten
Q(X)=RxV xQ(V).

Wir wollen die gerade beschriebene Zerlegung der quadratischen Funktionen
f € Q(X) in drei Komponenten explizit angeben. Die erste Komponente, die
in R liegt, ist einfach f(xg)/2, und die dritte Komponente ist der Hauptteil
f € Q(V). Die zweite Komponente v(f) € V bekommt man wie folgt. Die
Beschrankung von f - f op auf V verschwindet identisch und ist daher ein

Vielfaches von ¢. Wir setzen

Durch Beschrinkung von u(f) auf V erhélt man eine Linearform (f):
u(f) :=u(f)|V eV

Durch kanonische Identifikation von V* mit V' ergibt sich aus u(f) ein Ele-
ment v(f) € V. Es wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert:

Vw eV a(f)(w) = (v(f), w).

Bezeichnet man mit by die zu f gehorige symmetrische Bilinearform auf X,
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also die, fiir die f () = by(z, ) gilt, dann kann man diese Bedingung auch

wie folgt formulieren:
Yw eV by(xg,w) = (v(f),w).

Ergebnis:
Die bijektive Abbildung Q(X) — R x V x Q(V) wird durch die folgende
Zuordnung beschrieben: f +— (f(x0)/2,v(f), f).

Bemerkung:

Identifiziert man fiir X = R"™ die kanonische vektorielle Einbettung mit der
vektoriellen Standardeinbettung, wihlt man zy als g = (0,...,0,1) und
stellt man die quadratische Funktion wie in 13.140 durch den quadratischen
Anteil A, den linearen Anteil b und den konstanten Anteil ¢ dar, dann wird
die obige Zuordnung durch f +— (¢/2,b, A) beschrieben.

Mit Hilfe der obigen Produktzerlegung von Q(X) erh”lt man nun auch
eine Beschreibung der Strata 9, C Q(X), w € ,. Dabei muss man die
disjunkte Zerlegung von Q(X) in die Teilmengen Q(X)?, Q(X), Q(X)"
benutzen, die im Anschluss an Proposition 13.143 durch Rangbedingungen
definiert wurde. Es sei w = (o, 8; 4, 7—). Dann ist Q,, durch die Projektion
Q(X) — Q(V) ein Faserbiindel iiber dem Stratum Q(74,7_) von Q(V). Die
Beschreibung der typischen Faser hédngt davon ab, in welcher von den drei
Mengen Q(X)Y, Q(X), Q(X)" das Stratum Q,, liegt. Wenn Q,, C Q(X)",
ist die Faser eine gewisse affine Quadrik in der entsprechenden Faser des
Vektorraumbiindels R x E(V), = F(V ). Wenn Q,, C Q(X)’, ist die Faser
von Q. eine der beiden Komponenten des Komplements der Quadrik in
der Faser von R X E(V),, und wenn Q, C Q(X)”, ist die Faser von Q,, das
Komplement von R x E(V),; in R x V' x F(V),. Diese Beschreibung lisst
sich in den ersten beiden Fillen noch vereinfachen, indem man die erwéihnte
affine Quadrik in den Fasern von R x E(V), bijektiv auf die Fasern von
E(V)r projiziert. So erhilt man schlieBlich die folgenden Beschreibungen
fiir die Strata Q,,,.
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Im Folgenden sei stets w = (o, 8; 74, 7—) und 7 = 74 x7w_. Wir konstruieren

fiir jeden Fall ein kommutatives Diagramm

Ve,
Qu Zy

.

Qu/I(X) =Y.,

Dabei werden sich spéter die horizontalen Abbildungen WV,,x. als
Homdoomorphismen erweisen, wihrend die vertikalen Abbildungen Restklas-

senabbildungen bzw. Projektionen einer Produktzerlegung sind:

Ly =Xy XY,

Auf Z,, werden wir eine fasertreue Operation von I(X) angeben so dass
Q. — Z, ein I(X)-dquivarianter Homdomorphismus ist. Es geniigt, Z,, =
X, x Y, und ¥, sowie die I(X)-Operation von rechts auf Z, anzugeben.
Wir geben stattdessen die Linksoperation an, die durch Vorschalten von
p !
definierten I(X)-Invarianten a4 (f),a—(f),b(f),c(f) — man vergleiche mit

dem Zusatz zu 13.146 — sowie die vorhin nach Wahl eines Punktes zg € X

entsteht. Bei der Beschreibung von ¥, benutzen wir die friither

definierte Funktion f +— v(f) € V. Diese Funktion spalten wir noch in zwei
Komponenten v(f)" und v(f)” mittels der Aufspaltung

VxF(V)e=EV):&EV)y

mit 7 = 7(f). Dabei sind v(f)" und v(f)” dadurch definiert, dass bei der

kanonischen Projektion des trivialen Vektorraumbiindels V' x F (V') auf den

ersten bzw. zweiten Summanden das Element (v(f), F(f)) in (v(f), F(f)) €
E(V): bzw. (v(f)", F(f)) € E(V)% iibergeht. Die Komponenten v(f)’ und

v(f)” lassen sich also durch die folgenden Bedingungen charakterisieren:

u(f) = o(f) +u(f)",
o(f) Lo(f),
v(f)" € rad(f).
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SchlieBlich machen wir noch eine Vorbemerkung zur Operation von I(X).
Durch die Wahl von zy € X haben wir fiir die Isometriegruppe I(X) eine

spaltende exakte Sequenz:

0-V-IX)S0WV)—1

Daher werden wir die Operation von I(X) auf Z,, dadurch beschreiben, dass
wir die Operationen der orthogonalen Gruppe O(V) und der Translations-
gruppe V auf Z, angeben. Bei der Angabe aller dieser Daten unterscheiden
wir nach der Paritéit von o und 8 in w = (v, B; 74, w_) vier Fille: Der erste
Fall « =0, =0 mod 2 umfasst nach 13.151 die Strata Q, C Q(X)". Der
zweite Fall « = 1 und 8 = 0 mod 2 sowie der dritteFall «a = 0 und 8 =1
mod 2 umfassen zusammen die Strata Q, C Q(X)". Der vierte Fall « = 1
und S =1 mod 2 umfasst die Strata Q,, C Q(X)".

1. Fall: @« =0,8=0 mod 2

Zy:=E(V)z x ALr X Ar
Y, : AE+ X Ax
Vo (f) = (v(f), F(); ar(f),a—(f))

Operation von ¢ € O(V) bzw. w € V:

(v, Fyay,a_) —— (o(v), o(F); ay,a_)

(v, Fiay,a_) —2— (v—c YF,ay,a_)(w),F;a,,a_)
Bemerkung: In diesem Fall gilt v(f) = v(f)’.

2. Fall: a=1,6=0 mod 2

3. Fall: «=0,=1 mod 2

Zy=EV)rx Az, x Az X RE
Yo =Ar XAp

Ty
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Dabei gilt fiir die Wahl der Komponenten R™ und R~ von R’ \ {0} das

Pluszeichen im Fall 2 und das Minuszeichen im Fall 3.
ou(f) == (0(f), F(f); ax(f),a— (), c(f)) -
Operation von ¢ € O(V) bzw. w € V:

(U7F; CL+,CL_,C) L} (tp(v),tp(F);a+7a_,c)

(v, Fiay,a_,c) —— (v—e YF,ay,a_)(w),F;a,,a_,c)

Bemerkung: Auch in diesen Féllen gilt v(f) = v(f)".

4. Fall: a=1,6=1 mod 2

Zy =RxE(V):®SEV)E xA
Yy i=Ag, x Ay xRT
Vo (f) = (f(zo)/2,v(f) s o(f)" /(D) Il F(f);ar (), a—(f),b(f))

x Ay xRY

Ty

Operation von ¢ € O(V) bzw. w € V:

(t, 0/, 0", Fraq,a_,b) —— (t,o(v"), o(v"), p(F); ay,a_,b)

(t> Ula U”a F;a-l-a a—, b) L)

(t - <w¢vl + b’U”>,’Ul - 5_1(F7 QA+, a,)(w),v”, F; a+,a—, b)
Bemerkung: Es gilt b(f) = ||lv(f)"|-
Satz 13.163

X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum, Q(X) der Raum der

quadratischen Funktionen auf X und I(X) die Isometriegruppe von X.
(i) Die Zerlegung Q(X) = |, cq, Qu ist eine Stratifikation von Q(X).

(ii) Diese Stratifikation ist die grobste gemeinsame Verfeinerung der Stra-
tifikation durch die Rt x GA(X)-Orbits

ox)= |J o

a+B<2n+1
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und der Eigenwertstratifikation

oQx)= UJ Qo).

|+l |<n

Fir w= (a, B;m4,m—) € Qp, gilt [o/2] = |74|,[5/2] = |7—| und
Q. = 0" N Q(ry 7).

(iii) Die Zahl der Strata ist 2"~2(7n + 13).

(iv) Fiir die Adjazenzrelation der Strata gilt:

1QuD Qe w>u|

(v) Die Stratifikation ist I(X)-invariant.

(vi) Die Operation von I(X) auf dem Stratum Q,, wird durch das folgende

oben definierte kommutative Diagramm beschrieben:

QUJ o Zw — XLU X YUJ
Qu/1(X) Y, - Y,

v, und ¥, sind Homéomorphismen, und W, ist vertréglich mit den

oben definierten Rechtsoperationen von I(X) auf Q,, und Z,,.
(vii) Insbesondere gilt:

(a) Die Orbits von I(X) in Q,, sind homtomorph zu der Mannigfal-
tigkeit X, die oben als ein bestimmtes Faserbiindel iiber einer
Fahnenmannigfaltigkeit (V). des Translationsvektorraumes V'

von X beschrieben wurde.

(b) Der Orbitraum Q,,/I(X) ist homéomorph zu der Mannigfaltig-

keit Y,,, also homdomorph zu einem R¥.



352 Kegelschnitte

(c) Das Stratum Q,, ist homéomorph zu der zusammenhéngenden
Mannigfaltigkeit Z, = X, x Y,,.

(viii) Es sei

AMw) = dim X,
p(w) = dim Y,
v(w) = dim Z,,,
p(m) = dim F(V)x

Die folgende Tabelle gibt diese Dimensionen als Funktionen von

w= (o, B;m4,7m_) an. Dabei ist 7 = 7y x 7— =: (p1,...,pk) sowie
po =n — |7| und .
_ (T bi
w0-(,)-% ()
w Aw) pw) | v(w)
(a, 8) = (0,0) || () +|r| | = o(m) + |7 + 7
(a,8) = (1,0) || o(m)+[m| | 7+ 1| o(m) + |7 +7+1
(a,8)=(0,1) || o(m)+|m| | =+ 1| o(m) + 7|+ 7 +1
(,8)=(L1) || p(m)+n |a+1]|p(m)+n+m+1

Beweis:

(i) Die Stratifikationseigenschaft wird weiter unten zusammen mit (iv)

bewiesen.
(ii) Diese Aussagen folgen alle trivial aus den Definitionen.
(iii) Der Beweis hierfiir ist eine triviale Additionsaufgabe.

(iv) Fir w = (o, By, ) gilt:
Qw C Qaﬁ N Q(TDMT"*) = Uw’ngw“

Dabei folgt die Inklusion aus trivialen topologischen Griinden und die Iden-
titat aus 13.152 (iii) und 13.162 (ii).
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Zu zeigen bleibt also die umgekehrte Inklusion. Dafiir geniigt es, fiir alle w

und jeden Nachfolger w’ von w zu beweisen:
Qw 0 Qw’

Um dies zu zeigen, geniigt es wiederum wegen der I(X)-Invarianz der Stra-
tifikation, in jedem I(X)-Orbit von Q,, ein Element f; € Q, anzugeben.
Wir wihlen dieses fy geméfl Satz 13.145 in affin-euklidischer Normalform
oder einer #hnlichen geeigneten Form und beweisen die Aussage fo € Q.
durch Angabe einer einparametrigen Familie f;, ¢ > O von quadratischen
Funktionen mit f; € Q,, fiir ¢ > O. Um quadratische Funktionen auf dem
euklidischen affinen Standardraum bequem angeben zu kénnen, benutzen

wir folgende Notation:

Es sei [ry| +|m—| <nund ay € Ar, sowie a_ € Ax . Wir bezeichnen mit
fas,a_ s x die quadratische Funktion f(z) = Y1, aix% auf dem affinen

Standardraum R™ mit folgenden Eigenschaften:

(1) ay(f) = ay, a—(f) = a—.

@) 7 (f) = 74, 7 () = 7.

(3) Die Koeffizienten ay,...,a, sind wie folgt angeordnet: erst kommen
alle positiven Koeffizienten, geordnet durch a; > a;+1, dann alle ne-
gativen Koeffizienten, geordnet durch a; < a;11, dann die verschwin-

denden Koeffizienten.

/

Die Bestimmung der Nachfolger w’ = (¢/, 5'; 7}, 7") von w = (o, B; 7y, 7_)
geschieht nach den Regeln (a), (b), (¢) von Proposition 13.157. Fiir jede
dieser drei Regeln gibt es mehrere Fille, die sich durch die Paritéit von
o, B,a', 3" unterscheiden oder dadurch, dass my = 7/, gilt oder 7_ = 7n’.
Die Zahl dieser Fille ist insgesamt 10, reduziert sich jedoch durch die
folgende Uberlegung auf die Hilfte. Die Multiplikation quadratischer

Funktionen mit —1 vertauscht involutiv die Strata Q.
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Dem entspricht folgende Involution « : €, — Q,,:

Ko, By, mo) = (B, )

Der Ubergang von w > w' zu k(w) > k(w') iiberfiihrt jeden der 10 Fille in
einen anderen Fall. Auf diese Weise bleiben nur 5 Fallpaare iibrig: eins fiir

Regel (b) und je zwei fiir die Regeln (a) und (c).
Regel (a): (my,7-) = (v, ") und (o, B) > (/, B).
Fall (al): (a,8) = (0,1) oder (o, 8) = (1,0) mod 2.
Fall (a2): (o, 8') = (0,1) oder (o, 8) = (1,0) mod 2.

Regel (b): (my,7-) > (7/,,7") und (o, ) = (¢/, ). 7y = 7/, oder

m_ =

Regel (C): (7T+,7T_) > (ﬂ—i&-aﬂl—) und (avﬁ) > (0/75/)'
Fall (c1): 74 =7/, =0 mod 2 oder n_ =", =0 mod 2.
Fall (c2): 74 =7/, =1 mod 2 oder n_ =", =1 mod 2.

Fiir jede der 5 Alternativen (al), (a2), (b), (c1), (c2) vertauscht x die beiden
durch ,,oder* verbundenen Fille der Alternative. Wir wahlen zum Beweis

stets den zweiten Fall.

Fall (al): fo € Q, sei beliebig. Wir setzen f; := fo + t.
Dann gilt f; € Q,, fiir t > 0 und lim;_,o fr = fo.

Fall (a2): Es seien at € Ay, und a— € Az sowie ¢ < 0 beliebig.
Wir setzen:
ft = fa+7a_77r+77r_ + thn + C.

Dann durchlduft fy bei Variation von (ay,a—,c) ein Reprisentanten-
system fiir die Orbits in Q,, und es gilt f; € Q, fir ¢t > 0 und

lim¢ 0 f; = fo.
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Fall (b): Es sei 74 = (p1,...,Dk)-
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢, 1 < i < k, so dass 7/, =
(P1,- - Di—1,Di + Dit1,Pit2, - - -, D). Es seien a/, € Aﬂ@ und a_ € A;
beliebig.

Wir setzen fiir 0 < ¢t < min{a;—1 — a;,a; — a;j+1}

a+(t) = (al, e, Q1,05 a; — T aiy, ... ak_l) SN
ft = fa+(t),a_,7r+,7r_ + ben + ¢,
fo:= fa;7a77W;7W7 + 2bx,, + c.

o

Dabei sollen die Koeffizienten b, ¢ den folgenden Bedingungen geniigen:

(o, 3) =(0,0) mod2=5b=0,c=0,
(o, 8) =(1,0) mod 2= 5b=0,c>0,
(a, ) =(0,1) mod2=0b=0,c<0,
(a, ) = (1,1) mod 2=b>0,c=0.

Dann durchléuft fy bei Variation von (a4, a—, b, ¢) nach Satz 13.146 ein
Reprisentantensystem fiir die I(R™)-Orbits in Q,, und es gilt f; € Q,,
fir ¢ > 0 und lim;_ f; = fo.

Fall (c1): Es sei 7y = (p1,...,Dk)-
Dann folgt 7/, = (p1,...,pr—1). Aus den Voraussetzungen folgt ferner
f=p =0 mod2und a = 2|74 | sowie &' = 2|7’,| + 1. Wir wéhlen

daher @/, € Ay, und a— € Az sowie ¢ € R beliebig und setzen:

fO = faﬁr,a,,wﬂrm, +c

Pk
ft = faf‘_,a_,w_‘_,w_ +p];1 Z(t"vnﬂﬂrl + \/5)2
v=1
Dann durchléuft fy bei Variation von (a/,,a—_, c) ein Représentanten-
system fiir die Orbits in Q,, und fiir hinreichend kleines ¢ > 0 gilt
ft € Qu und limy 0 f; = fo.
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Fall (¢2): Es sei 74 = (p1,...,Pk)-
Dann folgt 7/, = (p1,...,pr—1). Aus den Voraussetzungen folgt ferner
f=p =1 mod2und a = 2|7, | sowie o' = 2|7',| + 1. Wir wéhlen

daher a/_ € A£’+ und a— € A; sowie b € RT beliebig und setzen:

fo:= fa;,aﬂw;,wf + \/ﬁ : VZ:laxn—u—f—l
t=2b

Pk
foo=Ffu o mem Y (i + ——=)% — 7202
a,,a—, 4,7 ; n—v \/ITk

Dann durchléuft fo bei Variation von (a/,,a—,b) ein Reprisentanten-
system fiir die Orbits in 9., und fiir hinreichend kleines ¢t > 0 gilt
ft € Qu und limy0 fi = fo.

(v) Die Invarianz der Stratifikation folgt daraus, dass die Funktionen
oy, o,y auf Q(X), durch welche die Stratifikation definiert

wird, I(X)-Invarianten sind.

(vi) Wir geben die zu ¥,, inverse Abbildung an. Dabei unterscheiden wir
wie bei der Definition von ¥,, entsprechend der Paritdt von « und 3

vier Falle:
Fall (1): a=0,6=0 mod 2

\P;l(vaF; CL+,G_)
= n_l(Fv a-‘r?a—) op+ 20—(’0) op+ <Ua [6_1(F7 a4, a—)]_l(v)>
Fall (2): a=1,6=0 mod 2 und
Fall (3): a=0,=1 mod 2.
U w, Fyay,a_,c)

= n_l(F7 CL+,G_) op+ 20(’0) op+ <Ua [5_1(F7 a+, a—)]_l(v)>

— C.
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Fall (4): a=1,6=1 mod 2
ULt 0,0 Frap,a_,b) = YF,ap,a_)op+20(v'+bv")op+2t

Dabei ist p : X — V die nach Wahl von g € X durch Beschrinkung
der Projektion X — V mit p(xzo) = 0 definierte Abbildung und
o : V — V* der kanonische Isomorphismus, also o(v)(w) = (v, w).
Man verifiziert unter Benutzung der Definitionen ohne Schwierigkei-
ten, dass ¥, und W ! stetig und zueinander invers, und dass sie mit der
Operation von I(X) vertriglich sind. Da Y,, kanonisch homéomorph
zum Quotienten Z,,/I(X) ist, induziert ¥, auch einen Hom&omor-
phismus x, : Qu/I(X) — Y,. Dass X, ein Homéomorphismus ist,
folgt auch direkt aus Satz 13.146.

(vii) Die Aussage folgt trivial aus (iv).

(viii) Die Formel fiir ¢(7) folgt leicht aus der Hom6omorphie von F (V')
mit GL(n,R)/P;. Die iibrigen Dimensionsformeln folgen dann trivial

aus (vil) und den Definitionen von X, Y, Z,.

Damit ist Satz 13.163 vollsténdig bewiesen.

Nachdem wir fiir den Raum Q(X) der quadratischen Funktionen eine
der affin-euklidischen Rechtsdquivalenz angepasste Stratifikation gefunden
haben, suchen wir fiir den Raum @(X ) der Quadriken ebenfalls eine
Stratifikation, die der euklidischen Aquivalenz angepasst ist. @(X ) entsteht
aus Q(X) durch Entfernen der vier Strata Q, mit w = («, 3;0,0) und an-
schlieBendem Ubergang zum Orbitraum der kanonischen R*-Operation. Im
Folgenden sei daher w # (o, 3;0,0). Die multiplikative Gruppe R operiert
fixpunktfrei auf den Strata Q, und auf Q,/I(X). Die Multiplikation mit
—1 € R” hingegen vertauscht involutiv die Strata Q. und Q). Dabei ist
K : Q, — Q, die oben definierte Involution: k(a, B;m4, m_) = (B, a; 71—, T4 ).
Fiir jedes w € Q,, operiert die Gruppe R* x I(X) also auf der Vereinigung
Q.U Qn(w).



358 Kegelschnitte

Wie sehen die Isotropiegruppen dieser Operation aus? Wenn k(w) # w,
sind sie fiir alle Punkte von 9, U Qn(w) in I(X) enthalten und zueinander
konjugiert. Fiir x(w) = w hingegen muss man zwei Fille unterscheiden: Fiir
f € Qu mit ay(f) # a_(f) ist die Isotropiegruppe wieder eine Untergruppe
von I(X). Im Fall ay(f) = a—(f) hingegen ist die Isotropiegruppe I(X)y
von f in I(X) vom Index 2 in der Isotropiegruppe (R* x I(X)); von f in
R* x I(X). Dadurch sehen wir uns zu einer entsprechenden Verfeinerung

der Stratifikation gezwungen.

Auf den ersten Blick konnte es so scheinen, als ob es gentigte, fiir die w mit
k(w) = w das Stratum Q,, in die durch a4 (f) # a—(f) bzw. a4 (f) = a—(f)
definierten Teilmengen zu zerlegen. Ganz so einfach liegen die Dinge aber
nun doch nicht, und zwar deswegen, weil wir durch die Verfeinerung ja wieder
eine Stratifikation definieren wollen, so dass also fiir die neuen Strata die
abgeschlossene Hiille jedes Stratums auch wieder eine Vereinigung von Strata
ist. Dies zwingt uns dazu, alle diejenigen Q,, U Q) zu zerlegen, fiir die w
von der Form («, 5; 7, ) ist, und auf diese Weise kommen wir schlieflich zu
der im Folgenden beschriebenen Konstruktion. Wir beschreiben zunéchst
die teilweise geordnete Menge fNZn, die wir zur Indizierung der Strata von
@(X ) benutzen werden, und schicken zu diesem Zweck ein Lemma iiber

Quotientenordnungen voraus.

Lemma 13.164

M sei eine durch die Teilordnung > teilweise geordnete Menge, und G eine

endliche Gruppe, die ordnungserhaltend von links auf M operiert. Dann
induziert die Teilordnung > eine Teilordnung auf dem Orbitraum M/G.
Diese ist durch die folgende Bedingung definiert:

Gr<Gy&edgeG z<g(y).

Beweis: Ubung.

Definition:

Q,, sei die frither definierte teilgeordnete Menge.

Q{n = {(a, B4, 1) € Qy | (T, 7)) # (®>®)}
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Q) sei mit der von 2, induzierten Teilordnung versehen.

{0,1} sei teilgeordnet durch 1 > 0.

Q) x {0, 1} sei teilgeordnet durch die Produktordnung.

QL= x {1}

Q0 1= {(a, By 7o) € QY | mo = 7o} x {0}

QL U QY sei mit der von ), x {0,1} induzierten Teilordnung versehen.
£:QLUuQY - QL uNY sei die folgende Involution:

Rla, Byme,m—;0) = (B, a5 m—, 743 0).

Q, sei der teilgeordnete Orbitraum gemaf 13.164:

Q, = QL UQ%/{1, 7}

Notation: Die Restklasse (w,d) € QLU QY c Q) x {0,1} in Q,, bezeichnen
wir mit [w,d] bzw. ausfiihrlicher fir w = (o, B;74+,7—) und ¢ € {0,1} mit

w= [OZ,B;?T+,7T7;5]~

Bemerkung:

Offenbar gilt fiir die Teilordnung auf Qn:

[w,8] > [0, 0] <=0 > ¢ und w > W’ oder w > k(W)

Definition:
X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum, und
O(X) = Q(X) % /R* sei der Raum der affinen Quadriken in X. Wir

definieren wie folgt eine Zerlegung
Q(X) = U@efln Q.-
Fir w = (o, B; 74, 7—) und @ = [w, 0] setzen wir:

Qu U Q) /R* wenn my # m_
Qo= {f € QuU Quy lar(f) #a—(f)}/R* wemnmy =7, e=1
{f €QuUQuu) lar(f) =a_(f)}/R* wenn mp =7, e=0.
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Satz 13.165
X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum, I(X) seine Isometrie-

gruppe und QV(X ) der Raum der affinen Quadriken in X. Dann gilt:
(i) O(X) = Usea, Oy ist eine Stratifikation von Q(X).

(ii) Diese Stratifikation ist eine Verfeinerung der in Satz 13.153 beschrie-
benen Stratifikation durch affine Aquivalenzklassen Q(X) = UQ*.

(iii) Die Zahl der Strata ist

2" 3(Tn4+13) +13-2m2 -6 fiir n = 2m
2" 3(Tn 4+ 13) +16-2m"2 -6 fiir n = 2m + 1.

(iV) 5(;, D) é@/ = o>

(v) Die Stratifikation ist I(X)-invariant.
Q. — Qu/I(X) ist ein lokaltriviales Faserbiindel. Fiir @ = [w, d] ist
seine Faser die Mannigfaltigkeit X,. Basis und Totalraum sind Man-
nigfaltigkeiten, die sich leicht mit Hilfe der Faserbiindel Z,, — Y,, von
Satz 13.163 explizit beschreiben lassen. Insbesondere gilt fiir ihre Di-

mensionen

(&) = p(w)—1 wenne=1

[M(WT)_I] wenn € = 0

7(@) = (@) + AMw).
Dabei sind p(w) und A(w) wie in 13.163 definiert.

Beweis:

Der Beweis bietet gegeniiber dem Beweis von Satz 13.163 wenig Neues. Wir
beschrianken uns daher auf den wesentlichen Punkt, d.h. die Aussage (iv).
Die Notwendigkeit der Bedingung @ > &’ ist trivial. Dass die Bedingung
[w,d] > [w',0'] auch hinreichend ist, folgt fiir § = 1 aus 13.163 und aus

@[w’(g} ) éw/R*. Es bleibt der Fall ¢ = 0 zu untersuchen. Dieser Fall
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spaltet sich wieder in eine Reihe von Teilfdllen, die meist trivial und wie
frither zu behandeln sind. Der einzige interessante Fall ist der Folgen-
de: @ = [a,a,7,m;0] und & = [o,a/;7',7';0] mit 7 = (p1,...,px) und

' = (p1,...,pk—1) sowie a = 2|7r| und o’ = 2|7’|+1. Es sei a € Ay beliebig.

Mit den gleichen Notationen wie im Beweis von 13.163 setzen wir:

Pk Pk
ft= fa,aﬂr’,rr’ + t* Z(mn—l/—i-l + t_Q) —t? Z(mn—pkﬂ—v + t_2)2

v=1 v=1

Fiir gentigend kleines ¢ > 0 représentiert f; ein Element aus é@ und limg_q f;
ein Element aus @@, welches bei Variation von a ein Reprisentantensystem
von @;J /I(X) durchléuft. Daher folgt éw D) éw, und das war zu zeigen.

Zur Illustration des Satzes folgen eine Tabelle (Seite 362) der 36 Strata
Q5 fiir dim X = 3 sowie das zu dieser Stratifikation gehorige Adjazenz-
Diagramm. Zur Abkiirzung haben wir dabei die zu [« B; 74, 7—; ] gehorigen
Strata mit afBa, aBb, afc usw. indiziert bzw. mit o3, wenn nur ein Stratum

zu (o, B) vorhanden ist.
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af (my;m—) | 6 | Typ der Quadriken in é@, U [
® = [, By w4, T3 6]
07 | a | (0;1,1,1) | 1 | dreiachsiges imaginires Ellipsoid 913
b | (0;1,2) 1 | abgeplattetes imagindres Rotationsellipsoid | 7 | 2
c | (0;2,1) 1 | gestrecktes imaginéres Rotationsellipsoid 7|2
d | (0;3) 1 | imaginére Sphire 411
16 | a | (0;1,1,1) | 1 | dreiachsiges reelles Ellipsoid 913
b | (0;1,2) 1 | abgeplattetes reelles Rotationsellipsoid 712
c | (0;2,1) 1 | gestrecktes reelles Rotationsellipsoid 7|2
d | (0;3) 1 | Sphire 411
25 |a| (1;1,1) 1 | elliptisches zweischaliges Hyperboloid 913
b | (1;2) 1 | zweischaliges Rotationshyperboloid 712
34 |a| (1;1,1) 1 | elliptisches einschaliges Hyperboloid 913
b | (1;2) 1 | einschaliges Rotationshyperboloid 712
06 | a | (0;1,1,1) | 1 | allgemeiner imaginirer Kegel 812
b | (0;1,2) 1 | imagindrer Rotationskegel 1. Art 6|1
c | (0;2,1) 1 | imagindrer Rotationskegel 2. Art 6|1
d | (0;3) 1 | sphérischer imaginérer Kegel 310
15 | a | (0;1,1) 1 | elliptisches Paraboloid 812
b | (0;2) 1 | Rotationsparaboloid 6|1
24 | a|(1;1,1) 1 | elliptischer reeller Kegel 812
b | (1;2) 1 | reeller Rotationskegel 61
33 [a| (1;1) 1 | allgemeines hyperbolisches Paraboloid 812
b | (1;1) 0 | orthogonales hyperbolisches Paraboloid 711
05 | a | (0;1,1) 1 | elliptischer imaginérer Zylinder 712
b | (0;2) 1 | imaginérer Rotationszylinder 511
14 [a | (0;1,1) 1 | elliptischer Zylinder 712
b | (0;2) 1 | Rotationszylinder 511
23 |a| (1;1) 1 | allgemeiner hyperbolischer Zylinder 712
b | (1;1) 0 | orthogonaler hyperbolischer Zylinder 6|1
04 | a | (0;1,1) 1 | allgemeines imagindres Ebenenpaar 6|1
b | (0;2) 1 | orthogonales imaginéres Ebenenpaar 410
13 (0;1) 1 | parabolischer Zylinder 6|1
22 |a| (1;1) 1 | allgemeines reelles Ebenenpaar 61
b | (1;1) 0 | orthogonales reelles Ebenenpaar 510
03 (0; 1) 1 | imaginédre Parallelebenen 411
12 (0; 1) 1 | reelle Parallelebenen 41
02 (0; 1) 1 | Doppelebene 310
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Es ist eine gute Ubung, sich die Adjazenzrelationen 5‘; D @Uy, w > &', fir
aufeinanderfolgende Strata dadurch zu veranschaulichen, dass man sich vor-
stellt, wie fiir Quadriken aus éa, ihre Nullstellengebilde im 3-dimensionalen

Raum in Nullstellengebilde von Quadriken aus @@/ entarten.

Nachdem wir den Raum der Quadriken Q(X) und damit auch den Orbi-
traum Q(X)/I(X) in Strata zerlegt haben, wollen wir nun zum Schluss
die Teile, d.h. die Strata, soweit wie moglich wieder zusaramenfiigen. Die
fritheren Diskussionen haben uns gelehrt, die Topologie von Orbitrdumen
mit Vorsicht zu betrachten. Der Leser wird also den Raum Q(X)/I(X)
bzw. die drei Teilriume Q(X)°/1(X), Q(X)'/1(X), Q(X)"/1(X) nicht mit
den topologischen Riumen verwechseln, auf die wir diese Orbitrdume im
folgenden bijektiv abbilden.

Wir kehren zuriick zu den in Proposition 13.149 beschriebenen bijektiven
Abbildungen

9(X)°/1(X) — D,
O(X)/1(X) — D,, x R*
O(X)"/L(X) — Dp_y x RY.

Um zu entsprechenden Abbildungen fiir den Raum Q(R”) der Quadriken zu

kommen, definieren wir folgende Rdume und Gruppenoperationen.

Q(Rn)o — Q(Rn)o N Q(Rn)*/R*,
Q(Rn)/ — Q(Rn)/ N Q(Rn)*/R*,
Q(Rn)l/ = Q(Rn)// N Q(Rn)*/R*,

‘D:L = bn \ {0}7
D:; =Dy, \ {0}

Wir definieren mehrere Operationen von R*. Die Gruppe R* operiert kano-
nisch auf Q(R™)* durch A(f) := Ao f, und dadurch wird eine Operation von
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R* auf Q(R™)*/I(n,R) induziert. Aulerdem operiert R* auf D} durch
ety .oy en) = (er, Mo, .., A%),
und analog operiert R* auf D,,_;. Ferner operiert R* auf D} x R* durch
ety .oy ense) = (Aer, N2ca, .., Aeps Ac).
Schliefllich operiert R* auf D,,_1 x RT durch
ety .oy eno1;b) = (Aer, M2eo, ., A e, 1 |AD).

Beziiglich dieser Operationen sind die obigen drei Abbildungen dquivariant.

Daher ergibt sich aus Proposition 13.149 die folgende Proposition.

Proposition 13.166

Der Orbitraum des Raumes der Quadriken in R ist die folgende Vereinigung

von Teilrdumen:
Q(R™)/1(n,R) = Q(R™°/I(n,R) U Q(R")'/I(n, R) U Q(R")"/I(n, R).

Diese drei Teilrdume werden wie folgt durch bijektive Abbildungen parame-

trisiert:

Q(R")°/1(n,R) — D; /R,
Q(R")'/1(n,R) — Dj,

QR")"/I(n,R) — Dy, /{*1}.

Diese Abbildungen sind mittels der in Proposition 13.149 eingefiihrten Funk-
tionen und der obigen Operationen von R* durch die folgenden Zuordnungen

induziert:

f—x(f)
[ c(f)'x(f)
(

Fr—=b(f) X" (f)-
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Beweis: Ubung.

Wir wollen fiir n = 3 die drei Parameterrdume D3, D;/R* und D3/+1
zusammen mit ihrer Stratifikation durch die Bilder der 36 Strata é@, die
in der obigen Tabelle aufgefiihrt sind, moglichst explizit und konstruktiv

beschreiben. Die Ergebnisse sind in Satz 13.167 zusammengefasst.

Am einfachsten ist die Beschreibung von Dj/+1. Man erhdlt einen
Homd&omorphismus
D3/l — -1 L me
2°2
durch die folgende Zuordnung:
(c1,¢0) — (ca(ct — 2¢2) 71, €3 — 2¢9)
Dabei ist das Intervall [—%, ] x {1} gerade das Bild der 1-Sphire S' C R?
beziiglich der Komposition der Abbildung o : R?\ {0} — D3, die durch
o(a1,a2) = (—(a1 + a2),a1az) definiert ist, mit der Restklassenabbildung
D3 — Dj;/+1 und mit dem obigen Homdomorphismus. Die Bilder der
fiinf Strata Q; C Q(R®)” in Dj/41 gemi$ 13.166 gehen bei dem obigen
Homgomorphismus in Produkte von R mit Teilintervallen von [—3, 3] {iber.
Sie sind daher durch ihre Projektionen in [—31,1] charakterisiert. Wir be-
zeichnen die entsprechenden fiinf Strata in [—3, ] wie in der obigen Tabelle.
Die Stratifikation ist die Folgende:

33b 33a 13 15a 15b
s @

@

DN s
N r—

Nun wollen wir D3 beschreiben. Dazu gehen wir am besten von dem in Pro-
position 13.147 beschriebenen Homéomorphismus o : DX — D¥ aus. Man
hat ferner einen kanonischen Homéomorphismus (D, N S"~1) x Rt — DZ,
der (a, A) auf Aa abbildet.
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Durch Komposition mit ¢ erhélt man unter Benutzung der oben definierten

Operation von R auf D} einen Homomorphismus
o(D,NnS" 1Y) xRY = D

durch die Zuordnung (c,\) — A(c). Bei dem hierzu inversen Homoomor-
phismus gehen die in D}, gelegenen Bilder der Strata @@ in Teilmengen der
Form Sz x RT mit Sz C o(D,, NS™ 1) iiber. Es geniigt daher, o(D, NS"1)
und die Stratifikation dieser Menge durch die S; fiir n = 3 zu beschreiben.
Dazu beschreiben wir zuerst die entsprechende Stratifikation von D3 N S2.

Die Beschreibung von Ds N S? ist sehr einfach. Diese Menge ist ein von
zwei GroBkreisbgen begrenztes Zweieck auf S2, welches durch seine Durch-
schnitte mit den Oktanten von R3, mit den Koordinatenebenen und den

Koordinatenachsen stratifiziert wird.

Das Bild auf Seite 367 zeigt dieses Kreisbogenzweieck in stereographischer
Projektion mit seiner Stratifikation und darunter in homologer Lage die
Indizierung der Strata entsprechend der Tabelle.

Die Beschreibung der Stratifikation durch Gleichungen und Ungleichungen
fiir die ,,Eigenwerte® a1, as, ag des Hauptteils der quadratischen Funktionen
ist zwar einfach, aber sie ist nicht konstruktiv. Konstruktiv ist hingegen ei-
ne Beschreibung durch Gleichungen und Ungleichungen fiir die elementar
symmetrischen Funktionen der a;, also eine Beschreibung durch Angabe der
Strata Sz von o(Ds N S?).
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25b 12

07d 16d

14b
03 34b

Stratifikation des Raumes der quadratischen Funktionen
a17? + a3 +azzd +1=0, a; >as > as,|al| =1

Wir erinnern an die Definition der Abbildung o : Dg — Ds3. Es ist
o(a) = (—o1(a),o02(a), —os(a)), wobei o; die i-te elementarsymmetrische
Funktion von a = (a1, as,as3) ist. Fiir a € S? gilt a? + a4 + a2 = 1, also
0} — 209 = 1. Das Bild (D3N 5?) von D3N S? ist also der Durchschnitt von
D3 mit dem parabolischen Zylinder ¢? — 2co = 1. Der Rand dieses Bildbe-
reiches ist der Durchschnitt der Diskriminantenfliche Az = 0 mit dem pa-
rabolischen Zylinder. Durch Betrachten des Bildes der Diskriminantenkurve
macht man sich leicht eine Vorstellung von der Gestalt dieser Schnittkurve.
Analytisch kénnen wir sie wie folgt beschreiben.

Durch Projektion der Zylinderfliche auf die (c1, c3)-Ebene, also durch Eli-
mination von ¢y, entsteht aus der Schnittkurve eine ebene Sextik mit der

folgenden Gleichung:

(54c3 4+ 9¢; — 5e3)2 +2(2 =32 =0 (*)

Es folgen zwei Bilder auf Seite 368.
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Ersteres, welches man sich am einfachsten als das o-Bild des durch a1 = a9
definierten und geeignet parametrisierten Grolkreises auf der Sphére a; +
as 4+ as = 1 verschafft, zeigt diese ebene Sextik. Bild zwei zeigt in homologer
Lage die Stratifikation von o(D3 N S?) durch die Bilder der 20 Strata 9y,
fiir die @ = [, B4, ;0] mit a+ B =1 mod 2 gilt.

S
a5

(V3¥/3/9)

Sextik

16d

25b
16
25a 16¢
. 16a
05b /050 23a 23b 12
o X, 23a a /b
< 1b 34a
07d

34b

Stratifikation von (D3 N S?) in homologer Lage

Wir wollen schlieBlich D3/R* beschreiben. Die Inklusion (D3 N S?) < D3

induziert einen Hom6omorphismus
o(Ds N S?)/{£1} —» D%/R*.

Dabei operiert —1 € R* auf D} durch (c1,c2,¢3) — (—c1,c2, —c3), also auf
der (c1,c3)-Ebene, in die wir o(D3 N S?) homdomorph abgebildet haben,
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durch (cy, e3) — (—c1, —c3). Der Quotient R?/{#1} der (c1, c3)-Ebene iden-
tifiziert sich durch die Zuordnung (c1,c3) + (c2,c3,cic3) € R? mit dem
Halbkegel in R3, der durch die Gleichung &n — ¢? = 0 und die Ungleichung
&+mn > 0 beschrieben wird. In der Ebene £ +7 = 0 wihlen wir die orthogona-
len cartesischen Koordinaten x = £ —n und y = ¢ und bilden den Halbkegel
durch die Zuordnung (§,7,¢) — (z,y) homoomorph auf die Ebene ab. Diese
Projektion iiberfithrt das Bild der Randkurve von o (D3 N S2)/{£1} in die
ebene Sextik mit der folgenden Gleichung:

— 4 —206x + 144y + 53222 + 3668zy + 11457y>
— 4302 — 20162%y — 590xy* — 42323

+ 108z — 3623y + 4372%y? — 282> + 610y*

— 202%y° + dzy® — 40y° + 45 =0

Das folgende Bild zeigt die durch diese Gleichung beschriebene Kurve:

05 ¢

(80/27,1/3)

PN

Das Innere dieser Kurve einschliefllich des Randes ist das hom&omorphe
Bild von o(Ds N S?)/{#1}. Dieser Bereich wird durch die Bilder der 11
Strata Oz mit @ = [, By 4, m—; 6] und «, B = 0(2) stratifiziert wie durch
das Bild auf Seite 370 dargelegt.



370

Kegelschnitte

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.

Satz 13.167

(i)

(i)

(iii)

Der Raum é(X ) aller Quadriken in einem 3-dimensionalen euklidi-
schen affinen Raum X zerféllt durch die in Satz 13.165 beschriebene
Stratifikation in 36 Strata Qg,& € (3. Dabei ist @ = [a, By 4, w5 0],
und (a, B) durchlauft alle Paare ganzer Zahlen mit 0 < a < 3, a+ 5 <
7 und (a, 8) # (0,0),(0,1),(1,1). Ferner ist § = 0 oder 6 = 1, und 7
bzw. 7_ sind geordnete Partitionen von [a/2] bzw. [3/2]. Fiir 6 = 0
gilt 7y =m_.

Die obige Tabelle zu diesem Satz enthélt diese 36 Strata zusammen
mit den Zahlen 7 = dim Qg und y = dim Qg /1(X).

Die Adjazenzordnung der Strata ist die auf Q5 definierte Teilordnung.
Das obige Adjazenzdiagramm beschreibt die Nachfolgerelation fiir die-

se Teilordnung.

Das Stratum, zu dem eine gegebene Quadrik [f] € @(X ) gehort, ldsst
sich wie folgt durch rationale Operationen aus den Koeflizienten einer

zu [f] gehorigen quadratischen Funktion f € Q(X) bestimmen.

06d
06b 06¢
02 06a
\22b 22a Ota 04b
24a
24b

Stratifikation des homéomorphen Bildes von o (D3 N S?)/{%1}

— ~

Zunichst bestimmt man die Ringe r(f) und r(f) der zu f gehorigen qua-

dratischen Formen f und f , also des Hauptteils und der Homogenisierung.
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Dadurch erhélt man eine disjunkte Zerlegung von é(X ) in drei Teilmengen:

SX) ={If)Ir(H=r(} = | 0=
a,=0 mod 2
OX) ={[f1r(f)=r(H+1}= U <

a+B=1 mod 2

OX)" ={lflIr(H=rN+2t=  |J

a,f=1 mod 2

Ferner definiert man fiir jeden der drei Fille einen Bereich D° bzw. D’ bzw.
D", und zwar wie folgt: D" ist das Intervall [—%, %], und D’ bzw. D sind
die abgeschlossenen Teilmengen von R? im Inneren der Kurven mit den
Gleichungen (*) bzw. (**). Diese Bereiche werden wie folgt in 5 bzw. 20

bzw. 11 Strata zerlegt:

33b 33a 13 15a 15b

D' [ e ®
25b 16d
16b,
25a 16¢
16a
D' 05b _ 05a 23a 23b 12
14 i4b
00 23a y
07c &b J4a
Q7d 34b
06d
06b 06¢c
p° — W 06a
22b 22a O4a 04b
24a

24b
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Schliefflich definieren wir wie folgt Abbildungen auf diese Bereiche mit Hilfe
der Koeffizienten c1, co, c3 des charakteristischen Polynoms 34 +eor+

c3 von f

Q(X)" = D" [fl+ cact —2¢2)7"
QX) =D [l (c1(c] —2e2) V2 e3(c} — 2¢2)73/?)

QX)" = D% [f] = (f(e] = 2e2) ™" = (ef — 2¢2) %, creale] —2e2)7?)

Dann liegt [f] genau dann im Stratum Qg wenn das Bild von [f] in dem

entsprechend bezeichneten Stratum von DY bzw. D’ bzw. D" liegt.

Bemerkung:

Alle Adjazenzrelationen der Strata von D°, D', D" kommen von Adjazenz-
relationen der Strata von Q(X). Aber die Umkehrung gilt nur fiir D° und
D”. In D’ gibt es nichtadjazente Paare von Strata, z.B. 25a und 14a, deren
zugehérige Strata in Q(X) adjazent sind.

Wir sind am Ende unserer Untersuchung der Quadriken im euklidischen
Raum. Was wir herausgefunden haben, wusste im Grunde schon Archi-
medes. In seiner Schrift iiber Paraboloide, Hyperboloide und Ellipsoide

schreibt er:

, Uber Ellipsoide ist Folgendes vorauszuschicken: Wenn eine Ellipse sich um
ihre grofle Achse dreht, so soll die Rotationsfigur ein verlingertes Ellipsoid,
wenn sie sich um ihre kleine Achse dreht, so soll die Rotationsfigur ein

abgeplattetes Ellipsoid genannt werden. “

Der Sinn unserer Untersuchung war es, eine solche qualitative Unterschei-
dung geometrischer Gestalten der einfachsten Fldchen im euklidischen
Raume aus einem allgemeinen Prinzip abzuleiten, welches auch fiir hohere
Dimensionen Ordnung in die Vielfalt der Formen von Quadriken bringt und
uns verstehen lésst, wie diese verschiedenen Formen trotz ihrer qualitativen
Verschiedenheit stetig ineinander iibergehen. Um ein solches Verstédndnis

zu erreichen, konnten wir uns nicht darauf beschrénken, die iiblichen Nor-
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malformen abzuleiten, sondern mussten schrittweise jene Ordnungsstruktur
herausarbeiten, durch welche die Mannigfaltigkeit der Formen strukturiert
wird. Nun ist wenigstens dies eine Ziel erreicht. Aber es ist nicht mehr
als das, was — wie Archimedes sagt — einer Abhandlung iiber Quadriken

eigentlich nur ,,vorauszuschicken* wire.

Im Laufe der Jahrhunderte haben die Mathematiker eine grofie Zahl der
verschiedenartigsten schonen Untersuchungen iiber Kegelschnitte angestellt
und auch {ber ihre hoherdimensionalen Analoga, die Quadriken. Einen
Uberblick iiber diese Untersuchungen findet man in der Encyclopiidie der
mathematischen Wissenschaften, Band III C.1 und III C.2 in den Artikeln
von F. Dingeldey ,Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme® [11] und von
O. Staude ,,Fldchen 2. Ordnung und ihre Systeme und Durchdringungskur-
ven“ [32]. Vieles davon findet man auch in den Bénden II, IIT und IV der
,Principles of Geometry* von H. Baker [3], und eine schone Auswahl gibt
Berger im Band 4 seiner ,,Geometrie“ [5]. Da ich von all dem hier nichts
vermittelt habe, bitte ich den Leser, eins dieser Biicher selber aufzuschlagen
und so einen Eindruck zu gewinnen von der Vielfalt und Schénheit der

Geometrie einer vergangenen Zeit.

Vergangen? Vielleicht. Aber nicht tot. Diese Geometrie ist immer noch Teil
unserer Wirklichkeit. Vor kurzem entdeckte der japanische Mathematiker
Isao Naruki eine wunderschéne Konfiguration von fiinf ebenen Kegelschnit-
ten. Man findet sie in seiner Arbeit: ,,On pentagram arrangements of conics.“
Zwei Kegelschnitte in der Ebene kénnen sich entweder gar nicht oder aber
in einem Punkt oder in zwei Punkten beriihren. In dieser Hinsicht kénnen
wir die Konfiguration durch einen Graphen mit zwei Arten von Kanten dar-
stellen. Die Eckpunkte des Graphen entsprechen den Kegelschnitten. Zwei
Eckpunkte werden durch eine Kante erster oder zweiter Art verbunden,
wenn sich die entsprechenden Kegelschnitte in einem bzw. in zwei Punkten
beriihren. In der Zeichnung stellen wir die Kanten erster bzw. zweiter Art
durch diinn oder dick ausgezogene Linien dar. Hier ist nun der Graph der

Konfiguration von Isao Naruki:
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