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Vorwort

Im Jahre 2010 habe ich einmal mehr Zeit gefunden, die meines Erachtens

nach einzigartigen Bände I und II der Linearen Algebra von Egbert

Brieskorn ein wenig zu studieren und bin dabei, diesmal mit Aufmerk-

samkeit, auf das vorweggenommene Inhaltsverzeichnis zum dritten Band

gestoßen. Da ich das besagte Werk nirgends finden konnte, habe ich

Herrn Brieskorn angeschrieben und erhielt von ihm die durchaus wenig

erfreuliche Nachricht, dass zwar das Manuskript existiere, es aber nie zu

einer Veröffentlichung gekommen sei. Es ergab sich schnell die Idee, den

fehlenden Band in modernem Layout zu TEXen, welcher Herr Brieskorn zu

meiner großen Freude direkt zustimmte. So begann Ende 2010 nach Erhalt

des Originalmanuskriptes und mit Hilfe einiger, ebenso wie ich freiwilliger

Helfer vom matheplanet.com Forum die Arbeit am Projekt LA3. Aufgrund

diverser beruflicher Wechsel meinerseits sowie ebenso häufiger Wechsel

des Projektteams hat sich das Vorhaben leider deutlich länger als geplant

hingezogen – vor allem stimmt es uns allesamt traurig, dass Egbert

Brieskorn die Veröffentlichung seines Werkes und die Vollendung seiner

Reihe Lineare Algebra nicht mehr miterleben konnte.

Was hebt die Buchreihe von Herrn Brieskorn ab von anderen Büchern zur

Linearen Algebra? Da gibt es vieles zu erwähnen, wovon hier exemplarisch

genannt seien

� Die Motivationen der Inhalte und Art der Visualisierungen, welche an-

sonsten undurchschaubare Sachverhalte und Gebilde oft verständlich

darzulegen vermögen.

� Durchgängige Konzepte und Bezüge über alle Bände hinweg.

v



vi Vorwort

� Die Präsentation der Inhalte: Klassische Ergebnisse werde sowohl von

historischen Ursprung aus dargestellt als auch von einer modernen

Perspektive aus betrachtet; insbesondere in diesem dritten Band.

Und natürlich zuguterletzt die Passion, die man in dem Gesamtwerk

erkennt, und welche heutzutage in Büchern zu Highspeed-Studiengängen

oftmals viel zu kurz kommt.

Nur an wenigen Stellen wurden Fehler im Original ausgebessert oder das

Layout aus lesetechnischen Gründen angepasst. Es sei auch darauf hinge-

wiesen, dass es im Springer Verlag eine Hardcoverversion dieses Buches gibt.

Einer der Hauptunterschiede ist das Fehlen der historischen Anmerkung

in dieser elektronischen Ausgabe, welche vertragsbedingt der Druckversion

von Springer vorbehalten sind. Selbiger fehlt dafür aus rechtlichen Gründen

der ’Dialog’ am Ende des Buches.

Auch das Layout von Kapitelanfängen und einigen Tabellen weicht von

der Druckversion ab. Während wir uns hier darüberhinaus an die original

Nummerierung der Kapitel (fortlaufend über die Bände hinweg) sowie Sätze

und Theoreme (forlaufend innerhalb eines Kapitels durch alle Sektionen

eines Bandes hinweg) halten, ist dies auf Wunsch des Verlegers in der

Druckvariante nicht der Fall. Daher hier kurz eine Art Umrechnungshilfe,

falls Leser mit beiden Versionen parallel arbeiten möchten. Generell gibt

es im ebook keinen wechselnden Kapitelnummerpräfix, sondern eine fixe

13. Ein Erratum zur Druck-Version gibt es auf http://www.gilgamash.com

unter der Auswahl Science → Brieskorn LA3.

Nummer im ebook Nummer im Hardcover ebook Offset

13.25 2.1 +24

13.42 3.1 +41

13.82 4.1 +81

13.113 5.1 +112

13.137 6.1 +136

http://www.gilgamash.com


Vorwort vii

Desweiteren möchte ich unbedingt noch denjenigen danken, die das Projekt

realisiert haben. Neben Egbert Brieskorn und seiner Frau Heidrun gilt der

Dank insbesondere den Helfern der ersten Stunde als auch denjenigen, die

enormes in der Endphase geleistet oder sogar durchweg das gesamte Projekt

begleitet haben, gedankt: Yves Gessner, Stephan Bogendörfer, Florian

Modler, Gert-Martin Greuel, Rolf Bardeli sowie Achim Bittner für das

wundervolle Titelbild – selbiges zeigt einen Silberdünnfilm auf einem Glas-

keramiksubstrat, aus dem bei 200◦C Ag-Kristallite rekristallisieren. Und

zuguterletzt danke ich Erhard Scholz, welcher als nahestehender Freund

von Egbert Brieskorn die Gesamtkoordination wesentlich mitübernommen

hat.

Es sei noch erwähnt, dass am Ende des Buches im Anschluss an den Index

ein detailliertes Inhaltsverzeichnis zu finden ist.

Für eventuelle Fehlerhinweise an

brieskornla3@gilgamash.com

bin ich dankbar, um stets eine soweit wie möglich aktuelle und korrigierte

Version unter

Imaginery Link

und

Homepage Link

anbieten zu können.

Ansonsten bleibt mir nur noch, ebensoviel Freude und Erkenntnis beim Le-

sen des Buches zu wünschen, wie wir selbst beim Lesen und Erstellen hatten.

Andreas Beschorner, Korschenbroich im Februar 2020

Version vom 20. September 2020

mailto:brieskornla3@gilgamash.com
https://imaginary.org/background-material/eb-la-iii-a
http://www.gilgamash.com/downloads/BrieskornLA3.pdf




Einführung 1

Geometrie im euklidischen Raum

E i n f ü h r u n g1

Im Einleitungskapitel zu diesem Buch habe ich thesenhaft am Beispiel des

Gruppenbegriffs zu zeigen versucht, wie die Entfaltung mathematischen

Denkens Teil des sehr viel umfassenderen in der Naturwissenschaft unter-

nommenen Versuchs ist,
”
die Natur durch genaue Begriffe aufzufassen“. Ich

habe angedeutet, welche Bedeutung der Gruppenbegriff dabei hat, und daß

wir die Geometrie, durch die wir uns genaue Begriffe vom Raum machen,

in analytischer Weise mit Hilfe der linearen Algebra behandeln wollen.

Die weiteren Kapitel waren der Entwicklung der linearen Algebra und der

Entfaltung des Gruppenbegriffs gewidmet.

In diesem letzten Band schließt sich nun der Kreis. Mit Hilfe der linearen

Algebra wird ein Stück weit die euklidische Geometrie entwickelt, und im

Rahmen dieser Geometrie werden mit Hilfe des Gruppenbegriffs die symme-

trischen Gestalten der Kristalle beschrieben. Dabei kann und soll der Teil

Euklidische Geometrie kein getreues Spiegelbild der griechischen Mathema-

tik sein, wie sie sich in den Werken von Euklid, Archimedes und Apollonius

darstellt. Er kann das schon deswegen nicht, weil von der reichen Vielfalt

der geometrischen Probleme, die in dieser Geometrie behandelt wurden,

nur ein winziger Bruchteil seinen Platz in diesem kurzen Kapitel finden kann.

Darüber hinaus aber ist es uns, die wir mehr als zweitausend Jahre nach

Euklid leben, gar nicht mehr möglich, so zu denken wie er. Und wir wollen

das auch nicht. Das, was mit der Entwicklung der analytischen Geometrie

und des Gruppenbegriffs erreicht wurde, soll ja in unserer Darstellung zum

Tragen kommen.

Dennoch hoffe ich, daß auch in dieser neuzeitlichen Darstellung der euklidi-

schen Geometrie Spuren vom Geiste der griechischen Mathematik sichtbar

1Anmerkung der Redaktion: Kapitel I in Band I
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bleiben, zum mindesten in der Auswahl der wichtigsten Gegenstände, der

Kegelschnitte und der regulären Polyeder.

Einige der regulären Polyeder sind Kristallformen, andere nicht. Der letzte

Abschnitt2 handelt von der Beschreibung aller möglichen Kristallformen.

Er zeigt so an einem einfachen Beispiel, wie Mathematik dazu beiträgt,
”
die

Natur durch genaue Begriffe aufzufassen“.

2Anmerkung der Redaktion: Dieser konnte leider nicht mehr fertiggestellt werden,
siehe auch Vorwort des Verlages in der Druckversion.
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13.1 Euklidische affine Räume und ihre Isometriegruppen

Die Geometrie, welche wir heute euklidische Geometrie nennen, war für die

griechischen Mathematiker der Antike die Geometrie schlechthin. Erst im

19. Jahrhundert wurde den Mathematikern bewusst, dass viele
”
Geometri-

en“ denkbar sind. Als dann die grundlegenden Begriffe der Mannigfaltig-

keit und der Gruppe entwickelt waren, konnte Felix Klein 1872 in seinem

”
Erlanger Programm“ die konstitutiven Elemente solcher verallgemeinerten

Geometrien wie folgt bestimmen:

”
Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Trans-

formationsgruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit an-

gehörenden Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften untersu-

chen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht geändert

werden“.

Im Sinne dieses Programms beginnen wir unsere Darstellung der euklidi-

schen Geometrie mit der Definition der Mannigfaltigkeiten, die zu dieser

Geometrie gehören – das sind die euklidischen affinen Räume – und mit

der Definition der zugehörigen Transformationsgruppen – das sind die

Isometriegruppen dieser Räume.

Später werden wir dann wenigstens einige der mannigfaltigen Gebilde

definieren, die im Laufe ihrer langen Geschichte in der euklidischen Geo-

metrie betrachtet wurden: Geraden, Winkel, Dreiecke, Polygone, Polyeder,

Kreise, Kegel und Kegelschnitte, Sphären, Ellipsoide, Paraboloide und

Hyperboloide. Und wir werden sie
”
hinsichtlich solcher Eigenschaften unter-

suchen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht geändert werden.“

Der Begriff des euklidischen affinen Raumes entsteht durch Synthese aus

zwei Begriffen, die wir schon früher – in § I.8.1 und § II.12.6 – eingeführt

haben. Der eine Begriff ist der des affinen Raumes, der andere der des eukli-

dischen Vektorraumes. Wir erinnern an die Definitionen: Ein affiner Raum
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(X,V, τ) ist eine Menge X zusammen mit einer effektiven transitiven Opera-

tion τ der additiven Gruppe eines Vektorraumes V auf X. Ein euklidischer

Vektorraum (V, b) ist ein reeller Vektorraum V mit einer positiv definiten

symmetrischen Bilinearform b auf V .

Definition:

Ein euklidischer affiner Raum ist ein affiner Raum, dessen Translations-

vektorraum die Struktur eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorrau-

mes hat.

Ein wenig formaler kann man die Definition wie folgt formulieren: Ein eu-

klidischer affiner Raum ist ein Quadrupel E = (X,V, τ, b), wo (X,V, τ)

ein affiner Raum ist und (V, b) ein endlichdimensionaler euklidischer Vek-

torraum. Wie früher werden wir meist die schwerfällige Quadrupelnotation

vermeiden und statt (X,V, τ, b) einfach X oder E schreiben. Wir benutzen

folgende einfache Definitionen und Bezeichnungen: Elemente aus X nennen

wir Punkte und bezeichnen sie meist mit x, y, z usw. Autoren in der klassi-

schen Tradition verwenden zur Bezeichnung von Punkten Großbuchstaben

A,B,C,D, . . . , während kleine Buchstaben a, b, c, d, . . . zur Bezeichnung von

Geraden oder Strecken dienen. Die Operation τ(v) : X → X eines Vektors

v ∈ V auf X nennen wir Translation, und für x ∈ X schreiben wir statt

τ(v)(x) auch τ(v, x) oder v(x) oder x+ v. Den durch zwei Punkte x, y ∈ X
eindeutig bestimmten Vektor v ∈ V mit v(x) = y bezeichnen wir mit −→xy.

Also gilt:

v = −→xy ⇔ v(x) = y.

Für das Skalarprodukt in V schreiben wir auch 〈v, w〉 statt b(v, w). Da

für alle v ∈ V ja 〈v, v〉 ≥ 0 gilt, können wir wie folgt die Norm ‖v‖ von v

definieren:

‖v‖ := +
√
〈v, v〉.

Definition:

Eine Norm auf einem reellen Vektorraum V ist eine reellwertige Funktion

v 7→ ‖v‖ auf V mit folgenden Eigenschaften:
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(i) ‖v‖ ≥ 0

(ii) ‖v‖ = 0⇔ v = 0

(iii) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖

(iv) ‖λv‖ = |λ| ‖v‖

Es gibt viele verschiedenartige Normen auf Vektorräumen. Die wie oben

mit Hilfe eines Skalarproduktes definierten Normen bilden einen besonders

wichtigen Spezialfall. Für eine solche Norm kann man das Skalarprodukt

durch
”
Polarisierung“ aus der Norm zurückgewinnen:

〈v, w〉 =
1

2

(
‖v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2

)
.

Daher kann man die orthogonale Gruppe Aut(V, b) eines endlichdimen-

sionalen euklidischen Vektorraumes (V, b) auch als die Gruppe der normer-

haltenden Endomorphismen von V charakterisieren. Wir benutzen folgende

Bezeichnungen für die orthogonale Gruppe von (V, b):

Aut(V, b) = O(V, b) = O(V ).

Mit Hilfe der Norm auf V können wir eine Metrik auf X einführen. Vor-

her definieren wir allgemein den Begriff der Metrik und einige damit eng

zusammenhängende Begriffe.

Definition:

(i) Eine Metrik d auf einer Menge X ist eine reellwertige Funktion auf

X ×X mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(x, y) ≥ 0

(2) d(x, y) = 0⇔ x = y

(3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) Dreiecksungleichung

(4) d(x, y) = d(y, x)

(ii) Das Paar (X, d) heißt ein metrischer Raum.
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In einem metrischen Raum (X, d) kann man zu jedem Punkt x ∈ X und

zu jeder positiven reellen Zahl r Kugeln und Sphären vom Radius r mit

Mittelpunkt x definieren.

Definition:

(i) Br(x) = {y ∈ X | d(x, y) < r}
ist die offene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x.

(ii) Br(x) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r}
ist die abgeschlossene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x.

(iii) Sr(x) = {y ∈ X | d(x, y) = r}
ist die Sphäre mit Radius r und Mittelpunkt x.

In einem metrischen Raum kann man in natürlicher Weise eine Topologie

einführen: Die offenen Mengen sind diejenigen Teilmengen U ⊂ X, die mit

jedem Punkt x ∈ U auch eine offene Kugel Br(x) ⊂ U umfassen. Damit

kann man dann in der üblichen Weise z.B. die Konvergenz von Folgen in X

oder die Stetigkeit von Funktionen auf X definieren. Wir wollen darauf aber

nicht weiter eingehen, sondern direkt mit der Metrik arbeiten, die ja mehr

an Struktur enthält als die Topologie.

Definition:

(i) Eine isometrische Abbildung von einem metrischen Raum (X, d)

auf einen metrischen Raum (X ′, d′) ist eine bijektive Abbildung ϕ :

X → X ′ mit d′(ϕ(x), ϕ(y)) = d(x, y) für alle x, y in X. Wenn es

eine solche isometrische Abbildung gibt, heißen (X, d) und (X ′, d′)

isometrisch.

(ii) Eine isometrische Abbildung eines metrischen Raumes (X, d) auf sich

selbst heißt eine Isometrie von (X, d).

(iii) Die Isometriegruppe I(X, d) von (X, d) ist die Gruppe aller Isome-

trien von (X, d). Wenn d durch den Kontext festliegt, schreiben wir

I(X) statt I(X, d).

Wir führen nun für jeden euklidischen affinen Raum (X,V, τ, b) wie folgt

eine Metrik d auf X ein.
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Definition:

Das Paar (X, d) mit d(x, y) := ‖−→xy‖ heißt der zu (X,V, τ, b) gehörige

metrische Raum.

Jedem euklidischen affinen Raum (X,V, τ, b) ist also kanonisch ein metri-

scher Raum (X, d) zugeordnet. Daraus ergeben sich zwei Isometriebegriffe

für euklidische affine Räume.

Definition:

E = (X,V, τ, b) und E′ = (X ′, V ′, τ ′, b′) seien euklidische affine Räume.

(i) Eine isometrische affine Abbildung von E auf E′ ist ein Paar

(ϕ,ψ) von Abbildungen ϕ : X → X ′ und ψ : V → V ′, so daß (ϕ,ψ)

ein Isomorphismus der affinen Räume (X,V, τ) und (X ′, V ′, τ ′) ist und

ψ ein metrischer Isomorphismus der euklidischen Vektorräume (V, b)

und (V ′, b′).

(ii) Eine isometrische Abbildung von E auf E′ ist eine isometrische

Abbildung ϕ : X → X ′ der zu E und E′ gehörigen metrischen Räume

(X, d) und (X ′, d′).

Da die metrische Struktur aus der euklidischen affinen Struktur abgeleitet

ist und keine algebraischen Bestimmungsstücke enthält, könnte man vermu-

ten, dass sie weniger starr ist als die euklidisch-affine Struktur, und dass es

daher mehr isometrische Abbildungen geben könnte als isometrische affine

Abbildungen. Das ist jedoch nicht der Fall: Die beiden Begriffe von Isometrie

fallen zusammen. Dies ist der Inhalt der beiden folgenden Sätze.

Proposition 13.1

Wenn (ϕ,ψ) eine isometrische affine Abbildung eines euklidischen affinen

Raumes E auf einen euklidischen affinen Raum E′ ist, ist ϕ eine isometrische

Abbildung von E auf E′.

Beweis:

d′(ϕ(x), ϕ(y)) =
∥∥∥−−−−−−→ϕ(x)ϕ(y)

∥∥∥′ = ‖ψ(−→xy)‖′ = ‖−→xy‖ = d(x, y)

Bemerkung:

Nach Proposition 8.6 (i) ist der lineare Anteil ψ durch ϕ bereits eindeutig

bestimmt, so dass die Zuordnung (ϕ,ψ) 7→ ϕ injektiv ist.
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Satz 13.2

ϕ : X → X ′ sei eine isometrische Abbildung der euklidischen affinen Räume

E = (X,V, b, τ) und E′ = (X ′, V ′, b′, τ ′). Dann gibt es einen eindeutig be-

stimmten Isomorphismus ψ : V → V ′ der euklidischen Vektorräume (V, b)

und (V ′, b′), so dass (ϕ,ψ) eine isometrische affine Abbildung von E auf E′

ist.

Beweis:

Wir wählen einen Punkt x ∈ X, setzen y = ϕ(x) und definieren Bijektionen

τx : V → X und τ ′y : V ′ → X ′ durch τx(v) = v(x) und τ ′y(w) = w(y). Dann

definieren wir eine Bijektion ψ : V → V ′ durch ψ = τ ′−1
y ◦ϕ ◦ τx. Wir zeigen

in sieben Beweisschritten, dass ψ die gewünschten Eigenschaften hat.

Behauptung 1: Das folgende Diagramm kommutiert:

V × {x} τ //

ψ
��

X

ϕ

��
V ′ × {y}

τ ′
// X ′

Beweis: Dies folgt trivial aus der Definition von ψ.

Behauptung 2: ‖ψ(w)‖′ = ‖w‖.
Beweis: ‖ψ(w)‖′ = d′(ϕ(x), ϕ(x+ w)) = d(x, x+ w) = ‖w‖.

Behauptung 3: ‖ψ(u)− ψ(v)‖′ = ‖u− v‖.
Beweis:

‖ψ(u)− ψ(v)‖′ = d′(ϕ(x) + ψ(v), ϕ(x) + ψ(u))

= d′(ϕ(x+ v), ϕ(x+ u))

= d(x+ v, x+ u) = ‖u− v‖ .

Behauptung 4: ‖ψ(u) + ψ(v)‖′ = ‖u+ v‖.
Beweis:

‖ψ(u) + ψ(v)‖′2 = 2 ‖ψ(u)‖′2 + 2 ‖ψ(v)‖′2 − ‖ψ(u)− ψ(v)‖′2

= 2 ‖u‖2 + 2 ‖v‖2 − ‖u− v‖2

= ‖u+ v‖2 wegen Behauptungen 2 und 3.
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Behauptung 5: 〈ψ(u), ψ(v)〉′ = 〈u, v〉.
Beweis: Dies folgt durch Polarisation aus den Behauptungen 2 und 4.

Behauptung 6: ψ : V → V ′ ist ein Isomorphismus eudklidischer Vek-

torräume.

Beweis: Es sei e1, . . . , en eine Orthonormalbasis von V . Dann bildet

ψ(e1), . . . , ψ(en) wegen Behauptung 5 eine Orthonormalbasis von V ′.

Daher gilt – aufgrund selbiger Behauptung – folgende Kette von Äqui-

valenzen für Elemente v ∈ V :

v =
∑

xiei ⇔ xi = 〈v, ei〉 ⇔ xi = 〈ψ(v), ψ(ei)〉′ ⇔ ψ(v) =
∑

xiψ(ei)

Also gilt ψ(
∑
xiei) =

∑
xiψ(ei), und ψ ist linear und ist ein Isomor-

phismus von euklidischen Vektorräumen.

Behauptung 7: Das folgende Diagramm kommutiert:

V ×X τ //

ψ×ϕ
��

X

ϕ

��
V ′ ×X ′

τ ′
// X ′

Beweis: Aus den Behauptungungen 1 und 6 folgt für alle (v, z) ∈ V ×X:

ϕ(τ(v, z)) = ϕ(τ(v +−→xz, x)) = τ ′(ψ(v +−→xz, y) = τ ′(ψ(v) + ψ(−→xz), y)

= τ ′(ψ(v), ϕ(z)).

Mit den Behauptungen 6 und 7 ist die Existenz eines Homomorphis-

mus ψ : V → V ′ mit den behaupteten Eigenschaften bewiesen. Die

Eindeutigkeit folgt unmittelbar aus Proposition 8.6 (i).

Definition:

E = (X,V, τ, b) sei ein euklidischer affiner Raum und (X, d) der zugehörige

metrische Raum.

(i) I(E) := {ϕ : X → X | d(ϕ(x), ϕ(y)) = d(x, y)} ist die Isometrie-

gruppe von E.
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(ii) der lineare Anteil von ϕ ∈ I(E) ist die eindeutig bestimmte orthogo-

nale Transformation ψ ∈ O(V, b), für welche (ϕ,ψ) eine isometrische

affine Abbildung von E auf sich ist. λ : I(E) → O(V ) ist der Homo-

morphismus, der jeder Isometrie ihren linearen Anteil zuordnet.

(iii) T(E) := {ϕ ∈ I(E) | ∃ v ∈ V : ϕ = τ(v)} ist die Translationsgruppe

von E. Die Elemente von T(E) heißen Translationen.

Aus den Sätzen 13.2 und 8.8 folgt sofort der folgende

Satz 13.3

Für die Isometriegruppe I(E) eines euklidischen affinen Raumes

E = (X,V, τ, b) gelten folgende Aussagen:

(i) Die folgende Sequenz ist exakt:

1→ T(E) ↪→ I(E)
λ→ O(V )→ 1.

(ii) Die Operation von I(E) auf sich selbst durch innere Automorphismen

induziert eine Operation auf der normalen Untergruppe T(E). Diese

Operation geht in die Operation von O(V ) auf V über, wenn man V

durch v 7→ τ(v) mit T(E) identifiziert.

(iii) Zu jedem Punkt x ∈ X gehört eine Spaltung

1→ T(E)→ I(E)
λ−→←−
µx

O(V )→ 1.

Dabei ist µx durch µx(ψ)(y) = x+ ψ(−→xy) definiert.

(iv) Das Bild von µx ist die Isotropiegruppe I(E)x von x:

I(E)x = {ϕ ∈ I(E) |ϕ(x) = x}.
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Proposition 13.4

(i) Zu jeder Spaltung

1→ T(E) ↪→ I(E)
λ−→←−
µx

O(V )→ 1

existiert genau ein x ∈ X mit µ = µx. Dieser Punkt x ist die Fix-

punktmenge Fix µO(V ).

(ii) Eine Isometrie ϕ ∈ I(E) hat genau dann einen Fixpunkt x ∈ X, wenn

es eine Spaltung µ : O(V )→ I(E) mit ϕ ∈ µO(V ) gibt.

Beweis:

(i) O.B.d.A. sei E = A(V ). In O(V ) gibt es eine ausgezeichnete Involution

i ∈ O(V ), nämlich i(v) = −v. Es sei σ = µ(i). Die involutive Isometrie

σ ist notwendigerweise von der Form σ(y) = −y + b, hat also genau

einen Fixpunkt x, nämlich x = b/2.

Andererseits liegt µ(i) im Zentrum von µO(V ), und deswegen lässt

µO(V ) die Fixpunktmenge Fix µ(i) = {x} invariant. Daraus folgt

Fix µO(V ) = {x}, und wegen 13.3 (iv) folgt daraus µ = µx.

(ii) Dies folgt trivial aus (i) und 13.3 (iv).

Definition:

(i) V sei ein euklidischer Vektorraum. Dann bezeichnen wir mit O+(V )

die Gruppe der orientierungserhaltenden orthogonalen Trans-

formationen, d.h. die spezielle orthogonale Gruppe

O+(V ) = O(V ) ∩GL+(V ) = SO(V ) = O(V ) ∩ SL(V )

Weiter ist

O−(V ) := O(V )\O+(V )

die Menge der orientierungsumkehrenden orthogonalen

Transformationen.
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(ii) E sei ein euklidischer affiner Raum mit Translationsvektorraum V .

I+(E) := λ−1(O+(V ))

ist die Gruppe der orientierungserhaltenden Isometrien.

I−(E) := I(E)\ I+(E)

ist die Menge der orientierungsumkehrenden Isometrien.

Terminologie:

Manche Autoren nennen die Isometrien von E auch Bewegungen von E

und die orientierungserhaltenden Isometrien eigentliche Bewegungen.

Wir schließen uns gelegentlich diesem Sprachgebrauch an, obwohl er nicht

mit der umgangssprachlichen Bedeutung des Wortes
”
Bewegung“ überein-

stimmt, die ja wohl auf eine in der Zeit stattfindende Veränderung der Lage

im Raum verweist. Manche Autoren verwenden das Wort Bewegung nur für

orientierungserhaltende Isometrien. Die eigentlichen Bewegungen mit einem

Fixpunkt nennen manche Autoren Drehungen. Diese Ausdrucksweise ist

für dimE ≤ 3 naturgemäß. Benutzt man sie auch für höhere Dimensionen,

dann kann man den wesentlichen Gehalt von Satz 13.3 wie folgt aussprechen:

Jede eigentliche Bewegung ϕ eines euklidischen affinen Raumes lässt sich

bezüglich jedes Punktes x in eindeutiger Weise als Produkt ϕ = τ ◦ ψ einer

Drehung ψ mit Fixpunkt x und einer Translation τ darstellen.

Nach der kategorischen Beschreibung der euklidischen affinen Räume geben

wir nun noch eine ganz konkrete Beschreibung.

Definition:

Der n-dimensionale euklidische affine Standardraum En ist wie folgt

definiert: En := (Rn,Rn, τ, b) mit

τ(v1, . . . , vn)(x1, . . . , xn) = (x1 + v1, . . . , xn + vn)

b((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = x1yn + . . .+ xnyn.
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Die Isometriegruppen von En bezeichnen wir mit I(n,R) = I(En) und

I+(n,R) = I+(En).

Proposition 13.5

Jeder n-dimensionale euklidische affine Raum ist isometrisch zum n-

dimensionalen euklidischen affinen Standardraum.

Beweis: Dies folgt aus Proposition I.8.1 (ii) und Satz II.12.50.

Die folgenden beiden Propositionen folgen aus Proposition I.8.10 und

Satz 13.3.

Proposition 13.6

Mit A ∈ O(n,R) und b ∈ Rn sind die Isometrien des n-dimensionalen eukli-

dischen affinen Standardraumes genau die Transformationen

x 7→ Ax+ b

Der lineare Anteil dieser Transformation ist A.

Proposition 13.7

Es gibt ein kanonisches Diagramm von spaltenden kurzen exakten Sequenzen

1 // Rn // I+(n,R)� _

�

// SO(n,R)� _

�

oo // 1

1 // Rn // I(n,R)� _

�

// O(n,R)� _

�

oo // 1

1 // Rn // GA(n,R) // GL(n,R)oo // 1

Dabei bezeichnet GA(n,R) = GA(Rn) die allgemeine affine Gruppe des

affinen Standardraumes. Natürlich ist I+(n,R) sogar in GA+(n,R) enthal-

ten, der Gruppe der orientierungserhaltenden affinen Transforma-

tionen. Wir werden später die Isometriegruppen euklidischer affiner Räume

genau untersuchen. Zur Vorbereitung wollen wir aber schon jetzt eine be-

sonders wichtige Art von Isometrien einführen, nämlich die Symmetrien.
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Definition:

Eine Symmetrie eines euklidischen affinen Raumes E ist eine involutive3

Isometrie von E, das heißt ein Element σ ∈ I(E) mit σ2 = 1.

Es wird sich zeigen, dass Symmetrien durch ihre Fixpunktmenge bereits

eindeutig bestimmt sind, und dass die Fixpunktmenge einer Isometrie leer

oder ein affiner Unterraum ist.

Definition:

Die Fixpunktmenge einer Isometrie ϕ von E = (X,V, τ, b) ist die Menge

Fix ϕ = {x ∈ X | ϕ(x) = x}.

Die affinen Unterräume eines affinen Raumes wurden bereits in § I.8 ein-

geführt. Ist E = (X,V, τ, b) ein euklidischer Raum und (Y,W, τ ′) ein affiner

Unterraum von (X,V, τ), dann induziert b auf W ⊂ V eine positiv definite

Bilinearform b′, und (Y,W, τ ′, b′) ist ein euklidischer affiner Raum. Die so

definierten Räume sind gerade die Unterräume von E in der Kategorie der

euklidischen affinen Räume. Da sie aber bijektiv den affinen Unterräumen

entsprechen, nennen wir sie einfach affine Unterräume von E.

Aus § I.8.1 folgt, dass ein solcher Unterraum (Y,W, τ ′, b′) bereits eindeutig

durch die Teilmenge Y ⊂ X bestimmt ist. Wir nennen daher auch diese

Teilmenge Y ⊂ X einen affinen Unterraum von X, und wir bezeichnen

W , den durch E = (X,V, τ, b) und Y ⊂ X eindeutig bestimmten Translati-

onsvektorraum von Y , mit
−→
Y . Damit übertragen sich einige früher gegebene

Definitionen wie folgt auf affine Unterräume euklidischer affiner Räume.

Definition:

E = (X,V, τ, b) sei ein euklidischer affiner Raum, und Y, Y1, Y2 ⊂ X seien

affine Unterräume von X.

(i) dimY := dim
−→
Y , codim Y = dimX − dimY

(ii) Y ist ein Punkt in X ⇔ dimY = 0

Y ist eine Gerade in X ⇔ dimY = 1
3Anmerkund der Rekation: Heutzutage meist involutorisch genannt.
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Y ist eine Ebene in X ⇔ dimY = 2

Y ist eine Hyperebene in X ⇔ codim Y = 1.

(iii) Y1 ist orthogonal zu Y2 ⇔
−→
Y1 ist orthogonal zu

−→
Y2.

Proposition 13.8

(i) Die Fixpunktmenge einer Isometrie ϕ eines euklidischen affinen Raum-

es E ist leer oder sie ist ein affiner Unterraum.

(ii) Für eine Isometrie ϕ mit nichtleerer Fixpunktmenge gilt

−−−→
Fix ϕ = Fix λ(ϕ)

Beweis:

O.B.d.A. sei E = En und ϕ(x) = Ax+ b. Dann ist

Fix λ(ϕ) = {x ∈ Rn | (A− 1)x+ b = 0}

als Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems nach Proposition I.8.12

leer oder ein affiner Unterraum. Es gilt Fix λ(ϕ) = {x ∈ Rn | (A−1)x = 0},
und (ii) folgt aus Satz I.9.1.

Proposition 13.9

Die Fixpunktmenge einer Isometrie ϕ ∈ I(E) von endlicher Ordnung k ist

nicht leer.

Beweis:

O.B.d.A. sei E = En. Es sei x ∈ Rn irgendein Punkt von E und

z =
1

k
(x+ ϕ(x) + ϕ2(x) + . . .+ ϕk−1) das Baryzentrum des ϕ-Orbits von

x. Dann gilt ϕ(z) = z.

Korollar 13.10

Die Fixpunktmenge einer Symmetrie ist ein affiner Unterraum.

Definition:

σ ∈ I(E) sei eine Symmetrie. Dann heißt der affine Unterraum Fix σ das

Symmetriezentrum von σ.
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Proposition 13.11

Zu jedem affinen Unterraum Y ⊂ X in einem euklidischen affinen Raum

E = (X,V, τ, b) gibt es genau eine Symmetrie σ von X mit Zentrum Y .

Beweis:

Eindeutigkeit: Setze ψ = λ(σ) ∈ O(V ) mit ψ2 = 1. Die Eigenwerte von ψ

sind ±1. Sind V+ und V− die zugehörigen Eigenräume, dann hat ψ nach

Satz II.12.63 die orthogonale Eigenraumzerlegung V = V+ ⊥ V−, und ist

durch diese eindeutig bestimmt. Aus V+ = Fix ψ und Y = Fix σ folgt leicht

V+ =
−→
Y und V− =

−→
Y ⊥. Daher ist ψ durch Y eindeutig bestimmt. Aber

dann ist nach Proposition I.8.6 (ii) auch σ durch Y eindeutig bestimmt: Ist

x ∈ Y , so gilt σ(x) = x, und daraus folgt: σ = µx(ψ), wo µx : O(V )→ I(E)

die Spaltung zu x ist.

Existenz: ψ ∈ O(V ) sei die Involution mit
−→
Y bzw.

−→
Y ⊥ als Eigenräumen zum

Eigenwert 1 bzw. −1. Es sei x ∈ Y und µx : O(V ) → I(E) die zugehörige

Spaltung. Dann ist σ = µx(ψ) eine Symmetrie mit Zentrum Y .

Definition:

X sei ein euklidischer affiner Raum und Y ⊂ X ein affiner Unterraum.

(i) σY ist die eindeutig durch Y bestimmte Symmetrie mit Zentrum

Y .

(ii) Wenn Y eine Hyperebene ist, heißt σY die Spiegelung an Y .

(iii) Wenn Y ein Punkt x ∈ X ist, heißt σY die Inversion mit Zentrum

x und wird mit σx bezeichnet

Terminologie:

Manche Autoren nennen die Inversion – vielleicht nicht ganz passend –

auch
”
Punktspiegelung“. Aber auch der Name

”
Inversion“ ist nicht ganz

glücklich gewählt, da die Gefahr der Verwechslung mit der ganz anders

definierten
”
Inversion an einer Sphäre“ besteht.

Natürlich kann man die entsprechenden Begriffe auch für involutive Ele-

mente in der orthogonalen Gruppe O(V, b) eines euklidischen Vektorraumes
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(V, b) einführen. Zu (V, b) gehört kanonisch ein euklidischer affiner Raum

E(V, b) = (V, V, τ, b), und O(V, b) identifiziert sich durch die Spaltung µ0

kanonisch mit der Isotropiegruppe des Nullpunktes 0 ∈ V . Die Symmetrien

in O(V, b) identifizieren sich dadurch mit denjenigen Symmetrien σ ∈ I(E),

deren Zentrum durch den Nullpunkt geht. Die einzige Inversion in O(V ) ist

natürlich σ0(x) = −x. Für die Spiegelungen hat man die folgende konkrete

Beschreibung.

Proposition 13.12

V sei ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt 〈x, y〉. Für jeden von

Null verschiedenen Vektor v ∈ V sei Hv = {x ∈ V | 〈x, v〉 = 0} die zu v

orthogonale Hyperebene durch den Nullpunkt und σHv die Spiegelung anHv.

Dann ist σHv gleich der wie folgt definierten orthogonalen Transformation

sv ∈ O(V ):

sv(x) = x− 2
〈x, v〉
〈v, v〉v .

Beweis:

Offenbar gilt Fix sv = Hv und sv(v) = −v. Daraus folgt s2
v = 1 und daher

sv = σHv nach 13.11.

Nach Satz 13.3 in Verbindung mit Lemma I.8.9 gibt es zu jedem Punkt

x ∈ X für jede Isometrie ϕ von X zwei durch ϕ und x eindeutig bestimmte

Zerlegungen ϕ = ψτ(v) = τ(v′)ψ in Translationen τ(v) bzw. τ(v′) und eine

Isometrie ψ von V derart, dass x ein Fixpunkt von ψ ist. Die Isometrie ψ ist

einfach µx(λ(ϕ)), und der Vektor v′ ist v′ =
−−−→
xϕ(x). Diese Zerlegungen von

ϕ sind jedoch von der Wahl des Punktes x abhängig, und im Allgemeinen

gilt für die beiden Translationen τ(v) 6= τ(v′), das heißt v 6= v′. Der folgende

Satz zeigt, dass es unter all diesen Zerlegungen von ϕ eine ausgezeichnete

gibt: Sie ist durch die Bedingung τ(v) = τ(v′) eindeutig bestimmt.

Satz 13.13

Zu jeder Isometrie ϕ ∈ I(E) eines euklidischen affinen Raumes E gibt es

durch ϕ eindeutig bestimmte Isometrien ψ ∈ I(E) und τ(v) ∈ T(E), so dass

folgende Bedingungen erfüllt sind:
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(i) ϕ = ψ · τ(v) = τ(v) · ψ

(ii) Fix ψ 6= ∅.

Beweis:

Es sei v ein noch näher zu bestimmender Vektor aus dem Translations-

vektorraum V von E = (X,V, τ, b). Wir setzen ψ = ϕ · τ(v)−1 und

versuchen, v so zu bestimmen, dass die Bedingungen (i) und (ii) erfüllt

sind. Die Bedingung (i) ist äquivalent zu ψ · τ(v) = τ(v) · ψ, also zu

ψτ(v)ψ−1 = τ(v), also zu λ(ψ)(v) = v, also zu λ(ϕ)(v) = v, also end-

lich zu v ∈ Kern(λ(ϕ)− 1). Die Bedingung (ii) ist offenbar äquivalent dazu,

dass es ein x ∈ X mit v =
−−−→
xϕ(x) gibt. Aber die Menge {−−−→xϕ(x) | x ∈ X} ist

eine Nebenklasse von Bild(λ(ϕ)−1) in V , denn für alle x, y ∈ X gilt offenbar−−−→
yϕ(y)−−−−→xϕ(x) = (λ(ϕ)−1)(−→xy). Die Menge der v ∈ V , welche die beiden Be-

dingungen (i) und (ii) erfüllen, ist also der Durchschnitt von Kern(λ(ϕ)−1)

mit einer Nebenklasse von Bild(λ(ϕ)−1). Aber aus λ(ϕ) ∈ O(V ) folgt sofort:

V = Kern(λ(ϕ)− 1) ⊥ Bild(λ(ϕ)− 1).

Der Durchschnitt des Kerns mit der Nebenklasse besteht also aus genau

einem Vektor v ∈ V , und damit ist der Satz bewiesen.

Definition:

Die Zerlegung ϕ = τ(v)ψ = ψτ(v) mit Fix ψ 6= ∅ heißt die kanonische

Zerlegung der Isometrie ϕ.

Zusatz zu 13.13

Für die kanonische Zerlegung ϕ = τ(v)ψ = ψτ(v) gilt:

(i) v ∈ Fix λ(ϕ) =
−−−→
Fix ψ

(ii) ‖v‖ = inf {d(y, ϕ(y)) | y ∈ X}

(iii) Fix ψ = {x ∈ X | d(x, ϕ(x)) = ‖v‖}

(iv) Fix ψ ist der maximale ϕ-invariante affine Unterraum Y ⊂ X, für den

ϕ|Y eine Translation von Y ist.
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Beweis:

(i) Die Aussage v ∈ Fix λ(ϕ) = Kern(λ(ϕ)− 1) wurde eben schon bewie-

sen, und Fix λ(ϕ) =
−−−→
Fix ψ ist trivial.

(ii) Es gilt d(y, ϕ(y)) =
∥∥∥−−−→yϕ(y)

∥∥∥, und
−−−→
yϕ(y) durchläuft die Punkte der Ne-

benklasse von v bezüglich Bild(λ(ϕ)−1). Das Minimum der Norm wird

dabei in einem einzigen Punkt angenommen, nämlich im Schnittpunkt

der Nebenklasse mit dem durch den Nullpunkt gehenden und zur Ne-

benklasse orthogonalen Raum Kern(λ(ϕ)− 1). Das ist aber gerade v.

Damit ist (ii) bewiesen.

(iii) Es gilt ψ(x) = x genau dann wenn
−−−→
xϕ(x) = v, also nach (ii) genau

wenn d(x, ϕ(x)) =
∥∥∥−−−→xϕ(x)

∥∥∥ = ‖v‖.

(iv) Es sei Y ⊂ X ein affiner Unterraum, so dass ϕ(Y ) = Y und ϕ|Y =

τ(w)|Y . Dann folgt λ(ϕ)|−→Y = id, also
−→
Y ⊂ −−−→Fix ψ. Für jedes y ∈

Y folgt ferner w =
−−−→
yϕ(y) ∈ v + Bild(λ(ϕ) − 1), andererseits w ∈

Kern(λ(ϕ) − 1), also w = v. Aus
−−−→
yϕ(y) = v folgt aber ψ(y) = y, also

Y ⊂ Fix ψ, und das war zu zeigen.

Definition:

Der maximale Translationsunterraum einer Isometrie ϕ ist Fix ψ, wo

ϕ = τ(v)ψ = ψτ(v) die kanonische Zerlegung von ϕ ist.

Bemerkung:

ϕ sei eine Isometrie von X mit kanonischer Zerlegung ϕ = τ(v)ψ = ψτ(v)

und maximalem Translationsunterraum Y ⊂ X. Jedes x ∈ X lässt sich ein-

deutig in der Form x = y + w mit y ∈ Y und w ∈ −→Y ⊥ darstellen, und es

gilt dann ψ(x) = y + λ(ψ)(w), also ϕ(x) = y + λ(ψ)(w) + v. Damit dürfte

die Bedeutung der kanonischen Zerlegung wohl klar sein. Aussage (iii) in

Verbindung mit (ii) des Zusatzes gibt eine Charakterisierung des maxima-

len Translationsunterraumes von ϕ, die nur die metrische Struktur (X, d)

benutzt. Als Korollar erhält man die folgende Charakterisierung der Trans-

lationsuntergruppe T(E) ⊂ I(E), die (ebenfalls) nur die metrische Struktur

gebraucht.
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Korollar 13.14

E = (X,V, τ, b) sei ein euklidischer affiner Raum und (X, d) der zugehörige

metrische Raum. Eine Isometrie ϕ von (X, d) ist genau dann eine Transla-

tionsgruppe von E, wenn die Funktion d(x, ϕ(x)) für x ∈ X konstant ist.

Wir wollen jetzt sehen, wie man Isometriegruppen und die in ihnen enthal-

tenen Translationsgruppen durch Symmetrien erzeugen kann.

Definition:

Ein Erzeugendensystem einer Gruppe G ist ein System (gi)i∈I von Ele-

menten gi ∈ G, so dass jedes Element von G sich als Produkt von Elementen

gi des Systems und von ihren Inversen g−1
i darstellen lässt. Wir schreiben

dann G = 〈gi | i ∈ I〉. Die minimale Zahl von Faktoren k in einer derartigen

Produktdarstellung g = gε1i1 · · · g
εk
ik

mit ej = ±1 ist die Länge l(g) von g

bezüglich des Erzeugendensystems.

Satz 13.15

Die zu einem euklidischen affinen Raum E = (X,V, τ, b) gehörigen Gruppen

I(E), I+(E), O(V ), O+(V ) und T(E) werden wie folgt durch Spiegelungen

bzw. Inversionen erzeugt:

(i) O(V ) = 〈sv | v ∈ V − {0}〉

(ii) O+(V ) = 〈svsw | v, w ∈ V − {0}〉

(iii) I(E) = 〈σY | Y ⊂ X Hyperebene〉

(iv) I+(E) = 〈σY σZ | Y,Z Hyperebenen〉

(v) T(E) = {σY σZ | Y,Z ⊂ X parallele Hyperebenen}

(vi) T(E) = {σxσy | x, y ∈ X}.

Zusatz

Die Elemente von O(V ) und I(E) haben bezüglich der angegebenen Erzeu-
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gendensysteme die folgenden Längen:
l(ψ) = codim Fix ψ ψ ∈ O(V )

l(ϕ) =

codim Fix ϕ, Fix ϕ 6= ∅
codim Fix λ(ϕ) + 2, Fix ϕ = ∅

ϕ ∈ I(E)

Beweis:

(i) Wir benutzen die in II.12.6 bewiesenen Aussagen über Normalformen

orthogonaler Transformationen. Nach II.12.63 hat jedes ψ ∈ O(V ) eine

orthogonale
”
Eigenraumzerlegung“

V = V+ ⊥ V− ⊥ V1 ⊥ . . . ⊥ Vm,

wo V+ und V− die Eigenräume zu den Eigenwerten +1 bzw. −1 sind

und V1, . . . , Vm zweidimensionale unter ψ invariante Unterräume mit

ψ|Vi ∈ SO(Vi) und ψ|Vi 6= ±idVi . Offenbar gilt Fix ψ = V+. Wir

wählen eine Orthogonalbasis u1, . . . , ul von V− sowie von Null verschie-

dene Vektoren wi ∈ Vi und setzen vi = wi + ψ(wi). Eine kleine Rech-

nung ergibt sviswi = ψ(wi). Daraus folgt natürlich sviswi |Vi = ψ|Vi,
da eine Matrix aus SO(2,R) durch eine Spalte bestimmt ist. Natürlich

gilt sviswi |V ⊥i = ψ|idV ⊥i . Damit haben wir bewiesen:

ψ = su1 · · · sulsv1sw1 · · · svmswm .

Insbesondere wird O(V ) von den sv erzeugt, und es gilt l(ψ) ≤
l + 2m = codim Fix ψ. Andererseits gilt für jede Produktdarstel-

lung ψ = sv1 · · · svk natürlich Fix sv1 ∩ . . . ∩ Fix svk ⊂ Fix ψ, al-

so k ≥ codim (∩Fix svi) ≥ codim Fix ψ. Insgesamt folgt damit:

l(ψ) = codim Fix ψ.

(ii) Die Behauptung folgt trivial aus (i): Wegen det (svi . . . svK ) = (−1)k

sind die orientierungserhaltenden Isometrien genau die Produkte einer

geraden Anzahl von Spiegelungen.

(v) Y und Z seien parallele Hyperebenen in X, d.h.
−→
Y =

−→
Z und
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codim
−→
Y = 1. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Vektor v ∈ −→Y ⊥

mit τ(v)Z = Y . Behauptung:

v ∈ −→Y ⊥ und Y = τ(v)Z ⇒ σY σZ = τ(2v)

Beweis: Es gilt λ(σY ) = λ(σZ) = sv, also σY σZ ∈ T(E). Es genügt

also, für ein z zu zeigen: σY σZ(z) = z + 2v. Dazu wählen wir z ∈ Z
und setzen z + v =: y. Dann gilt in der Tat σY σZ(z) = σY (y − v) =

y + v = z + 2v.

(iii) Es sei ϕ ∈ I(E) irgendeine Isometrie, ϕ = τ(v)ψ = ψτ(v) die kanoni-

sche Zerlegung und x ∈ Fix ψ. Nach (i) gibt es eine Produktdarstellung

λ(ψ) = sv1 · · · svk , k = codim Fix ψ.

Es gelte

Fall A: Fix ϕ 6= ∅.
Dann ist ϕ = ψ, und es folgt

ϕ = σX1 · · ·σXk mit k = codim Fix ϕ.

Fall B: Fix ϕ = ∅.
Dann ist τ(v) 6= 1, und nach (v) gibt es zwei verschiedene zuein-

ander parallele Hyperebenen Y und Z mit τ(v) = σY σZ . Damit

ergibt sich

ϕ = σX1 · · ·σXkσY σZ mit k = codim Fix λ(ϕ).

Damit ist bewiesen, dass I(E) von Spiegelungen erzeugt wird und dass

für Isometrien ϕ mit Fixpunkt l(ϕ) ≤ codim Fix ϕ gilt und für solche

ohne Fixpunkt l(ϕ) ≤ codim Fix λ(ϕ) + 2. Wir zeigen, dass auch die

umgekehrten Ungleichungen gelten.

Fall A: Es sei ϕ = σ1 · · ·σm ein Produkt von m Spiegelungen und λ(σi) =

si. Dann gilt λ(ϕ) = s1 · · · sm und daher m ≥ codim Fix λ(ϕ) =
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codim Fix ϕ nach (i), also l(ϕ) ≥ codim Fix ϕ.

Fall B: Es sei ϕ = σ1 · · ·σm ein Produkt von m Spiegelungen an den

Hyperebenen X1, . . . , Xm und ϕ = τ(v)ψ = ψτ(v) die kanonische

Zerlegung. Wegen λ(ϕ) = λ(ψ) folgt m ≥ k = codim Fix λ(ϕ).

Aber m = k ist ausgeschlossen, denn aus codim (
−→
X1∩· · ·∩

−→
Xk) =

k würde durch Induktion über k leicht X1∩· · ·∩Xk 6= ∅ folgen, im

Widerspruch zu Fix ϕ = ∅. Also gilt m ≥ k + 1. Aber m = k + 1

ist auch ausgeschlossen wegen (−1)m = detϕ = detψ = (−1)k.

Also gilt m ≥ k + 2.

(iv) Behauptung (iv) folgt trivial aus (iii).

(vi) Die Behauptung (vi) folgt sofort aus der folgenden Formel:

σyσx = τ(2−→xy)

Beweis der Formel: Aus λ(σx) = λ(σy) folgt σyσx ∈ T(E). Daher folgt

die Behauptung aus der folgenden Kette von Gleichungen:

σyσx(x) = σy(x) = σy(y +−→yx) = y −−→yx = y +−→xy = x+ 2−→xy.

Damit ist Satz 13.15 vollständig bewiesen.

Mit 13.14 und 13.15 (vi) haben wir zwei Charakterisierungen der Transla-

tionsgruppe eines euklidischen affinen Raumes, die nur die Struktur des zu-

gehörigen metrischen Raumes (X, d) benutzen. Wir können diese verwenden,

um aus (X, d) die Struktur des euklidischen affinen Raumes zu rekonstruie-

ren. Das kann etwa durch die folgende Serie von Definitionen geschehen:

(1) T (X, d) := {ϕ ∈ I(X, d) | d(x, ϕ(x)) konstant}

(2) ‖ϕ‖ = d(x, ϕ(x)) für ϕ ∈ T (X, d)

(3) δ(ϕ,ψ) :=
∥∥ϕψ−1

∥∥ für ϕ,ψ ∈ T (X, d)

(4) 〈ϕ,ψ〉 = 1
2

(
‖ϕψ‖2 − ‖ϕ‖2 − ‖ψ‖2

)
für ϕ,ψ ∈ T (X, d)
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(5) p · ϕ := ϕp für p ∈ Z und ϕ ∈ T (X, d)

(6) p
q · ϕ = ψ :⇔ p · ϕ = q · ψ für p, q ∈ Z und ϕ,ψ ∈ T (X, d)

(7)
(

lim pi
qi

)
· ϕ := lim

(
pi
qi
· ϕ
)

für pi, qi ∈ Z und ϕ ∈ T (X, d)

Durch (3) wird auf T (X, d) eine Metrik δ und damit eine Topologie definiert,

durch (5) eine Z-Modulstruktur, durch (6) dann eine Q-Modulstruktur und

durch (7) schließlich unter Benutzung der Topologie eine R-Modulstruktur.

Dadurch wird T (X, d) zu einem reellen Vektorraum mit der durch (4) de-

finierten positiv definiten Bilinearform bd(ϕ,ψ) = 〈ϕ,ψ〉 und mit einer ka-

nonischen Operation τd auf X. Aus der Voraussetzung, dass der metrische

Raum (X, d) zu einem euklidischen affinen Vektorraum gehört, folgt leicht,

daß die vorstehenden Definitionen sinnvoll sind und dass das Folgende gilt:

Proposition 13.16

E = (X,V, τ, b) sei ein euklidischer affiner Raum und (X, d) der zugehörige

metrische Raum. Dann ist das durch (X, d) eindeutig bestimmte Quadrupel

E′ = (X,T (X, d), τd, bd) ein euklidischer affiner Raum, und idX ist eine

isometrische affine Abbildung von E auf E′ mit dem Linearteil v 7→ τ(v).

Definition:

(X, d) sei ein metrischer Raum. Eine Translation von (X, d) ist eine

Isometrie ϕ von (X, d), so dass d(x, ϕ(x)) für alle x ∈ X konstant ist.

T (X, d) ⊂ I(X, d) ist die Menge der Translationen. (T (X, d) ist im All-

gemeinen keine Gruppe).

Die vorstehende Definition von Translationen scheint in dieser Allgemeinheit nicht

üblich zu sein, wohl auch deswegen, weil es in manchen Geometrien keine Transla-

tionen in diesem Sinne außer der Identität gibt und man stattdessen gewisse andere

Isometrien als Translationen bezeichnet. Sie scheint mir aber trotzdem in dem hier

entwickelten Kontext sinnvoll, weil es uns im Folgenden darum geht, die eukli-

dische Geometrie durch Eigenschaften ihrer Isometriegruppe zu charakterisieren.

Dabei wollen wir auf analytischem Wege metrische Eigenschaften der euklidischen

affinen Räume ableiten, die man benutzen könnte, um die euklidische Geometrie

axiomatisch aufzubauen. Wir führen diesen axiomatischen Aufbau aber nicht aus,

da wir ja analytische Geometrie betreiben wollen.
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Das Problem, die euklidische Geometrie durch Axiome zu charakterisieren, ist bei-

nahe so alt wie die euklidische Geometrie selbst. Natürlich ist dieses Problem im

Laufe der Geschichte in verschiedenster Weise aufgefasst worden, und schon das

Verständnis von der Rolle der Axiome hat sich bereits in der Antike und erst recht

seitdem gewandelt. Eine Art, das Problem zu fassen, besteht darin, gewisse Gebil-

de, die in dieser Geometrie wichtig sind – z.B. Geraden, Strecken, Winkel, Dreiecke

– auszuwählen und die Beziehungen zwischen diesen Figuren soweit durch Axiome

festzulegen, dass dadurch die Geometrie – und zwar die euklidische – vollständig

bestimmt ist. Natürlich gibt es eine große Zahl von Ansätzen dieser Art. Die viel-

leicht bekanntesten sind das – aus heutiger Sicht unvollständige – System des Euklid

und das Axiomensystem von Hilbert, dargestellt in seinem 1899 zum ersten Mal

erschienenen Buch
”

Grundlagen der Geometrie“ [21].

Bis ins 19. Jahrhundert galt die euklidische Geometrie als
”
die Geometrie“ schlecht-

hin, als die einzige Geometrie, die wie selbstverständlich zur Beschreibung unserer

räumlichen Erfahrung diente. Dann aber entdeckten die Mathematiker, daß nichteu-

klidische Geometrien als mathematische Theorien denkbar sind, und die Beziehung

zwischen Geometrien als mathematische Theorien und Geometrie als räumlicher

Erfahrung wurde zum Problem. Die Entwicklung verschiedenartiger neuer Geo-

metrien im 19. Jahrhundert führte umgekehrt zu Versuchen, diese verschiedenen

Geometrien unter vereinheitlichenden Gesichtspunkten in einen größeren Zusam-

menhang zu stellen. Ein Beispiel dafür war Felix Kleins Erlanger Programm, das

die vereinheitlichende Kraft des Gruppenbegriffs herausarbeitete. Eine andere, da-

mit zusammenhängende Tendenz bestand in der Entwicklung immer allgemeinerer

mathematischer Raumbegriffe. Drei wichtige Stationen auf diesem Wege in aufstei-

gender Allgemeinheit waren die Entstehung des Begriffs der Riemannschen Man-

nigfaltigkeit, des Begriffs des metrischen Raumes und des Begriffs des topologischen

Raumes.

Der Begriff der Riemannschen Mannigfaltigkeit geht zurück auf Bernhard Rie-

manns genialen Habilitationsvortrag
”
Über die Hypothesen, welche der Geometrie

zu Grunde liegen“. Riemann hat diesen Vortrag am 10. Juni 1854 in Göttingen

gehalten. Das Manuskript wurde aber erst nach seinem Tode veröffentlicht, 1867

in Band 13 der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu

Göttingen [29]. Der Grundbegriff der Riemannschen Geometrie ist der Begriff der

Riemannschen Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine

differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer Maßbestimmung, durch die ihr infini-

tesimal die Struktur der euklidischen Geometrie aufgeprägt wird. Genauer: der

Tangentialraum jedes Punktes der Mannigfaltigkeit trägt die Struktur eines eukli-
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dischen Vektorraumes, und diese Struktur variiert differenzierbar mit dem Punkt.

Riemann zeigt, wie dadurch in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit jeder Flächenrich-

tung eine Schnittkrümmung zugeordnet wird und stellt das sehr wichtige Ergebnis

fest, dass umgekehrt durch diese Schnittkrümmung für alle Flächenelemente die

Riemannsche Metrik bestimmt ist. Er sagt dann:

Die Mannigfaltigkeiten, deren Krümmungsmaß überall gleich 0 ist, lassen sich be-

trachten als ein besonderer Fall derjenigen Mannigfaltigkeiten, deren Krümmungs-

maß allenthalben konstant ist. Der gemeinsame Charakter dieser Mannigfaltigkei-

ten, deren Krümmungsmaß konstant ist, kann auch so ausgedrückt werden, daß sich

die Figuren in ihnen ohne Dehnung bewegen lassen.

Die damals schon bekannten Geometrien, die euklidische, die sphärische und

die hyperbolische, sind daher die Geometrien der speziellen Riemannschen

Mannigfaltigkeiten mit konstanter verschwindender, positiver oder negativer

Schnittkrümmung. Die Riemannsche Geometrie wurde eine der fruchtbarsten

geometrischen Theorien im 20. Jahrhundert.

Den Begriff des metrischen Raumes definierte 1906 Maurice Fréchet in seiner

Dissertation. Allerdings nannte er diese Räume anders, und erst Felix Hausdorff

führte 1914 in seinem großen Werk
”

Grundzüge der Mengenlehre“ [18] die

Bezeichnung metrischer Raum ein und entfaltete die in diesem Begriff enthaltenen

Möglichkeiten einer metrischen Geometrie.

In Hausdorffs Buch ist die Theorie der metrischen Räume eingebettet in eine

noch umfassendere, allgemeinere Theorie, in die mengentheoretische Topologie.

Ihr Grundbegriff ist der von Hausdorff geschaffene Begriff des Hausdorffschen

topologischen Raumes. Mit diesem steht ein mathematischer Raumbegriff von

außerordentlicher Allgemeinheit zur Verfügung, der durch zusätzliche Bedingungen

in der verschiedensten Weise differenziert werden kann, so dass dann von dem

allgemeinsten Begriff ausgehend ein ganzes Spektrum spezieller Raumbegriffe

entsteht.

Mit der Entwicklung dieser zunehmend allgemeineren mathematischen Raumbe-

griffe entstanden verschiedene Arten von
”
Raumproblemen“, bei denen es nicht

immer ganz leicht ist, das Problem genau zu fassen. Relativ noch am besten zu

fassen sind rein mathematische Raumprobleme, etwa solche, die danach fragen,

wie aus den allgemeinsten Raumbegriffen die klassischen Geometrien – wie zum

Beispiel die euklidische Geometrie – durch spezielle Bedingungen zurückzuge-

winnen sind. Historisch waren solche Probleme verbunden mit dem Problem



Kapitel 13.1 27

des Verhältnisses von Geometrie und Erfahrung, da nun viele mathematische

Geometrien zur Verfügung standen und sich die Frage stellte, welche speziellen

Eigenschaften diese als geeignet zur Beschreibung räumlicher Erfahrung erscheinen

ließen.

Ein Beispiel für eine solche Gemengelage von Problemen war ein Problemkreis, der

als
”

das Riemann-Helmholtz-Liesche Raumproblem“ bezeichnet wird. Der erste

Name Riemann verweist auf Bernhard Riemanns oben bereits erwähnten, 1867

veröffentlichten Vortrag
”

Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde

liegen“. Der zweite Name verweist auf eine nur ein Jahr später, 1868, ebenfalls in

den Göttinger Nachrichten veröffentlichte Schrift des bedeutenden Naturforschers

Hermann von Helmholtz. Sie trug, in deutlicher Antithese zu Riemanns Vortrag,

den Titel
”

Über die Thatsachen, die der Geometrie zum Grunde liegen“ [30].

Helmholtz wollte nicht wie Riemann von einer infinitesimalen Maßbestimmung

auf den Tangentialräumen ausgehen, sondern von der für die räumliche Messung

aus seiner Sicht grundlegende Tatsache der Existenz von
”

beweglichen aber in

sich festen Körpern, beziehlich Punctsystemen“, und für diese postulierte er:
”

Es

wird vollkommen freie Beweglichkeit der festen Körper vorausgesetzt“. Aus dieser

Annahme und einigen weiteren Voraussetzungen leitete er dann ab, dass solche

Mannigfaltigkeiten Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit konstanter Krümmung

sind. Helmholtz’ Definitionen und Argumente genügen nicht den heutigen Anforde-

rungen an Strenge und lassen verschiedene interpretationen zu. Insbesondere war

für die weitere Präzisierung der Forderung der freien Beweglichkeit die Entwicklung

gruppentheoretischen Denkens erforderlich, die sich erst in der Ausarbeitung des

Erlanger Programms furch Felix Klein und in der Entwicklung der Theorie der

kontinuierlichen Transformationsgruppen durch Sophus Lie vollzog. Lie führte

die Überlegungen von Helmholtz weiter, und damit ist zwar nicht erklärt, worin

das Riemann-Helmholtz-Liesche Raumproblem eigentlich genau besteht, aber

wenigstens, warum man es so nennt.

Im Zuge der Entwicklung strukturellen Denkens in der Mathematik um die

Wende vom 19. zum 20. Jahrhundert stellte sich auch die Frage, ob derart

weitreichende Annahmen über die Raumstruktur wie die Annahme der Struktur

einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit nötig sind. Auch in der Theorie der Trans-

formationsgruppen von Sophus Lie steckt ja von Anfang an die Voraussetzung,

dass eine Liesche Gruppe eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Im Jahre 1900

hielt David Hilbert auf dem Internationalen Mathematikerkongress zu Paris seinen
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berühmten Vortrag mit dem Titel
”

Mathematische Probleme“. Das fünfte seiner

23 Probleme stellte die Frage,
”

inwieweit der Liesche Begriff der kontinuierlichen

Transformationsgruppe auch ohne Annahme der Differenzierbarkeit der Funk-

tionen unserer Untersuchung zugänglich ist“. Dieses Problem wurde 1952 durch

Arbeiten von Gleason und Montgomery-Zippin positiv gelöst: Jede topologische

Gruppe, die eine topologische Mannigfaltigkeit ist, ist eine Liesche Gruppe. Eine

Verallgemeinerung dieses Ergebnisses durch Yamabe 1953 führte dann um 1954

zu einem gewissen Abschluss der Arbeiten an dem Riemann-Helmholtz-Lieschen

Raumproblem in Arbeiten von Jacques Tits und Hans Freudenthal. Die Arbeit

von Freudentahl,
”

Neuere Fassungen des Riemann-Helmholtz-Lieschen Raumpro-

blems“, (Mathematische Zeitschrift Bd. 63, S. 374–405 (1956)) [16] enthält auch

eine Skizze der Geschichte des Problems. Tits’ Ergebnisse sind enthalten in seiner

1955 veröffentlichten Thèse
”

Sur certaines classes d’espaces homogènes des groupes

de Lie“ (Académie royale de Belgique, Classe des sciences, Mémoires, Tome

XXIX, Fascicule 3) [34]. Aus den Ergebnissen auf Seite 220 dieser Abhandlung

zum Helmholtz-Lieschen Problem folgt insbesondere die im Folgenden mitgeteilte

schöne Lösung desselbigen, Satz 13.19.

Wir kehren noch einmal zurück zu Felix Kleins Erlanger Programm. Die charakte-

ristische Aufgabe einer Geometrie formuliert Klein so:
”

Man soll die der Mannig-

faltigkeit angehörenden Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die

durch die Transformationen der Gruppe nicht geändert werden.“ Dies ist natürlich

keine formale Definition. Sie kann auf viele Weisen inhaltlich konkretisiert werden.

Als die in Betracht kommenden Mannigfaltigkeiten wollen wir an dieser Stelle die

metrischen Räume (X, d) ansehen, und als Transformationsgruppen ihre Isometrie-

gruppen I(X, d). Als die (X, d)
”
angehörenden Gebilde“ wollen wir hier einfach

alle Teilmengen Y ⊂ X zulassen, wobei wir jede Teilmenge Y mit der durch d

induzierten Metrik dY versehen, also als metrischen Raum (Y, dY ) auffassen.

In der antiken Terminologie entspricht dem Begriff des Gebildes vielleicht in etwa

der Begriff der
”
Figur“, bei Euklid in Buch I, Definition 14 wie folgt definiert:

”
Eine

Figur ist das, was von einer oder mehreren Grenzen umfaßt wird.“ Natürlich stellte

sich Euklid unter einer Figur nicht wie wir eine Menge von Punkten Y ⊂ X vor,

und schon gar nicht eine beliebige. Solange wir aber noch keine Geometrie in X

entwickelt haben, scheint es vom heutigen Standpunkt aus naheliegend, zunächst

einmal beliebige Teilmengen Y ⊂ X zuzulassen.

Es leuchtet wohl ein, dass man beim Aufbau jeder Art von Geometrie, in der
”
Ge-

bilde“ oder
”
Figuren“ untersucht werden sollen, zunächst festlegen muss, wann man
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die Figuren als im Wesentlichen gleich ansehen will. Die folgenden beiden Defini-

tionen stellen zwei verschiedene Möglichkeiten dar, im Rahmen der Theorie der

metrischen Räume einen solchen Äquivalenzbegriff für Figuren festzulegen.

Definition 1:

(X, d) sei ein metrischer Raum. Zwei Teilmengen Y und Z von X sind kongruent,

wenn es eine isometrische Abbildung Y → Z des metrischen Raumes (Y, dY ) auf

den metrischen Raum (Z, dZ) gibt.

Definition 2:

(X, d) sei ein metrischer Raum. Zwei Teilmengen Y und Z von X sind deckungs-

gleich, wenn es eine Isometrie ϕ ∈ I(X, d) mit ϕ(Y ) = Z gibt.

Die zweite Definition entspricht offensichtlich der Forderung des Erlanger Pro-

gramms von Felix Klein. Die erste Definition bestimmt eine im Allgemeinen gröbe-

re Äquivalenzrelation, denn deckungsgleiche Mengen sind trivialerweise auch kon-

gruent, aber es ist sehr leicht, metrische Räume X und kongruente Teilmengen

Y,Z ⊂ X anzugeben, die nicht durch eine Isometrie von X zur Deckung gebracht

werden können. Die erste Definition scheint näher an den Intentionen Euklids zu

liegen, wie sie implizit in der Gesamtheit seiner Beweismethoden zum Ausdruck

kommen. Als explizite Aussage hierzu findet man im Buch I der Elemente unter

den
”
communes animi conceptiones“ den folgenden Satz:

και τα εϕαρµoζντα επ αλληλα ισα αλληλoις εστιν.

In der Übersetzung von Á. Szabó:
”
Die sich decken, sind einander gleich“. Und

in der englischen Übersetzung von Th. Heath:
”
Things which coincide with one

another are equal to one another“. Es scheint eine schwer entscheidbare historische

Frage zu sein, ob Euklid hier den Bewegungsbegriff meint oder nicht. Ich traue mir

dazu kein Urteil zu und verweise auf die Diskussionen bei Th. L. Heath:
”
Euclid,

The Thirteen Books of the Elements“, Vol. 1, p. 224 ff [19] und Á. Szabó:
”
Anfänge

der griechischen Mathematik“, pp. 353–435 [33].

Während die Frage nach der Rolle der Begriffe von Raum und Bewegung für die

Grundlegung der Geometrie aus historischer Sicht ebenso wichtig wie schwierig ist,

lässt sich die mathematische Frage nach der Beziehung der beiden oben definier-

ten Äquivalenzbegriffe für Teilmengen metrischer Räume im Fall der euklidischen

Räume leicht und in sehr befriedigender Weise vollständig beantworten: Beide Be-

griffe fallen logisch zusammen. Ich denke, dass dies gerade einer der Gründe ist,

warum die historische Frage so schwer entscheidbar ist.
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Satz 13.17

Teilmengen eines euklidischen affinen Raumes sind genau dann kongruent, wenn sie

deckungsgleich sind.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus einer noch stärkeren Aussage: Für eukli-

dische affine Räume gilt das Axiom von der freien Beweglichkeit starrer Körper,

dessen Bedeutung für die Grundlegung der Geometrie von Helmholtz 1868 in einer

Abhandlung mit dem Titel
”
Über die Tatsachen, die der Geometrie zum Grunde

liegen“ herausgestellt wurde. Diese Arbeit ist eine Auseinandersetzung mit dem

1867 veröffentlichten Habilitationsvortrag Riemanns von 1854
”
Über die Hypothe-

sen, welche der Geometrie zu Grunde liegen“.

Definition:

(X, d) sei ein metrische Raum.

(i) Eine Teilmenge Y ⊂ X heißt frei beweglich in X, wenn jede isome-

trische Abbildung Y → Z von Y auf eine zu Y kongruente Teilmenge

Z ⊂ X zu einer Isometrie von X fortsetzbar ist.

(ii) Für (X, d) gilt das Axiom der freien Beweglichkeit, wenn alle

Teilmengen von X frei beweglich sind.

Satz 13.18

Für euklidische affine Räume gilt das Axiom der freien Beweglichkeit.

Beweis:

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehörige metrische Raum,

Y und Z kongruente Teilmengen von X und ψ : Y → Z eine isome-

trische Abbildung. Y ′ bzw. Z ′ seien die kleinsten affinen Teilräume von

X, die Y bzw. Z enthalten, k = dimY ′ und y0, . . . , yk ∈ Y Punkte mit

Y ′ = y0 ∨ · · · ∨ yk und zi = ψ(yi) ihre Bildpunkte. Y ′ ist die Menge der

affinen Linearkombinationen λ0y0 + · · · + λkyk mit eindeutig bestimmten

λ0, . . . , λk, so dass λ0 + · · · + λk = 1 erfüllt ist. Wir definieren eine affin-

lineare Abbildung ϕ′ : Y ′ → Z ′ durch ϕ(λ0y0+· · ·+λkyk) = λ0z0+· · ·+λkzk.
Mit y, y′, y′′ bezeichnen wir irgendwelche Punkte aus Y , und mit z, z′, z′′ ihre

Bildpunkte in Z bezüglich ψ.
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Behauptung 1:
〈−→
yy′,
−→
yy′′
〉

=
〈−→
zz′,
−→
zz′′
〉

.

Beweis: Durch Polarisierung erhält man folgende Identität:〈−→
yy′,
−→
yy′′
〉

=
1

2

(
d(y, y′)2 + d(y, y′′)2 − d(y′, y′′)2

)
=

1

2

(
d(z, z′)2 + d(z, z′′)2 − d(z′, z′′)2

)
=

〈−→
zz′,
−→
zz′′
〉
.

Behauptung 2: dimZ ′ = k und Z ′ = z0 ∨ · · · ∨ zk.
Beweis: Da man die Rollen von Y und Z vertauschen kann, genügt es, zu

zeigen, dass die Vektoren −−→z0z1, . . . ,
−−→z0zk linear unabhängig sind. Dies ist

äquivalent dazu, dass die Gramsche Determinante det(〈−−→z0zi,
−−→z0zj〉) nicht

verschwindet. Daher folgt Behauptung 2 aus Behauptung 1.

Behauptung 3: ϕ′ : Y ′ → Z ′ ist eine Isometrie.

Beweis: Wegen Behauptung 1 gilt für den linearen Anteil λ(ϕ′):

〈
λ(ϕ′)(−−→y0yi), λ(ϕ′)(−−→y0yj)

〉
= 〈−−→z0zi,

−−→z0zj〉 = 〈−−→y0yi,
−−→y0yj〉 .

Behauptung 4: ϕ′|Y = ψ.

Beweis: Es sei y ∈ Y und z = ψ(y). Die Behauptung z = ϕ′(y) ist

äquivalent zu −→z0z =
−−−−→
z0ϕ

′(y), und dies ist wegen Behauptung 2 äquivalent

zu 〈−→z0z,
−−→z0zi〉 =

〈−−−−→
z0ϕ

′(y),−−→z0zi

〉
für i = 1, . . . , k. Diese Gleichung gilt aber,

da wegen Behauptungen 1 und 3 beide Seiten gleich 〈−→y0y,
−−→y0yi〉 sind.

Behauptung 5: ϕ′ lässt sich zu einer Isometrie ϕ von X forsetzen, und für

diese gilt ϕ |Y = ψ.

Beweis: Die Existenz einer Forsetzung ϕ folgt wegen Behauptung 3 aus dem

Satz von Witt, und ϕ |Y = ψ folgt aus Behauptung 4. Damit ist der Satz

bewiesen.

Die physikalische Bedeutung des gerade bewiesenen Satzes ist wohl klar:

Fasst man den dreidimensionalen euklidischen affinen Raum als mathemati-
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sches Modell des physikalischen Raumes auf, dann drückt das Axiom von der

freien Beweglichkeit die Tatsache aus, dass man einen starren Körper aus

einer gegebenen Lage durch eine geeignete Bewegung in jede andere Lage

überführen kann. Die mathematische Bedeutung des Satzes sehe ich dar-

in, dass durch die freie Beweglichkeit der euklidische Raum unter fast allen

anderen metrischen Räumen ausgezeichnet ist. Unter geeigneten schwachen

topologischen Voraussetzungen, die wir noch formulieren werden, gilt nur für

sehr wenige Räume (X, d) das Axiom der freien Beweglichkeit. Tatsächlich

stellen sogar gewisse gleich noch zu behandelnde abgeschwächte Formen der

freien Beweglichkeit eine sehr starke Bedingung dar. Diese abgeschwächten

Formen der freien Beweglichkeit bestehen darin, dass man selbige nur für

endliche Teilmengen Y ⊂ X mit einer beschränkten Anzahl von Punkten

verlangt.

Definition:

Es sei n eine natürliche Zahl. Ein metrischer Raum (X, d) ist n-Punkt-

homogen, wenn jede aus höchstens n Punkten bestehende Teilmenge von

X frei beweglich ist.

Was bedeuten diese Bedingungen für n = 1, 2, 3? X ist 1-Punkt-homogen –

kürzer: homogen –, wenn sich jeder Punkt von X in jeden anderen durch

eine Bewegung überführen lässt, wenn also die Isometriegruppe transitiv auf

X operiert. X ist 2-Punkt-homogen, wenn sich jedes geordnete Punktepaar

(x, y) in jedes andere (geordnete) Paar (x′, y′) überführen lässt, für welches

d(x′, y′) = d(x, y) gilt. Im Fall euklidischer affiner Räume bedeutet das:

Strecken gleicher Länge können durch eine Bewegung ineinander überführt

werden – das mathematische Analogon der Erfahrungstatsache, dass man

Maßstäbe gleicher Länge durch eine Bewegung so miteinander zur Deckung

bringen kann, dass Anfangs- und Endpunkte zusammenfallen.

3-Punkt-Homogenität bedeutet eine analoge Aussage für Tripel von Punk-

ten. Im eudklidischen Raum können wir drei nicht auf einer Gerade liegende

Punkte als Ecken eines Dreiecks auffassen, und die 3-Punkt-Homogenität

impliziert den Satz: Dreiecke mit gleichen Seiten sind deckungsgleich. Folgt
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man der Auffassung von Heath, dann ist dies die Aussage von Proposition

8 aus Buch 1 der Elemente von Euklid.

Die Bedingung der n-Punkt-Homogenität ist für sich allein genommen

schwächer als das Axiom der freien Beweglichkeit, selbst wenn man sie

für alle n verlangt. So sind z.B. in einem unendlich-dimensionalen Hilber-

traum alle endlichen Teilmengen frei beweglich, unendliche aber im Allge-

meinen nicht. Die meisten Autoren, die sich mit dem Problem der Cha-

rakterisierung der elementaren Geometrien beschäftigen, halten das Axi-

om der freien Beweglichkeit für ein viel zu starkes Axiom, während sie die

2-Punkt-Homogenität oder 3-Punkt-Homogenität für eine adäquate Bedin-

gung halten. Das Beispiel des unendlich-dimensionalen Hilbertraumes zeigt,

dass man dann aber zu der n-Punkt-Homogenität noch andere Bedingun-

gen über den Raum hinzunehmen muss, um z.B. die Endlichdimensionalität

zu erzwingen. Die geschichtliche Entwicklung der Arbeiten zum Helmholtz-

Lieschen Raumproblem und zum 5. Hilbertschen Problem hat gezeigt, dass

vom topologischen Standpunkt aus die
”
richtige“ Bedingung die der lokalen

Kompaktheit ist.

Definition:

Ein topologischer Raum X heißt kompakt, wenn sich aus jeder Überde-

ckung von X durch offene Mengen endlich viele auswählen lassen, so dass

X schon durch diese endlich vielen offenen Mengen überdeckt wird. Ein

topologischer Raum heißt lokal kompakt, wenn jeder Punkt x ∈ X eine

kompakte Umgebung besitzt.

Lokale Kompaktheit und freie Beweglichkeit sind zusammengenommen noch

nicht ausreichend zur Charakterisierung der elementaren Geometrien. Bei-

spielsweise bilden die Eckpunkte eines regulären Tetraeders einen endlichen,

also kompakten metrischen Raum mit freier Beweglichkeit – die Isometrie-

gruppe ist die symmetrische Gruppe. Derartige Beispiele kann man natürlich

durch die Bedingung ausschließen, dass der topologische Raum X zusam-

menhängend sein soll.
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Definition:

Ein topologischer Raum X ist zusammenhängend, wenn X nicht Verei-

nigung von zwei nichtleeren, disjunkten offenen Teilmengen ist.

Das Erstaunliche ist nun, dass die wenigen eben genannten einfachen

Bedingungen bereits genügen, um die elementaren Geometrien im Wesent-

lichen eindeutig zu charakterisieren. Die Einschränkung
”
im Wesentlichen“

bezieht sich auf das Folgende:Ist (X, d) ein metrischer Raum und I(X, d)

seine Isometriegruppe, dann kann man meist auf vielfältige Weise die

Metrik auf X so abändern, dass sich dabei die Topologie von X und die

Isometriegruppe nicht ändern.

Beispiel: (X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehörige me-

trische Raum, und f : R+ → R+ sei irgendeine stetige streng monoton

zunehmende Funktion mit f(0) = 0, die
”
konvex“ ist, d.h. der Bedingung

f(a+ b) ≤ f(a) + f(b) für alle a, b ∈ R+ genügt. Es sei d′(x, y) = f(d(x, y)).

Dann ist (X, d′) ein metrischer Raum, der zu (X, d) homöomorph ist, und

es gilt I(X, d′) = I(x, d).

Definition:

(X, d) und (X ′, d′) seien metrische Räume. Eine metrische Transforma-

tion von (X, d) auf (X ′, d′) ist eine bijektive Abbildng ϕ : X → X ′ mit

folgender Eigenschaft: Es gibt eine stetige, streng monoton wachsende Funk-

tion f : I → R+ auf einem den Wertebereich von d umfassenden Intervall

I ⊂ R+, so dass d′(ϕ(x), ϕ(y)) = f(d(x, y)) für alle x, y ∈ X gilt. Wenn

es eine derartige Transformation gibt, heißen (X, d) und (X ′, d′) metrisch

äquivalent.

Die Inverse einer metrischen Transformation und die Komposition von zwei

metrischen Transformationen sind wieder metrische Transformationen, und

die metrische Äquivalenz ist eine Äquivalenzrelation. Metrische Transfor-

mationen sind Homöomorphismen. Die Konjugation mit metrischen Trans-

formationen überführt die Isometrigruppen ineinander. Metrische Transfor-

mationen erhalten insbesondere die freie Beweglichkeit und die n-Punkt-

Homogenität. Eine Charakterisierung einer Klasse von metrischen Räumen
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durch derartige Eigenschaften kann diese also höchstens bis auf metrische

Äquivalenz bestimmen, und das war es, was wir mit
”
im Wesentlichen“ mein-

ten. Aus den zitierten tiefliegenden Ergebnissen von Tits, deren Beweis weit

über den Rahmen dieses Buches hinausgehen würde, ergibt sich nun ins-

besondere als Lösung des Helmholtz-Lieschen Raumproblems der folgende

wunderschöne Satz:

Theorem 13.19

Jeder 3-Punkt-homogene lokal kompakte zusammenhängende metrische

Raum ist metrisch äquivalent zu einem euklidischen affinen Raum oder zu ei-

ner Sphäre in einem euklidischen Raum oder zu einem hyperbolischen Raum.

Für die Definition der hyperbolischen Räume sei auf die Literatur verwie-

sen, z.B. [6], Kap. 19. Um aus euklidischen, sphärischen und hyperbolischen

Räumen die euklidischen auszusondern, kann man verschiedene Bedingun-

gen verwenden. So ist z.B. in den euklidischen affinen Räumen die Winkel-

summe im Dreieck gleich π, auf den Sphären größer als π und in den hy-

perbolischen Räumen kleiner als π. Oder: Die Krümmung der euklidischen

affinen Räume ist Null, die der Sphären ist konstant positiv und die der

hyperbolischen Räume konstant negativ. Da wir diese Begriffe noch nicht

definiert haben und es uns hier um die Eigenschaften der Isometriegruppe

geht, benutzen wir zur Charakterisierung der euklidischen Räume den früher

definierten Begriff der Translation eines metrischen Raumes.

Satz 13.20

Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann metrisch äquivalent zu einem

euklidischen affinen Raum, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i) X ist zusammenhängend.

(ii) X ist lokal kompakt.

(iii) X ist 3-Punkt-homogen.

(iv) X hat eine Translation τ 6= 1.

(v) X hat keine Translation τ 6= 1 mit τ2 = 1.
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Der Beweis, der hier nicht ausgeführt werden soll, ergibt sich aus 13.19.

Durch (iv) werden die hyperbolischen Räume ausgeschlossen und durch

(v) die Sphären, da für diese die Antipodalpunktabbildung eine involutive

Translation ist.

Wie haben oben den Begriff der metrischen Transformation von einem me-

trischen Raum auf einen anderen metrischen Raum eingeführt. Die Menge

der metrischen Transformationen eines metrischen Raumes (X, d) auf sich

selbst bildet offenbar eine Gruppe, welche die Isometriegruppe I(X, d) als

normale Untergruppe enthält. Wir wollen diese Gruppe für die euklidischen

affinen Räume bestimmen.

Definition:

(X, d) sei ein metrischer Raum.

(i) Eine Ähnlichkeitstransformation von (X, d) ist eine bijektive Ab-

bildung ϕ : X → X mit der folgenden Eigenschaft:

∃c ∈ R+ ∀x, y ∈ X d(ϕ(x), ϕ(y)) = cd(x, y).

(ii) Ĩ(X, d) ist die Gruppe der Ähnlichkeitstransformationen von

(X, d).

Proposition 13.21

Die metrischen Transformationen eines euklidischen affinen Raumes auf sich

selbst sind genau die Ähnlichkeitstransformationen.

Beweis:

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehörige metriche Raum,

ϕ : X → X eine metrische Transformation von (X, d) auf sich selbst und

f : R+ → R+ eine stetige streng monotone Funktion mit d(ϕ(x), ϕ(y)) =

f(d(x, y)). Betrachtet man auf einer festen Geraden drei Punkte x, y, z mit

d(x, y) = a und d(y, z) = b und y zwischen x und z, dann folgert man aus der

Dreiecksungleichung sofort f(a+ b) ≤ f(a) + f(b). Analog muss aber für die

zu der metrischen Transformation ϕ−1 gehörige inverse Funktion f−1 auch

f−1(α+β) ≤ f−1(α)+f−1(β) gelten. Aus beiden Ungleichungen zusammen
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folgt leicht f(a+ b) = f(a) + f(b). Daraus folgt – wenn wir c = f(1) setzen

– wegen der Stetigkeit von f sofort f(t) = ct, und das war zu zeigen.

Proposition 13.22

Jede Ähnlichkeitstransformation eines euklidischen affinen Raumes, die kei-

ne Isometrie ist, besitzt genau einen Fixpunkt.

Beweis:

Die Ähnlichkeitstransformation ϕ habe das Ähnlichkeitsverhältnis c < 1. Es

sei x ∈ X irgendein Punkt und xn = ϕn(x). Dies ist eine Cauchy-Folge, denn

für n ≥ m folgt aus der Voraussetzung über ϕ durch mehrfache Anwendung

der Dreiecksungleichung leicht die folgende Abschätzung:

d(xm, xn) ≤ cmd(x, ϕ(x))

1− c .

Also existiert y = limxn, und dann ist y natürlich ein Fixpunkt von ϕ.

Dies ist der einzige Fixpunkt, denn ist z ebenfalls ein Fixpunkt, so folgt

d(y, z) = d(ϕ(y), ϕ(z)) = cd(y, z), also d(y, z) = 0 und daher y = z. Mithin

hat ϕ genau einen Fixpunkt. Im Fall c > 1 betrachtet man ϕ−1.

Definition:

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehörige metrische Raum,

x0 ∈ X und c eine positive reelle Zahl. Die Homothetie von X mit Zentrum

x0 und Ähnlichkeitsverhältnis c ist die wie folgt definierte Ähnlichkeitstrans-

formation ϕ:

ϕ(x) = x0 + c−−→x0x

Der Ursprung des Wortes Homothetie ist griechisch: oµoζ =’derselbe’,

θε =’Wurzel von’ und τιθεναι =’legen’.
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Satz 13.23

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehörige metrische Raum,

I(X, d) seine Isometriegruppe, Ĩ(X, d) die Gruppe der Ähnlichkeitstransfor-

mationen und R∗+ die multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen.

Dann gilt:

(i) Es gibt eine kanonische kurze exakte Sequenz

1→ I(X, d) ↪→ Ĩ(X, d)
κ→ R∗+ → 1,

wobei κ jeder Ähnlichkeitstransformation ihren Ähnlichkeitsfaktor zu-

ordnet.

(ii) Zu jedem Punkt x0 ∈ X gehört eine Spaltung dieser exakten Sequenz.

Sie ordnet jedem c ∈ R∗+ die Homothetie mit Zentrum x0 und Ähn-

lichkeitsverhältnis c zu.

(iii) Insbesondere ist jede Ähnlichkeitstransformation affin linear.

Beweis:

Wegen der Existenz von Homothetien ist κ surjektiv. Der Rest von (i) und

(ii) ist trivial. (iii) folgt aus (i), (ii) und Satz 13.2.

Korollar 13.24

Die Ähnlichkeitstransformationen des n-dimensionalen euklidischen affinen

Standardraums sind die Transformationen

x 7→ cAx+ b

mit c ∈ R∗+, A ∈ O(n,R) und b ∈ Rn.

Geht man von den euklidischen affinen Räumen, den Sphären und den hy-

perbolischen Räumen als elementaren Geometrien aus – mit den jeweiligen

Standardmetriken – dann ist die Existenz von echten Ähnlichkeitstransfor-

mationen, d.h. solchen, die keine Isometrien sind, charakteristisch für die

euklidische Geometrie.
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Für die Sphären gibt es offensichtlich keine echten Ähnlichkeitstrans-

formationen, weil diese den Durchmesser ändern würden, und für die

hyperbolischen Räume kann man ebenfalls auf elementare Weise zeigen,

dass es keine echten Ähnlichkeitstransformationen gibt.

Zur Gruppe der Ähnlichkeitstransformationen – von Felix Klein
”
Haupt-

gruppe“ genannt – gehört natürlich wieder eine Geometrie im Sinne des Er-

langer Programms. Wir nennen Figuren und insbesondere Teilmengen eines

euklidischen affinen Raumes einander ähnlich, wenn sie durch eine Ähnlich-

keitstransformationen ineinander überführt werden. Definitionen ähnlicher

Figuren werden – wenn auch in unvollständiger Form – schon am Anfang

von Buch I und Buch XI der Elemente von Euklid gegeben. Euklidische Geo-

metrie treiben – das heißt für uns im Folgenden, solche Eigenschaften von

Figuren im euklidischen affinen Raum untersuchen, die durch die Transfor-

mationen der Isometriegruppe oder der Hauptgruppe nicht geändert werden.
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13.2 Die Länge von Kurven

”
Was eine Kurve ist, glaubt jeder Mensch zu wissen, bis er so viel Ma-

thematik gelernt hat, daß ihn die unzähligen möglichen Abnormitäten

verwirrt gemacht haben“ – so Felix Klein im zweiten Band seines Buches

”
Elementarmathematik vom höheren Standpunkt aus“ [23].

Die griechischen Mathematiker der Antike kannten schon eine ganze Reihe

von bemerkenswerten Kurven – nicht nur Geraden, Kreise und Kegelschnit-

te, sondern auch höhere Kurven wie z.B. Spiralen, Spiren, Konchoide und

Kissoide. Die Diskussion ihrer Versuche, zu definieren, was eine Kurve ist,

so wie sie Sir Thomas Heath in seinem Kommentar zu Euklids Elementen

gibt, scheint mir zu zeigen, dass die griechischen Mathematiker bemüht

waren, eine hinreichend allgemeine Definition zu geben, die ihr schon

reichhaltiges Beispielmaterial umfassen sollte.

Buch I der Elemente von Euklid beginnt mit einer Reihe von Definitionen.

Die erste Definition lautet:
”
Ein Punkt ist, was keine Teile hat“. Und die

zweite Definition lautet:
”
Eine Linie ist breitenlose Länge“. Aristoteteles

definiert eine Linie als
”
eine in einer Richtung stetige Größe“, und Proclus

definiert im Anschluss an Archimedes eine Linie als erzeugt durch die

Bewegung eines Punktes.

In der Antike war es natürlich noch nicht möglich, solchen Definitionen ei-

ne genaue Bedeutung zu geben. Präzise Definitionen von Kurven wurden

erst im 19. Jahrhundert angegeben, so z.B. von C. Jordan 1893 in seinem

Cours d’analyse. Zahlreiche Beispiele von recht merkwürdigen
”
Kurven“ zei-

gen, dass es schwer sein dürfte, einen für alle Zwecke geeigneten Kurvenbe-

griff zu definieren. Der im Folgenden gewählte Weg ist nur eine von vielen

Möglichkeiten. Wir wählen ihn deshalb, weil er zu einer ganz einfachen und

elementaren Definition der Länge von Kurven führt.
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Definition:

Eine Abbildung f : Y → Z von einem metrischen Raum (Y, dY ) in einen

metrischen Raum (Z, dZ) ist stetig, wenn gilt:

∀y ∈ Y ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y′ ∈ Y dY (y, y′) < δ ⇒ dZ(f(y), f(y′)) < ε

Die reelle Zahlengerade R ist ein metrischer Raum mit der Metrik d(x, y) =

|x− y|, und dadurch wird auch jedes Intervall I ⊂ R mit der induzierten

Metrik ein metrischer Raum. Insbesondere ist damit definiert, was eine ste-

tige Abbildung f : I → X eines Intervalls I in einen metrischen Raum (X, d)

ist.

Definition:

(X, d) sei ein metrischer Raum.

(i) Eine parametrisierte Kurve in (X, d) ist eine stetige Abbildung

f : [a, b] → X eines nicht leeren abgeschlossenen reellen Intervalls

[a, b] ⊂ R.

(ii) Eine Kurve in (X, d) ist das Bild einer stetigen Abbildung

f : [a, b]→ X.

(iii) Ist C ⊂ X eine Kurve, dann heißt jede stetige Abbildung f : [a, b]→ X

mit Bild C eine Parametrisierung der Kurve C.

Im Folgenden sei f : [a, b]→ X eine Parametrisierung der Kurve C.

(iv) f(a) bzw. f(b) heißen Anfangspunkt bzw. Endpunkt der Parame-

trisierung f von C.

(v) Ein Punkt c ∈ C heißt mehrfacher Punkt der Parametrisierung

f von C, wenn es verschiedene Parameterwerte t1, t2 ∈ [a, b] mit

f(t1) = f(t2) = c gibt.

(vi) f : [a, b] → X heißt parametrisierter einfacher Bogen oder auch

parametrisierter Jordanbogen, wenn f keine mehrfachen Punkte hat,

d.h. injektiv ist.

Das Bild C heißt dann einfacher Bogen oder auch Jordanbogen.
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(vii) f : [a, b]→ X heißt parametrisierte einfach geschlossene Kurve,

wenn gilt: f ist injektiv auf dem offenen Intervall (a, b) 6= ∅, es gilt

f(a) = f(b) und f(x) 6= f(a) für x 6= a, b. Das Bild C heißt dann eine

einfach geschlossene Kurve oder auch Jordan-Kurve.

(viii) Eine stetige Abbildung f : [a, b]→ X mit Bild C heißt gewöhnliche

parametrisierte Kurve, wenn Folgendes gilt:

(1) Es gibt nur endlich viele mehrfache Punkte von f auf C.

(2) Es gibt eine Zerlegung von [a, b] in endlich viele Teilintervalle, so

dass die Beschränkung von f auf jedes Teilintervall ein parame-

trisierter einfacher Bogen ist.

C heißt dann eine gewöhnliche Kurve.

Bemerkung:

Die in Definition (i) und (ii) gegebene Definition einer Kurve ist so allge-

mein, dass Objekte damit erfaßt werden, welche Nicht-Mathematiker wohl

kaum als Kurven bezeichnen würden. So wurde z.B. von Peano eine ste-

tige surjektive Abbildung [0, 1] → [0, 1] × [0, 1] des Einheitsintervalls aufs

Einheitsquadrat in der euklidischen Ebene angegeben. Das Bild dieser Pea-

nokurve ist also das ganze 2-dimensionale Quadrat, und im Sinne der De-

finition (ii) ist das also eine Kurve. Die Definitionen (vi) bis (viii) engen

dann den Kurvenbegriff weiter ein und schließen dadurch derart grobe Ab-

normitäten aus. Beispielsweise folgt aus der Kompaktheit von [a, b] leicht,

dass jede stetige injektive Abbildung f : [a, b] → X in einen metrischen

Raum X mit Bild C eine stetige Umkehrabbildung f−1 : C → [a, b] hat,

also ein Homöomorphismus ist. (Ein Homöomorphismus f : Y → Z ist

eine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung.) Ein Jor-

danbogen ist also homöomorph zu einem Intervall, und weil ein Intervall

nicht homöomorph zu [0, 1]× [0, 1] ist, sind die Jordanbögen jedenfalls keine

Peano-Kurven.

Die folgenden Bilder vermitteln eine erste Vorstellung davon, wie Jor-

danbögen, geschlossene Jordankurven und gewöhnliche Kurven aussehen
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können; die einfachsten Jordanbögen sind die geraden Strecken und die

Kreisbögen, die einfachste geschlossene Jordankurve der Kreis:

Die einfachsten gewöhnlichen Kurven sind Streckenzüge, zum Beispiel die

regulären Polygone:

Andere schöne Beispiele für gewöhnliche Kurven sind die algebraischen Kur-

ven – genauer gesagt, Stücke von solchen. Im Lauf der Zeit haben die Ma-

thematiker viele hunderte derartige Kurven mit besonders schönen oder in-

teressanten Eigenschaften studiert. Die Bilder auf Seite 120 und 121 von

Band I vermitteln einen ersten Eindruck von der Vielfalt solcher Kurven.

Es fällt mir schwer, hier ein einzelnes Beispiel herauszugreifen. So wähle

ich denn als Beispiel einige Bilder von Kurven, die aus der Kurve mit der

Gleichung x3 = y5 durch Entfaltung, d.h. durch analytische Abänderung

der definierenden Gleichung entstehen. Diese Kurven hängen auf wunderba-

re Weise mit den platonischen Körpern zusammen, mit dem Ikosaeder und

Dodekaeder, mit dem Wurzelsystem E8 und mit einer exotischen Sphäre der

Dimension 7. Etwas mehr darüber kann man auf den letzten Seiten in mei-

nem Vortrag
”

Singularitäten“ finden, Jber. Deutsch. Math.-Verein 78, H.2

(1976) 93–112 [9].

Unsere Vorstellung davon, wie eine gewöhnliche Kurve aussehen kann, wäre

aber unvollständig, wenn ihr nur Beispiele von der bisher betrachteten Art

zu Grunde liegen würden. Hier ist ein ganz andersartiges Beispiel. Wir kon-
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sturieren eine Kurve C als Limes einer Folge Cn von Kurven. Wir beginnen

mit einem gleichseitigen Dreieck, dessen Seiten die Länge 1 haben. Dies sei

die Kurve C0. Wir teilen jede Seite in 3 gleiche Teile, entfernen jeweils den

mittleren Teil und ersetzen ihn durch die anderen beiden Seiten eines gleich-

seitigen Dreicks mit der mittleren Strecke als Basis und gegenüberliegender

Ecke außerhalb C0. Die so entstehende Kurve, der Stern Davids, ist C1. Und

so fahren wir fort.

Cn+1 ensteht aus Cn durch Dritteln aller Seiten und Ersetzen des mittleren

Drittels durch die beiden anderen Seiten eines über dieser Basis liegenden

gleichseitigen Dreiecks. Die nächste Figur zeigt als Beispiel C4.

Offensichtlich hat der Streckenzug Cn die Länge 3
(

4
3

)n
. Nun kann man zei-

gen, dass die Folge von Kurven Cn gegen eine geschlossene Jordankurve C

konvergiert. Dieser Jordankurve kann man nun aber in keiner vernünftigen

Weise eine endliche Länge zuordnen, da ja schon die einbeschriebenen Stre-

ckenzüge Cn für hinreichend große n beliebig große Längen haben. Bei den
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im Folgenden definierten rektifizierbaren Kurven schließen wir derartige –

an sich sehr interessante – Phänomene aus.

Definition:

Eine parametrisierte Kurve f : [a, b]→ X in einem metrischen Raum (X, d)

ist rektifizierbar, wenn es eine obere Schranke für die Menge der Zahlen

n∑
i=1

d(f(ti−1), f(ti))

gibt, wobei n die natürlichen Zahlen durchläuft und (t0, . . . , tn) alle Sys-

teme von Teilpunkten a = t0 < . . . < tn = b des Intervalls [a, b]. Ist f

rektifizierbar, dann ist die Länge l(f) wie folgt definiert:

l(f) = sup

{
n∑
i=1

d(f(ti−1), f(ti)), a = t0 < . . . < tn = b

}
.

Ist X ein euklidischer affiner Raum, dann kann man wegen 13.30 (s.u.)

diese Definition auch wie folgt formulieren: Die Länge einer rektifizierbaren

parametrisierten Kurve ist das Supremum der Längen aller einbeschriebenen

endlichen Streckenzüge.
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Definition:

X sei ein euklidischer affiner Raum mit Translationsvektorraum V . Eine

parametrisierte Kurve f : [a, b]→ X in X ist stetig differenzierbar, wenn

folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i) ∀t ∈ [a, b] ∃ḟ(t) = lim
s→t

−−−−−→
f(t)f(s)

s− t ∈ V

(ii) t 7→ ḟ(t) ist eine stetige Abbildung ḟ : [a, b]→ V.

ḟ(t) heißt dann Tangentialvektor der parametrisierten Kurve f im Punkt

t, und die affine Gerade {f(t) + λḟ(t) | λ ∈ R} heißt die Tangente an die

Kurve im Punkte t, wenn ḟ(t) 6= 0.

Satz 13.25

Stetig differenzierbare Kurven f : [a, b] 7→ X in einem euklidischen affinen

Raum X sind rektifizierbar und haben die Länge

l(f) =

b∫
a

∥∥∥ḟ(t)
∥∥∥ dt .

Beweis:

Im Folgenden ist a ≤ t0 < t1 < ... < tn = b irgendein System von Teilungs-

punkten von [a, b]. Es gilt

b∫
a

∥∥∥ḟ(t)
∥∥∥ dt =

n∑
i=1

ti∫
ti−1

∥∥∥ḟ(t)
∥∥∥ dt ≥

n∑
i=1

∥∥∥∥∥∥∥
ti∫

ti−1

ḟ(t) dt

∥∥∥∥∥∥∥
=

n∑
i=1

∥∥∥−−−−−−−−→f(ti−1)f(ti)
∥∥∥ =

n∑
i=1

d(f(ti−1), f(ti)).

Also ist f rektifizierbar und es gilt die Ungleichung:

b∫
a

∥∥∥ḟ(t)
∥∥∥ dt ≥ l(f).
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Wir beweisen die umgekehrte Ungleichung. Es sei ε > 0. Wir setzen

ε′ = ε/2(b− a). Da ḟ auf dem kompakten Intervall [a, b] gleichmäßig ste-

tig ist, existiert ein δ > 0, so dass für alle s, t ∈ [a, b] mit |s− t| < δ die

folgenden zwei Bedingungen erfüllt sind:

(i)
∣∣∣∥∥∥ḟ(t)

∥∥∥− ∥∥∥ḟ(s)
∥∥∥∣∣∣ < ε′

(ii)
∣∣∣d(f(t), f(s))− ˙f(t)(s− t)

∣∣∣ < ε′ |s− t| .

Dann gilt für jedes System von Teilungspunkten mit ti − ti−1

(iii)

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

∥∥∥ḟ(t)
∥∥∥ dt−

n∑
i=1

∥∥∥ḟ(ti−1)
∥∥∥ (ti − ti−1)

∣∣∣∣∣∣ < ε/2

(iv)

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∥∥∥ḟ(ti−1)
∥∥∥ (ti − ti−1)−

n∑
i=1

d(f(ti−1), f(ti))

∣∣∣∣∣ < ε/2

Hierbei folgt (iii) aus (i) und (iv) aus (ii). Aus (iii) und (iv) folgt

(v)

b∫
a

∥∥∥ḟ(t)
∥∥∥ dt <

n∑
i=1

d(f(ti−1), f(ti)) + ε ≤ l(f) + ε.

Da dies für jedes ε > 0 gilt, folgt die behauptete Ungleichung.

Korollar 13.26

f : [a, b] → Rn sei eine stetig differenzierbare parametrisierte Kurve im

n-dimensionalen affinen Standardraum Rn. Die Koordinaten von f seien

f(t) = (x1(t), ..., xn(t)). Dann hat die Kurve f die Länge

l(f) =

b∫
a

+

√(
dx1

dt

)2

+ ...+

(
dxn
dt

)2

dt.

Zusatz:

Es gelten analoge Aussagen für stückweise stetig differenzierbare Kurven.

Verschiedene Parametrisierungen der gleichen Kurve haben im Allgemeinen

verschiedene Länge. Immerhin gilt aber der folgende Satz.
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Proposition 13.27

Rektifizierbare gewöhnliche parametrisierte Kurven mit dem gleichen Bild

haben gleiche Länge.

Beweis:

f : I → X und g : J → X seien rektifizierbare gewöhnliche parametri-

sierte Kurven mit dem gleichen Bild f(I) = C = g(J). Durch elementare

Überlegungen kann man leicht zeigen, dass es Zerlegungen I = I1 ∪ . . . ∪ In
und J = J1 ∪ . . . ∪ Jn der Intervalle I und J in aneinander angrenzen-

de Teilintervalle Ik bzw. Jk und eine Permutation σ ∈ Sn gibt, so dass

gilt: f |Ik : Ik → X und g|Jk : Jk → X sind parametrisierte Jordanbögen

mit f(Ik) = g(Jσ(k)). Natürlich sind mit f und g auch f |Ik bzw. g|Jk
rektifizierbar, und es gilt l(f) =

∑
l(f |Ik) bzw. l(g) =

∑
l(g|Jk). Al-

so genügt es, zu zeigen: l(f |Ik) = l(g|Jσ(k)). Nun ist aber die Abbildung

h = g−1 ◦ f : Ik → Jσ(k) ein Homöomorphismus. Daher gilt: Ist t0 < . . . < tr

irgendein System von Teilpunkten für Ik und setzt man si = h(ti), dann

ist entweder s0 < . . . < sr oder sr < sr−1 < . . . < s0 ein System von Teil-

punkten für Jσ(k), für welches
∑
d(f(ti−1), f(ti)) =

∑
d(g(si−1), g(si)) gilt.

Daraus folgt l(f |Ik) = l(g|Jσ(k)).

Definition:

Eine gewöhnliche Kurve C in einem metrischen Raum X heißt rektifizier-

bar, wenn es eine rektifizierbare gewöhnliche Parametrisierung f von C gibt.

Die Länge l(C) von C ist dann die von der Wahl von f unabhängige Länge

l(f).

Die einfachsten Kurven im euklidischen Raum sind gerade Strecken und

Kreise oder Kreisbögen. Was können wir über ihre Länge sagen?

Definition:

X sei ein euklidischer affiner Raum, und x, y ∈ X Punkte von X. Die Stre-

cke [x, y] zwischen x und y ist die folgende Punktmenge:

[x, y] = {z ∈ X | z = (1− t)x+ ty, t ∈ [0, 1]} .

Sind x und y verschieden, dann bestimmen sie eindeutig eine affine Gerade
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x ∨ y, nämlich

x ∨ y = {z ∈ X | z = (1− t)x+ ty, t ∈ R} .

Die Strecke [x, y] ist eine Teilmenge dieser Geraden L = x ∨ y. Wir nennen

die Punkte von [x, y] auch die Punkte zwischen x und y. Natürlich gilt

[x, y] = [y, x]. Die Menge der Endpunkte {x, y} ist durch die Strecke eindeu-

tig bestimmt. Gibt man die Reihenfolge (x, y), x 6= y, vor, dann identifiziert

man die Gerade x∨y kanonisch mit R und [x, y] mit dem Intervall [0, 1]. Of-

fenbar ist [x, y] für x 6= y ein Jordanbogen, für x = y ein Punkt, also in jedem

Fall rektifizierbar mit eindeutig bestimmter Länge d(x, y). Um das zu be-

weisen, brauchen wir einige einfache Aussagen über euklidische Vektorräume

und euklidische affine Räume, nämlich die Cauchysche Ungleichung und die

strikte Dreiecksungleichung.

Lemma 13.28 (Cauchysche Ungleichung)

Für Vektoren u, v in einem euklidischen Vektorraum gilt:

(i) 〈u, v〉 ≤ ‖u‖ ‖v‖

(ii) Die Gleichung 〈u, v〉 = ‖u‖ ‖v‖ gilt genau dann, wenn es ein reelles

t ≥ 0 gibt, so dass v = tu oder u = tv gilt.

Beweis:

Wenn u und v linear unabhängig sind, bilden sie die Basis eines 2-

dimensionalen euklidischen Vektorunterraums W , und weil die auf W in-

duzierte Bilinearform positiv definit ist, ist die zu u, v gehörige Gramsche

Determinante positiv, also: ∣∣∣∣∣〈u, u〉 〈u, v〉〈u, v〉 〈v, v〉

∣∣∣∣∣ > 0.

Also gilt 〈u, v〉2 < 〈u, u〉 〈v, v〉. Daraus folgt 〈u, v〉 < ‖u‖ ‖v‖. Nun seien

u, v linear abhängig und o.B.d.A. sei u 6= 0 und v = tu. Dann gilt 〈u, v〉 =

t 〈u, u〉 ≤ |t| 〈u, u〉 = ‖u‖ ‖v‖, und Gleichheit gilt genau, wenn t ≥ 0.
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Lemma 13.29 (Strikte Dreiecksungleichung)

In einem euklidischen affinen Raum X gilt für alle Punkte x, y, z ∈ X die

Dreiecksungleichung

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) .

Die folgende Bedingung gibt an, wann die strikte Ungleichung gilt und wann

die Gleichung

d(x, y) = d(x, z) + d(y, z)⇔ z ∈ [x, y] .

Beweis:

Es sei u = −→xz und v = −→zy, also u + v = −→xy. Die obige Dreiecksungleichung

ist äquivalent zu der folgenden Dreiecksungleichung für die Norm:

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ .

Quadrieren und Subtraktion entsprechender Terme auf beiden Seiten

überführt diese Ungleichung in die dazu äquivalente Cauchysche Unglei-

chung

〈u, v〉 ≤ ‖u‖ ‖v‖ ,

die in 13.28 bewiesen wurde. Dort wurde auch gezeigt, dass die entsprechen-

de Gleichung genau dann gilt, wenn es ein t ≥ 0 mit v = tu oder u = tv

gibt. Es sei o.B.d.A. v = tu. Setzen wir s = 1/(1 + t), dann folgt −→xz = s−→xy,

also z = (1−s)x+sy ∈ [x, y]. Umgekehrt schließt man hieraus für 0 < s ≤ 1

auf v = tu mit t ≥ 0.

Proposition 13.30

Für die Länge einer Strecke gilt l([x, y]) = d(x, y).

Beweis:

Es sei 0 = t0 < . . . < tn = 1 ein beliebiges System von Teilpunkten von [0, 1],

und es seien zi = (1− ti)x+ tiy die entsprechenden Punkte auf der Strecke

[x, y]. Dann gilt zi−1 ∈ [x, zi], und daher d(z0, zi−1) + d(zi−1, zi) = d(z0, zi)
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nach 13.29. Daraus folgt induktiv

n∑
i=1

d(zi−1, zi) = d(x, y), also l([x, y]) =

d(x, y).

Bemerkung:

Wegen der gerade bewiesenen Aussage ist die Dreiecksungleichung nichts

anderes als die Proposition 20 aus dem Buch I der Elemente von Euklid:

”
In jedem Dreieck sind zwei Seiten, beliebig zusammengenommen, größer

als die letzte.“

Satz 13.31

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehörige metrische Raum

und x, y ∈ X Punkte in X. Dann hat jede rektifizierbare parametrisierte

Kurve f : [a, b] → X mit Anfangspunkt f(a) = x und Endpunkt f(b) = y

eine Länge l(f) ≥ d(x, y). Die Gleichung l(f) = d(x, y) gilt genau dann,

wenn f eine schwach monotone Parametrisierung der Strecke [x, y] ist, d.h.

f ist eine surjektive Abbildung f : [a, b]→ [x, y], und für alle a ≤ s ≤ t ≤ b

gilt f(s) ∈ [x, f(t)].

Beweis:

l(f) ≥ d(x, y) folgt trivial aus der Definition von l(f). Nun sei l(f) = d(x, y)

und t ∈ [a, b]. Dann gilt nach Voraussetzung d(x, f(t))+d(f(t), y) ≤ d(x, y).

Aber wegen der Dreiecksungleichung gilt die umgekehrte Gleichung, also

d(x, f(t)) + d(f(t), y) = d(x, y). Nach 13.29 folgt daraus f(t) ∈ [x, y]. Also

ist f eine stetige Abbildung f : [a, b]→ [x, y] mit f(a) = x und f(b) = y, und

daher nach dem Zwischenwertsatz surjektiv. Wäre f nicht schwach monoton,

dann gäbe es a ≤ s < t ≤ b mit f(s) /∈ [x, f(t)], also f(t) ∈ [x, f(s)]. Für

den Streckenzug zu diesen vier Teilpunkten würde dann gelten d(x, f(s)) +

d(f(s), f(t)) +d(f(t), y) = d(x, y) + 2d(f(s), f(t)) > d(x, y) im Widerspruch

zu l(f) = d(x, y). Dass umgekehrt für ein schwach monotones surjektives

f : [a, b]→ [x, y] auch l(f) = d(x, y) gilt, folgt wie im Beweis von 13.30 aus

13.29.

Der gerade bewiesene Satz ist eine Präzisierung einer bereits bei Archimedes

zu Beginn seiner Abhandlung über Kugel und Zylinder als erstes Postulat
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formulierten Aussage, die in der Übersetzung von A. Czwalina wie folgt

lautet:
”

Von allen Linienstücken, die gleiche Endpunkte haben, ist die

gerade Linie die kürzeste.“

Warum bewies Archimedes die zitierte Aussage nicht, sondern nahm sie als Postu-

lat an? Diese Frage wird in dem am Ende des Buches auf Seite 375 abgedruckten

Disput aus dem
”
Dialogo“ von Galileo Galilei diskutiert, in dem Galilei sich über

einen Scheinbeweis eines armen aristotelischen Philosophen lustig macht. Dabei ist

dessen Idee gar nicht schlecht. Was ihm fehlt, ist nichts als unsere Definition der

Länge der Kurve.

Während die kürzesten Linien im euklidischen Raum seit der Antike bekannt wa-

ren, entwickelte sich die Theorie der kürzesten Linien auf gekrümmten Flächen,

der sogenannten geodätischen Linien, viel später, beginnend mit Arbeiten von

Johann und Jakob Bernoulli ab 1697, Euler 1728–1732, 1744 und Gauß 1827. Die

einfachsten Beispiele für Geodätische außer den Geraden im euklidischen Raum

sind die Großkreise auf Sphären. Heute bilden Untersuchungen über Geodätische

ein wichtiges Teilgebiet der Differentialgeometrie.

Definition:

(X, d) sei der metrische Raum einer euklidischen affinen Ebene, x ∈ X ein

Punkt in X und r > 0 eine positive reelle Zahl. Der Kreis mit Radius r und

Mittelpunkt x ist die Menge aller Punkte y ∈ X mit Abstand d(x, y) = r,

also die folgende Teilmenge von X:

S1
r (x) = {y ∈ X | d(x, y) = r} .

Bemerkung:

Im Sinne der früher gegebenen allgemeineren Definition ist der Kreis ei-

ne 1-dimensionale Sphäre. Unser Gebrauch des Wortes Kreis stimmt nicht

mit dem antiken Wortgebrauch überein, wie er in Euklids Elementen, Buch

I, Definition 15 festgelegt ist. Was wir hier Kreis nennen, nannte Euklid

περιϕερεια, also Peripherie, was man vielleicht mit Kreisrand oder Kreisli-

nie übersetzen könnte. Mit κυκλoς hingegen bezeichnete Euklid die von der

Kreislinie begrenzte, in deren Innerem liegende Figur, wobei offen bleibt, ob
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der Rand dazugehört oder nicht. Um präzise zu sein, führen wir folgende

Terminologie ein, die wieder nur frühere Definitionen spezialisiert.

Definition:

(X, d) sei der metrische Raum einer euklidischen affinen Ebene, x ∈ X und

r > 0 sei eine positive reelle Zahl:

(i) Die offene Kreisscheibe bzw. abgeschlossene Kreisscheibe mit

Radius r und Mittelpunkt x sind die wie folgt definierten Punktmen-

gen:

B2
r (x) = {y ∈ X | d(x, y) < r}

B
2
r(x) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r} .

(ii) Der Rand von B2
r (x) bzw. B

2
r(x) ist der Kreis S1

r (x). Die Punkte

von B2
r (x) heißen die Punkte im Inneren des Kreises, die Punkte von

X \B2
r(x) sind die Punkte im Äußeren.

(iii) Für Punkte y, z ∈ S1
r (x) heißt die Strecke [y, z] die Sehne des Kreises

mit den Endpunkten y, z.

(iv) Ein Durchmesser des Kreises S1
r (x) ist eine Sehne, die durch den

Mittelpunkt x geht.

(v) Ein Halbmesser des Kreises S1
r (x) ist eine Strecke [x, y] mit y ∈

S1
r (x).

Bemerkung:

Ist [y, z] ein Durchmesser und σx die Inversion mit Zentrum x, dann gilt

σx(y) = z und σx [x, y] = [x, z], also l([x, y]) = 2l([x, y]) = 2r. Alle Durch-

messer eines Kreises C haben also die gleiche Länge d(C) = 2r, und diese

Zahl heißt auch der Durchmesser des Kreises. Aus der strikten Dreiecksun-

gleichung folgt sofort, dass der Durchmesser d(C) das Maximum der Längen

der Sehnen des Kreises ist, und dass die Durchmesser genau die Sehnen ma-

ximaler Länge sind. Daraus folgt insbesondere, dass der Mittelpunkt x eines

Kreises C als Mittelpunkt eines beliebigen Durchmessers und der Radius
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r als Länge eines beliebigen Halbmessers durch C eindeutig bestimmt sind.

Allgemein definiert man übrigens als Durchmesser einer Teilmenge Y eines

metrischen Raumes (X, d) die reelle Zahl

δ = sup {d(x, y) | x, y ∈ X} ,

wenn dieses Supremum existiert.

Proposition 13.32

Jeder Kreis ist eine einfach geschlossene Kurve.

Beweis:

C sei ein Kreis, x der Mittelpunkt, L eine Gerade durch den Mittelpunkt, y

und z ihre Schnittpunkte mit C und D = [y, z] der zugehörige Durchmesser

von C. Die Gerade L zerlegt die Ebene X in zwei Halbebenen, die beiden

Zusammenhangskomponenten H ′ und H ′′ von X \ L (vgl. hierzu Abschnitt

13.3). Die zugehörigen abgeschlossenen Halbebenen H
′

und H
′′

haben den

Durchschnitt H
′ ∩H ′′ = L. Diese Halbebenen schneiden den Kreis in zwei

Halbkreisen C ′ = C ∩ H ′ und C ′′ = C ∩ H ′′. Es gilt C ′ ∪ C ′′ = C und

C ′∩C ′′ = {y, z}, daher genügt es, zu zeigen, dass C ′ und C ′′ einfache Bögen

mit den Anfangs- und Endpunkten y und z sind. Wegen C ′′ = σL(C ′) können

wir uns beim Beweis dafür auf C ′ beschränken. Weil der Durchmesser D

homöomorph zu einem Intervall ist, genügt es dazu, eine stetige bijektive

Abbildung f von D auf C ′ anzugeben. Eine solche erhält man aber in ganz

natürlicher Weise dadurch, dass man jedem Punkt t ∈ D den Durchschnitt

f(t) von C ′ mit der zu L senkrechten Geraden durch t zuordnet.

Die Stetigkeit dieser geometrisch definierten Abbildung beweist man wohl

am bequemsten durch ihre analytische Beschreibung. Nach Wahl geeigneter

Koordinaten (x1, x2) in der euklidischen Ebene gilt:
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C =
{

(x1, x2) ∈ R2 | x2
1 + x2

2 = r2
}

L =
{

(x1, x2) ∈ R2 | x2 = 0
}

C ′ = {(x1, x2) ∈ C | x2 ≥ 0}
C ′′ = {(x1, x2) ∈ C | x2 ≤ 0}
D =

{
(t, 0) ∈ R2 | − r ≤ t ≤ r

}
f(t, 0) = (t,+

√
r2 − t2).

Wegen 13.32 und 13.28 ist die folgende Aussage sinnvoll:

Proposition 13.33

Kreise sind gewöhnliche rektifizierbare Kurven. Für die Länge l eines Kreises

C mit Durchmesser d gilt 3d ≤ l ≤ 4d.

Beweis:

4d ist die Länge eines dem Kreis umbeschriebenen Quadrats, und da

man jeden dem Kreis einbeschriebenen Streckenzug durch Hinzunahme

der 4 Berührpunkte noch verlängern kann, zeigt die Betrachtung der

nachfolgenden linken Figur, dass wegen der Dreiecksungleichung 4d eine

obere Schranke für die Länge aller einbeschriebenen Streckenzüge ist.

Die Betrachtung der rechten Figur auf der nachfolgenden Seite oben zeigt,

daß 3d die Länge eines C einbeschriebenen regelmäßigen Sechsecks, und

daher eine untere Grenze für die Länge l von C ist.
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Natürlich hätte man die Rektifizierbarkeit auch aus 13.25 und der stetigen

Differenzierbarkeit der im Beweis von 13.32 benutzten Parametrisierung im

Inneren des Parametrisierungsintervalls herleiten können, aber ich finde den

elementaren Beweis viel schöner. Außerdem liefert diese Beweismethode aber

noch mehr, denn sie gibt nicht nur eine, sondern eine ganze Menge von

oberen Schranken für den Kreisumfang, deren Infimum sich später gerade

als der Umfang erweisen wird, an. Statt eines umbeschriebenen Quadrates

können wir nämlich irgendeinen geschlossenen umbeschriebenen Streckenzug

verwenden.

Definition:

Ein geschlossener Streckenzug ist eine endliche Vereinigung von Strecken

[xi−1, xi] , i = 1, . . . , n mit xn = x0, so dass je zwei von diesen Strecken sich

höchstens in einem Punkt schneiden.

Natürlich ist jeder geschlossene Streckenzug eine rektifizierbare gewöhnliche

Kurve mit der Länge
n∑
i=1

d(xi−1, xi).
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Definition:

C sei ein Kreis in einer euklidischen affinen Ebene X. Eine affine Gerade L

in X ist eine Tangente an C, wenn L den Kreis C genau in einem Punkt

schneidet. Die durch x ∈ C eindeutig bestimmte Tangente L mit L∩C = {x}
heißt die Tangente von C in x. Eine Strecke berührt C, wenn sie C trifft

und auf einer Tangente an C liegt. Ein geschlossener Streckenzug heißt dem

Kreis C umbeschrieben, wenn jede Strecke des Streckenzuges den Kreis

berührt.

Proposition 13.34

Jeder einem Kreis C umbeschriebene geschlossene Streckenzug C ′ ist ei-

ne gewöhnliche einfach geschlossene rektifierbare Kurve mit einer Länge

l(C ′) > l(C).

Beweis:

Unter Benutzung ganz elementarer geometrischer Eigenschaften der Tangen-

te zeigt man leicht, dass jede vom Kreismittelpunkt ausgehende Halbgerade

C und C ′ in genau einem Punkt schneidet. Ordnet man diese Punkte ein-

ander zu, dann erhält man eine bijektive stetige Abbildung von C auf C ′,

und daher ist C ′ eine einfach geschlossene Kurve.

Der Beweis für die Ungleichung l(C ′) > l(C) ist analog zum Beweis von

13.33. Die Länge des Kreisbogenstücks zwischen zwei aufeinanderfolgenden

Berührpunkten des Streckenzuges wird durch die Länge des Streckenzuges

zwischen diesen beiden Berührpunkten nach oben abgeschätzt, weil wegen
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der Dreiecksungleichung für jeden diesem Kreisbogen einbeschriebenen Stre-

ckenzug eine solche Abschätzung gilt. Dieses folgt daraus, dass die beiden

Parallelprojektionen in Richtung der Strecken den Kreisbogen offenbar bi-

jektiv auf die jeweils andere Strecke abbilden.

Definition:

Der Umfang eines Kreises C ist seine Länge l(C).

Lemma 13.35

ϕ sei eine Ähnlichkeitstransformation eines metrischen Raumes (X, d) mit

Ähnlichkeitsverhältnis c und f : I → X eine rektifizierbare parametrisierte

Kurve. Dann ist auch ϕ ◦ f eine rektifizierbare parametrisierte Kurve, und

ihre Länge ist l(ϕ ◦ f) = c · l(f).

Beweis: Der Beweis ergibt sich trivial aus den Definitionen.

Proposition 13.36

Die Zahl l(C)/d(C), das Verhältnis von Umfang und Durchmesser, ist für

alle Kreise C die gleiche.

Beweis:

C und C ′ seien Kreise, x und x′ ihre Mittelpunkte und c = d(C ′)/d(C) das

Verhältnis der Durchmesser. τ sei die Translation mit τ(x) = x′ und ρ die

Homothetie mit Zentrum x′ und Ähnlichkeitsverhältnis c, und schließlich φ

die Ähnlichkeitstransformation ϕ = ρ ◦ τ . Dann gilt ϕ(C) = C ′ und daher

l(C ′) = c · l(C) nach 13.35. Daraus folgt l(C ′)/d(C ′) = l(C)/d(C).
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Definition:

π ist die reelle Zahl l(C)
d(C) , das Verhältnis von Umfang und Durchmesser der

Kreise C in einer euklidischen Ebene.

Der griechische Buchstabe π erinnert an das griechische Wort für Umfang –

περίµετρoν. Dieses Symbol für die Zahl π wurde 1706 von William Jones, einem

Freund Newtons, in seiner Synopsis Palmariorum Mathesos eingeführt, später von

Euler übernommen und danach allgemein gebräuchlich. Einige Zeit vorher hatte

man stattdessen
π

δ
geschrieben, wo π für περίµετρoν stand und δ für διάµετρoν =

Durchmesser.

Die Kenntnis des Kreisumfangs hat eine offensichtliche praktische ebenso wie eine

erkenntnismäßige Bedeutung, und so gab es schon in den frühesten Hochkulturen

Versuche zur Berechnung dieser Zahl. Die π benachbarten ganzen Zahlen sind 3

und 4. Den sehr schlechten Wert 4 findet man bei den römischen Agrimensoren.

Die Zahl 3 findet man bei den Babyloniern, den Juden, den Hindus und den

Chinesen. Die Ägypter hatten den besseren Wert
(
16
9

)2
. Was bedeutet es, die

Zahl π zu berechnen? Die Einsicht in die Natur dieses Problems wuchs allmählich

mit der Entwicklung der Geometrie, des Zahlbegriffs, der algebraischen und

schließlich der infinitesimalen Methoden. Zuerst gab man einzelne ganze oder

gebrochene Zahlen als Näherungswerte oder vermeintlich genaue Werte für π

an, dann Abschätzungen durch Brüche mit großen Nennern, welche durch im

Prinzip unendlich fortsetzbare Prozesse gefunden wurden. Dann gab man explizit

als Berechnung von π unendliche Prozesse an, die jeweils eine Folge von Zahlen

definieren, welche gegen π konvergiert. Schließlich erkannte man, dass man auch

gar nichts besseres tun kann. Lambert bewies 1761, dass π irrational ist und jeder

Bruch daher nur ein Näherungswert, und Lindemann bewies 1882, dass π sogar

transzendent ist, also nicht als Lösung einer algebraischen Gleichung mit rationalen

Koeffizienten beschrieben werden kann. Erst recht ist daher π nicht durch eine

Konstruktion mit Zirkel und Lineal bestimmbar, und das antike Problem der

Quadratur des Kreises erweist sich damit in dieser strengen Fassung als unlösbar.

Wir wollen nachher die historisch wohl erste exakte Bestimmung von π als Grenz-

wert einer unendlichen Folge beweisen. Sie wurde 1593 von Vieta gefunden, dem

größten französischen Mathematiker des 16. Jahrhunderts. Die grundlegende Idee

zu dieser Berechnung von π stammt von dem Sophisten Antiphon (um 430 v. Chr.),

einem Zeitgenossen von Sokrates. Er schlug vor, in den Kreis ein regelmäßiges

Vieleck einzuzeichnen, etwa ein Quadrat oder ein reguläres Dreieck. Von diesem
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sollte man zu dem einbeschriebenen regelmäßigen Vieleck mit der doppelten

Seitenzahl übergehen und so weiter fortschreiten, bis die Seiten der Vielecke so

klein würden, dass diese mit dem Kreis zusammenfielen. Sein Zeitgenosse Bryson

schlug vor, außer den dem Kreis einbeschriebenen Vielecken auch dem Kreis

umbeschriebene Vielecke zu betrachten. Dadurch erhält man – wie wir schon

bewiesen haben – obere Grenzen für den Kreisumfang.

Archimedes (287–212), der größte Mathematiker der Antike, benutzte diese Ex-

haustionsmethode in seiner Abhandlung
”
Kreismessung“, um Grenzen für π zu

finden. Vom einbeschriebenen regelmäßigen Dreieck ausgehend gelangte er durch

fünffache Verdoppelung bis zum regelmäßigen einbeschriebenen 96-Eck, und durch

angenäherte Berechnung von dessen Umfang zu einer unteren Schranke für π. Ent-

sprechend erhielt er eine obere Schranke durch angenäherte Berechnung des Um-

fangs des umbeschriebenen regelmäßigen 96-Ecks. So bewies er

3
10

71
< π < 3

1

7
.

Das entspricht im Dezimalsystem bei Abrundung auf 4 Stellen

3, 1408 < π < 3, 1429.

Bei genauer – anstatt näherungsweiser – Berechnung der Seiten des 96-Ecks würde

sich bei entsprechender Abrundung ergeben:

3, 1410 < π < 3, 1427.

Das folgende Lemma berechnet die Sehne, die bei der Halbierung eines Bo-

gens über einer gegebenen Sehne entsteht. Wenn man die trigonometrischen

Funktionen als bekannt voraussetzt, läuft das natürlich auf die Gleichung

cos2(α/2) = (1 + cosα)/2 hinaus. Wir wollen aber ganz elementar vorgehen

und nichts als den Satz des Pythagoras voraussetzen.

Lemma 13.37

C sei ein Kreis vom Radius r mit Mittelpunkt 0 und [x, y] eine Sehne po-

sitiver Länge, aber kein Durchmesser. Es sei [0, ỹ] der Halbmesser durch

den Mittelpunkt z der Sehne [x, y]. Dann sind die Sehnen [x, ỹ] und [y, ỹ]
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gleich lang. Es sei z̃ der Mittelpunkt von [x, ỹ], und es seien l [x, y] = 2a

und l [x, ỹ] = 2ã die Längen der Sehnen sowie l [0, z] = b und l [0, z̃] = b̃ ihre

Abstände vom Mittelpunkt. Dann gelten folgende Beziehungen:

(i)
a

2ã
=
b̃

r

(ii) ã =

√
r2

2
− r

2

√
r2 − a2

(iii) b̃ =

√
r2

2
+
r

2
b

Beweis:

Die folgende Figur illustriert die in dem Lemma beschriebene geometrische

Situation.

Die Dreiecke 0zx und 0zy haben gleiche Seiten. Es gibt also eine Isometrie

σ mit σ(0) = 0, σ(z) = z und σ(x) = y. Aus 0, z ∈ Fix σ und x /∈ Fix σ

folgt Fix σ = 0 ∨ z := L, also σ = σL nach 13.15.

Daraus folgt σ [x, ỹ] = [y, ỹ], und insbesondere l [x, ỹ] = l [y, ỹ]. Ferner folgt

aus σL(x) = y, dass die Sehne [x, y] orthogonal zu dem Halbmesser [0, ỹ] ist.

Die Dreiecke 0zx und xzỹ sind also rechtwinklig. Aus den gleichen Gründen

ist das Dreieck 0z̃x rechtwinklig. Daher folgt aus dem Satz des Pythagoras:
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(1) a2 + b2 = r2

(2) ã2 + b̃2 = r2

(3) a2 + (r − b)2 = (2ã)2

Aus geeigneten Linearkombinationen dieser drei Gleichungen ergibt sich

leicht:

(4) 2ã2 = r2 − rb

(5) 2b̃2 = r2 + rb

Aus (4) und (1) folgt (ii), aus (5) folgt (iii). Multipliziert man entsprechende

Seiten von (4) und (5) miteinander und setzt (1) ein, dann folgt

(6) 4ã2b̃2 = r2a2,

und daraus folgt (i), was man natürlich auch aus der Ähnlichkeit der Drei-

ecke xzỹ und 0z̃ỹ hätte folgern können.

Proposition 13.38

C sei ein Kreis vom Radius 1. Es sei Un die Länge eines C umbeschriebe-

nen regulären n-Ecks und bn der Radius des diesem n-Eck einbeschriebenen

Kreises. Es gilt:

(i) U4 = 8 und u6 = 6

(ii) b4 =
1

2

√
2 und b6 =

1

2

√
3

(iii) un = bnUn

(iv) b2n =

√
1

2
+

1

2
bn

(v) u2n = b−1
2n un

(vi) u2n = 2n

√
2−

√
4−

(un
n

)2

(vii) 2π = lim
k→∞

u2kn



Kapitel 13.2 63

Beweis:

Die Aussage (i) ist elementar, (ii) folgt aus dem Satz des Pythagoras, (iii)

aus 13.35 und (iv) bis (vi) aus 13.38. Schließlich folgt (vii) wegen 13.34 aus

(iii) und lim
k→∞

b2kn = 1.

Mit dieser Proposition ist die Idee von Antiphon und Bryson zur Quadratur

des Kreises in eine Familie von Algorithmen zur Berechnung von π umge-

setzt. Ist für ein n die Zahl un bekannt, z.B. u6 = 6, dann gibt (vi) eine rekur-

siv definierte Folge von Zahlen u2kn, deren Limes die Zahl 2π ist. Natürlich

kann man statt der Rekursionsformel (vi) auch die Rekursionsformeln (iv)

und (v) benutzen. Dann erhält man für n = 4 das folgende Ergebnis von

Vieta.

Satz 13.39 (Vieta)

2

π
=

√
1

2
·

√
1

2
+

√
1

2
·

√√√√1

2
+

√
1

2
+

√
1

2
· . . .

Damit haben wir wenigstens eine – und zwar die älteste – Methode entwi-

ckelt, π mit jeder gewünschten Genauigkeit zu berechnen. Das unendliche

Produkt von Vieta konvergiert gar nicht so schlecht und die entsprechenden

endlichen Produkte sind rekursiv leicht berechenbar, sobald man Quadrat-

wurzeln berechnen kann. Die ersten 16 Faktoren liefern π bereits bis auf 8

richtige Dezimalstellen nach dem Komma:

π ≈ 3, 14159265 . . .

Bis zur Entwicklung der Infinitesimalrechnung war die Exhaustionsmethode im We-

sentlichen die einzige Methode zur zunehmend genaueren Berechnung von π. So

erhielt der Inder Āryabhat.t.a (um 476 n. Chr.) aus dem einbeschriebenen 384-Eck

π ≈ 3, 1416, und der Chinese Tsu Ch’ung-chih (um 470 n. Chr.) durch zusätzliche

Interpolation

π ≈ 355

113
≈ 3, 1415929 . . .

Diesen Bruch als Näherungswert erhielten auch Valentinus Otho (1573) und Adriaen

Anthonisz (1527–1607). Der Bruch 355
113 ist trotz des relativ kleinen Nenners deswe-

gen eine so vorzügliche Näherung, weil es ein Hauptnäherungsbruch der regelmäßi-

gen Kettenbruchentwicklung von π ist.
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Der Anfang dieser – nur ein Stück weit bekannten – Kettenbruchentwicklung ist:

π = 3 +
1

7 +
1

15 +
1

1 +
1

292 + . . .

Die ersten Hauptnäherungsbrüche sind:

3

1
,

22

7
,

333

106
,

355

113
,

103993

33102

Der erste Wert ist die uralte Zahl der Babylonier und des Königs Salomo, der zweite

die recht gute untere Grenze des Archimedes, und der sehr gute Wert 355
113 wurde,

wie gesagt, mehrfach gefunden, u.a. auch noch von japanischen Mathematikern um

1700. (Ein Bruch p/q heißt eine
”
beste Näherung“ einer reellen Zahl a, wenn

jeder andere Bruch, der mindestens ebenso nahe an a liegt wie p/q, einen Nenner

größer als q hat.)

Vieta berechnete π um 1593 aus dem 216 ·6-Eck auf 9 Dezimalen. Ludolf van Ceulen

(1540–1610) ging bis zum 262-Eck und berechnete π schließlich bis auf 35 Stellen.

Die antike Methode wurde dann von Snellius und Huygens durch eine systematische

Interpolation zwischen un und Un verbessert: Huygens zeigte 1654

4

3
u2n −

1

3
un < 2π <

1

3
U2n +

2

3
u2n.

Dadurch ließ sich bei gleicher Anzahl von Schritten eine wesentlich höhere Ge-

nauigkeit erreichen als mit der einfachen Exhaustionsmethode ohne Interpolation.

Dies ist der Endpunkt der Entwicklung, die mit Antiphon, Bryson und Archimedes

begonnen hatte.

Danach beginnt die Anwendung der Methoden der Infinitesimalrechnung. Da dies

in das Gebiet der Analysis hinüberführt, begnügen wir uns damit, einige – sehr

unterschiedlich schnell konvergierende – Entwicklungen von π als unendliches

Produkt, als Kettenbruch oder als Reihe anzugeben. Im Übrigen sei auf Moritz

Cantor,
”
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik“ [10] verwiesen und auf

das Bändchen
”
Die Quadratur des Kreises“ von Eugen Beutel [7].
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J. Wallis (1655):

π

2
=

2

1
· 2

3
· 4

3
· 4

5
· 6

5
· 6

7
...

W. Brouncker (1655?):

4

π
= 1 +

1

2 +
32

2 +
52

2 +
72

2 + ...

J. Gregory (1671), G. W. Leibniz (1674?):

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ ...

J. Machin (1706):

π

4
= 4

[
1

5
− 1

3 · 53 +
1

5 · 55 −
1

7 · 57 +
1

9 · 59 −
1

11 · 511 +
1

13 · 513 − ...

]
−

[
1

239
− 1

3 · (239)3
+ ...

]
L. Euler (1779):

π =
28

10

[
1 +

2

3

(
2

100

)
+

2 · 4
3 · 5

(
2

100

)2

+
2 · 4 · 6
3 · 5 · 7

(
2

100

)3

+ ...

]

+
30336

100000

[
1 +

2

3

(
144

100000

)
+

2 · 4
3 · 5

(
144

100000

)2

+ ...

]

Wir beschließen diesen Abschnitt über die Länge von Kurven mit zwei

Sätzen, aus denen wir im nächsten Abschnitt Aussagen über das Bogen-

maß von Winkeln gewinnen wollen.

Proposition 13.40

Für jede rektifizierbare parametrisierte Kurve f : [a, b]→ X in einem metri-

schen Raum (X, d) ist die reellwertige Funktion auf [a, b], die jedem t ∈ [a, b]

die Kurvenlänge l(f |[a, t]) zuordnet, stetig. Ist X ein euklidischer affiner
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Raum und f stetig differenzierbar, dann ist l(f |[a, b]) auch stetig differen-

zierbar mit Ableitung
∥∥∥ḟ(t)

∥∥∥.

Beweis:

Aus der Rektifizierbarkeit von f folgt leicht Folgendes: Für jedes t0 ∈ [a, b]

und jedes ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass für t ∈ [t0, t0 + δ] ∩ [a, b] gilt

0 ≤ l(f |[t0, t])− d(f(t0), f(t)) < ε/2. Wählt man außerdem δ noch so klein,

dass d(f(t0), f(t)) < ε/2, dann folgt l(f |[t0, t]) < ε. Analog kann man δ auch

noch so klein wählen, dass l(f |[t0, t]) < ε für t ∈ [t0 − δ, t0] ∩ [a, b]. Damit

folgt |l(f |[a, t])− l(f |[a, t0])| < ε für t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]∩ [a, b], und damit ist

die Stetigkeit in t0 bewiesen. Der Rest folgt aus 13.25 und dem Hauptsatz

der Differential- und Integralrechnung.

Proposition 13.41

C ⊂ X sei ein rektifizierbarer parametrisierter Jordanbogen der Länge c

in einem metrischen Raum (X, d), und x ∈ C sei einer der beiden End-

punkte von C. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Parametrisierung

f : [0, c]→ C mit f(0) = x, so dass l(f |[0, t]) = t für alle t ∈ [0, c].

Beweis:

Es sei g : [0, c]→ C irgendeine bijektive Parametrisierung, so dass g(0) = x.

Es sei h(t) = l(g|[0, t]). Dann ist h : [0, c]→ [0, c] wegen der Injektivität von

g streng monoton zunehmend, und es gilt h(0) = 0 und h(c) = c. Ferner ist h

nach 13.40 stetig. Also ist h ein Homöomorphismus, und dann ist f := g◦h−1

die gesuchte Parametrisierung.

Zusatz:

Ist (X, d) ein euklidischer affiner Raum und besitzt der Jordanbogen C eine

stetig differenzierbare Parametrisierung g : [0, c]→ C mit ġ(t) 6= 0, dann ist

auch die obige Parametrisierung f : [0, c]→ C stetig differenzierbar, und es

gilt
∥∥∥ḟ(t)

∥∥∥ = 1.

Beweis:

Die oben definierte Funktion h : [0, c] → [0, c] hat nach 13.40 und nach

Voraussetzung eine nirgends verschwindende stetige Ableitung. Daher ist
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die Umkehrfunktion h−1 ebenfalls stetig differenzierbar mit nirgends ver-

schwindender Ableitung. Also ist auch f stetig differenzierbar, und dann

folgt
∥∥∥ḟ(t)

∥∥∥ = 1 aus 13.40 und der charakteristischen Eigenschaft von f .

Definition:

Die durch den rektifizierbaren Jordanbogen C mit Anfangspunkt x eindeutig

bestimmte Parametrisierung f von C mit f(0) = x und l(f |[0, t]) = t heißt

Parametrisierung von C durch die Bogenlänge mit Anfangspunkt x.

Bemerkung: Eine geschlossene rektifizierbare Jordankurve C lässt sich

in völlig analoger Weise ebenfalls durch die Bogenlänge parametrisieren.

Jedoch gibt es dabei zu gegebenem Anfangspunkt x ∈ C zwei derartige Pa-

rametrisierungen, da man die Kurve C von x ausgehend in zwei Richtungen

durchlaufen kann.
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13.3 Winkel

Natürlich weiß heutzutage fast jeder ungefähr, was ein Winkel ist. Eine

genaue Definition von Winkeln, die das Wesen der Sache trifft, ist aber

gar nicht so einfach. Das liegt in der Natur dieses Begriffs, und das zeigte

sich auch schon in den Diskussionen der griechischen Mathematiker der

Antike über die richtige Definition des Begriffs
”
Winkel“, nachzulesen in

den Kommentaren der Euklid-Übersetzung von Sir Thomas Heath. Eine der

Schwierigkeiten besteht darin, dass man Winkel in sehr vielen verschiedenen

mathematischen Situationen definieren möchte, z.B. Winkel zwischen sich

schneidenden Kurven auf einer Fläche oder Winkel zwischen Ebenene im

Raum oder Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene im Raum usw.

Eine zweite Schwierigkeit besteht darin, dass man mit der Definition von

Winkeln sowohl qualitative als auch quantitative Momente gewisser ma-

thematischer Situationen erfassen möchte und es schwierig ist, dies in einer

einzigen Definition zu tun. Wir werden der ersten Schwierigkeit dadurch

begegnen, dass wir uns zunächst auf die einfachste mögliche Situation

beschränken, d.h. nur Winkel zwischen Halbgeraden im euklidischen Raum

definieren. Die meisten anderen Definitionen von Winkeln lassen sich dann

später auf diese einfache Situation reduzieren. Der zweiten Schwierigkeit

tragen wir dadurch Rechnung, dass wir zunächst in mehr qualitativer

Weise Winkel als gewisse geometrische Objekte definieren und dann den

quantitativen Aspekt zur Geltung bringen, indem wir für die so definierten

Winkel ein Bogenmaß einführen.

Der Leser möge die vielleicht zu ausführliche Behandlung des so einfachen

Begriffs
”
Winkel“ mit unserem Bemühen um Sorgfalt und begriffliche Klar-

heit entschuldigen. Viele der im Folgenden bewiesenen Aussagen sind an-

schaulich ganz klar, und man sollte sich dies verdeutlichen, bevor man die

Beweise liest, bei denen ich mich um möglichst elementare, topologisch-

geometrische Argumente bemüht habe. Vielleicht geht das eine oder andere

auch noch einfacher. Wir beginnen mit einigen grundlegenden Begriffen, die

auch in vielen anderen Zusammenhängen verwendet, wichtig sind.
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Definition:

Eine Teilmenge M eines reellen affinen Raumes X heißt konvex, wenn sie

mit jedem Paar von Punkten x, y ∈M auch die Strecke [x, y] enthält

Natürlich sind konvexe Mengen wegzusammenhängend, und der Durch-

schnitt konvexer Mengen ist wieder konvex. Eine besonders einfache Art

von konvexen Mengen sind die Halbräume, die wir jetzt einführen wollen.

Proposition 13.42

Y sei eine Hyperebene in einem reellen affinen Raum X positiver Dimension.

Dann gilt:

(i) Das KomplementX\Y besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten

X+, X−.

(ii) Die abgeschlossene Hüllen X+ bzw. X− von X+ bzw. X− sind X+ =

X+ ∪ Y und X− = X− ∪ Y .

(iii) Y ist der Rand von X+, X+ und X−, X−.

(iv) X+, X−, X+, X− sind konvex.

Beweis:

O.B.d.A. sei X der affine Standardraum Rn und u eine Linearform auf Rn,

so dass Y = {x ∈ X |u(x) = 0}. Man könnte sogar o.B.d.A. annehmen, dass

u (x1, . . . , xn) = xn. Es seien X+, X− definiert als

X+ = {x ∈ X |u(x) > 0}
X− = {x ∈ X |u(x) < 0}

Trivialerweise gilt X+∪X− = X\Y und X+∩X− = ∅. Wegen der Stetigkeit

von u sind X+ und X− offen, X+ ∪ Y und X− ∪ Y abgeschlossen. Also

folgt für die abgeschlossenen Hüllen dieser Mengen X+ ⊂ X+ ∪ Y und

X− ⊂ X− ∪ Y . Da die umgekehrte Inklusion offensichtlich auch gilt, folgt

(ii). Daraus folgt (iii), da der Rand einer Menge A ⊂ X als A ∩ (X \A)

definiert ist. Die Behauptung (iv) folgt aus u ([x, y]) = [u(x), u(y)], und aus

der Konvexität folgt schließlich, dass X+ und X− zusammenhängend sind.
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Daher sind sie die beiden Zusammenhangskomponenten von X − Y , und

damit ist alles bewiesen.

Definition:

In der Situation von 13.42 heißen X+ und X− die offenen Halbräume,

in die X durch Y zerlegt wird, und X+ bzw. X− die abgeschlossenen

Halbräume mit Rand Y . Falls dim X = 2 heißen die Halbräume auch

Halbebenen, und falls dim X = 1, Halbgeraden. Abgeschlossene Halb-

geraden, heißen auch Strahlen, und den Randpunkt eines Strahls nennen

wir seinen Ausgangspunkt eines Strahls . Er ist durch den Strahl ein-

deutig bestimmt. Die beiden Strahlen, in die eine Gerade durch einen Punkt

zerlegt wird, nennen wir einander entgegengesetzt.

Bemerkung:

1. Aus 13.42 folgt sofort, dass die Spiegelung an einer Hyperebene die

zugehörigen Halbräume miteinander vertauscht.

2. Ein Strahl ist durch seinen Ausgangspunkt und einen weiteren Punkt,

durch den der Strahl geht, eindeutig bestimmt.

3. Offensichtlich erhält man eine bijektive Abbildung von der Menge aller

Strahlen in X mit festem Ausgangspunkt o auf die Einheitsspähre in

X mit Mittelpunkt o, indem man jeden Strahl seinen Schnittpunkt

mit der Sphäre zuordnet.

Definition:

Ein Winkel in einem euklidischen affinen Raum X ist ein ungeordnetes
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Paar {S1, S2} von Strahlen S1, S2 in X mit dem gleichen Ausgangspunkt,

wobei S1 = S2 auch zugelassen ist. Der gemeinsame Ausgangspunkt der

Strahlen heißt der Scheitel des Winkels, und die beiden Strahlen heißen die

Schenkel des Winkels. Ist Y ⊂ X eine Ebene in X, dann ist ein Winkel

in der Ebene Y ein Winkel in X, dessen Schenkel in Y liegen.

Sind o, x, y Punkte in X mit x, y 6= o und S1 bzw. S2 die Strahlen mit

Ausgangspunkt o durch x bzw. y, dann bezeichnen wir den Winkel {S1, S2}
auch als den Winkel x o y. Sind die beiden Schenkel eines Winkels in X weder

gleich noch entgegengesetzt, dann gibt es natürlich genau eine Ebene Y ⊂ X,

so dass der Winkel in Y liegt. Dabei und bei allen anderen Betrachtungen

über Winkel in einem euklidischen affinen Raum X ist im Folgenden stets

dim X ≥ 2 vorausgesetzt.

Definition:

Ein Winkel heißt gestreckt, Winkel, wenn seine Schenkel entgegengesetzt

sind.

Proposition 13.43

Ein Winkel {S1, S2} mit verschiedenen Schenkeln in einer Ebene Y zerlegt

die Ebene in zwei Komponenten, das heißt Y \ (S1 ∪ S2) hat zwei Zusam-

menhangskomponenten. Ist der Winkel gestreckt, so sind beiden Kompo-

nenten offene Halbebenen und insbesondere konvex. Andernfalls ist genau

eine Komponente konvex.

Beweis:

Ist der Winkel gestreckt, dann folgt die Behauptung aus 13.42. Er sei

also nicht gestreckt. Die Si enthaltende Gerade zerlegt Y in zwei offene

Halbebenen Y +
i , Y

−
i . Der Schenkel S2 liegt offensichtlich entweder ganz in

Y +
1 oder ganz in Y −1 . Er liege o.B.d.A. in Y +

1 . Ebenso liege S1 ganz in in
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Y +
2 . Wie beweisen zuerst folgende

Behauptung: Y \ (S1 ∪ S2) hat die Zusammenhangskomponenten

Y ′ = Y +
1 ∩ Y +

2 und Y ′′ = Y −1 ∪ Y −2 .

Beweis: Trivialerweise gilt Y ′ ∪ Y ′′ = Y \ (S1 ∪ S2) und Y ′ ∩ Y ′′ = ∅. Ferner

ist klar, dass Y ′ und Y ′′ nicht leer und offen in Y sind. Zu zeigen ist also

nur, dass Y ′ und Y ′′ nicht leer und offen in Y sind. Zu zeigen ist also nur,

dass Y ′ und Y ′′ zusammenhängend sind. Für Y ′ ist das klar, denn es ist

als Durchschnitt konvexer Mengen konvex. Und Y ′′ ist als Vereinigung der

zusammenhängenden Mengen Y −1 , Y −2 mit dem nichtleeren Durchschnitt

Y −1 ∩ Y −2 ebenfalls zusammenhängend. Damit ist die Zwischenbehauptung

bewiesen.

Nun ist weiter Y ′′ nicht konvex. Dies sieht man z.B. wie folgt. Es sei L

eine Gerade durch den Scheitel o mit L ∩ Y ′ = {o} und H die zugehörige

Halbebene mit Y ′ ⊂ H. Dann zerfällt H ∩ Y ′′ in zwei Zusammenhangs-

komponenten H ∩ Y −1 und H ∩ Y −2 , und daher gilt für x ∈ H ∩ Y −1 und

y ∈ H ∩ Y −2 nicht [x, y] ⊂ Y ′′.

Y −1 ∪ Y −2 Y +
1 ∩ Y +

2

Bemerkung:

(1) Für S1 = S2 ist Y \ (S1 ∪ S2) zusammenhängend und nicht konvex.

(2) Die abgeschlossenen Hüllen der Zusammenhangskomponenten von

Y \ (S1 ∪ S2) entstehen aus diesen durch Hinzunahme der Schenkel.

Falls S1 6= S2, sind sie genau dann konvex, wenn die entsprechende

Zusammenhangskomponente konvex ist.

Definition:

Es sei {S1, S2} ein Winkel mit den Schenkeln S1, S2 in der Ebene Y . Falls

S1 6= S2, definieren wir die zwei durch den Winkel bestimmten Winkelsek-

toren von Y als die abgeschlossenen Hüllen der beiden Komponenten von
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Y \ (S1 ∪ S2). Falls S1 = S2, definieren wir die beiden durch den Winkel

bestimmten Sektoren als Y und S1.

Falls S1 und S2 weder gleich noch entgegengesetzt sind, heißt der konve-

xe Sektor auch der innere Sektor des Winkels und der nicht konvexe der

äußere Sektor. Falls S1 = S2, nennen wir S1 den inneren und Y den

äußeren Sektor.

Definition:

X sei ein euklidischer affiner Raum und Y eine Ebene inX. Ein orientierter

Winkel in Y ist ein Paar ({S1, S2} , σ), wobei {S1, S2} ein Winkel in Y ist

und σ einer der beiden durch {S1, S2} bestimmten Winkelsektoren σ′, σ′′

von Y . Dabei heißt ({S1, S2} , σ′′) der zu ({S1, S2} , σ′) entgegengesetzt

orientierte Winkel.

Bemerkung:

(1) Man sieht leicht, dass der orientierte Winkel ({S1, S2} , σ) in der Ebene

Y durch σ bereits eindeutig bestimmt ist, außer wenn σ = Y .

(2) Häufig werden
”
orientierte Winkel“ einfach als geordnete Paare

(S1, S2) von Strahlen mit gleichem Ausgangspunkt definiert. Diese

Definition stimmt der unsrigen nicht genau überein. Zu {S1, S2} mit

S1 = S2 = S gibt es nach dieser Definition nur einen orientierten Win-

kel in Y, nämlich (S, S), nach unserer Definition aber zwei, nämlich

({S, S} , S) und ({S, S} , Y ).

Der Zusammenhang zwischen beiden Definitionen ist der folgende:

Man wähle eine Orientierung der Ebene Y , d.h. des zugehörigen Trans-

lationsvektorraumes. Dadurch ist für alle Kreise in Y eine Durchlauf-

richtung festgelegt. Dann wird dem orientierten Winkel ({S1, S2} , σ)

das geordnete Paar (S1, S2) zugeordnet, wenn bei Durchlaufung des

Einheitskreises C mit dem Scheitel als Mittelpunkt in positiver Rich-

tung vom Punkt S1 ∩ C zum Punkt S2 ∩ C die Punktmenge σ ∩ C
durchlaufen wird.

Definition:

X sei ein euklidischer affiner Raum, Y und Y ′ Ebenen in X. Zwei
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orientierte Winkel ({S1, S2} , σ) bzw. ({S′1, S′2} , σ′) in Y bzw. Y ′ hei-

ßen kongruent, wenn es eine Isometrie ϕ ∈ I(X) gibt, so dass

({ϕ(S1), ϕ(S2)} , ϕ(σ)) = ({S′1, S′2} , σ′).

Unser Ziel ist, die Kongruenzklassen von orientierten Winkeln zu beschrei-

ben, indem wir ein Bogenmaß für orientierte Winkel einführen. Dieses Bo-

genmaß werden wir als die Länge des Kreisbogens definieren, in welchem der

Sektor den Einheitskreis um den Scheitelpunkt schneidet.

Definition:

C sei ein Kreis in einer euklidischen affinen Ebene Y , und H eine abge-

schlossene Halbebene von Y mit Rand L, der C trifft. Dann heißt C ∩H ein

Kreisbogen auf C und die Strecke [x, y] zwischen den Schnittpunkten x, y

von L mit C die Sehne zu dem Kreisbogen C∩H. Kreisbögen sind kon-

gruent, wenn sie durch eine Isometrie ineinander überführt werden können.

Ein Halbkreis ist ein Kreisbogen, dessen Sehne ein Durchmesser ist.

Da zu jeder Sehne von C eine eindeutig bestimmte Gerade L in der Ebene

von C gehört, die C genau in den Endpunkten der Sehne schneidet, und zu L

genau zwei Halbebenen mit Rand L gehören, ist klar, dass zu jeder Sehne von

C genau zwei Kreisbögen auf C gehören. Wir nennen sie auch die Kreisbögen

über dieser Sehne. Natürlich kann man auch
”
offene Kreisbögen“ definie-

ren. Sie sind die Schnitte von C mit einer offenen Halbebene, deren Rand

L den Kreis C trifft. Mit dem Wort Kreisbogen ohne Zusatz meinen wir die

oben definierten Kreisbögen, die wir zur Verdeutlichung des Unterschiedes

auch abgeschlossene Kreisbögen nennen.
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Proposition 13.44

Die abgeschlossenen Kreisbögen auf einem Kreis C sind genau die zusam-

menhängenden abgeschlossenen nicht leeren Teilmengen von C. Sie sind die

Bilder der nicht leeren abgeschlossenen Teilintervalle bei Parametrisierungen

von C als einfach geschlossene Kurve.

Beweis:

Die Fälle, in welchen die Sehne der Bögen einpunktig ist, sind trivial. Es sei

daher [x, y] eine Sehne mit x 6= y, und L die Gerade durch x, y sowie H ′ und

H ′′ die offenen Halbebenen, in welche L die Ebene Y von C zerlegt. C ′ und

C ′′ seien die offenen Bögen C ′ = C ∩H ′ und C ′′ = C ∩H ′′, und C ′ bzw. C ′′

ihre abgeschlossenen Hüllen. Es sei f : [a, c]→ C eine Parametrisierung von

C als einfach geschlossene Kurve mit f(a) = x, und es sei b = f−1(y). Die

stetige Abbildung f bildet das Intervall ]a, b[ wegen des Zwischenwertsatzes

ganz in eine der Zusammenhangskomponenten von Y − L ab, also nach

13.42 in H ′ oder H ′′, o.B.d.A. etwa in H ′. Dann gilt f(]a, b[) ⊂ H ′ und

f(]b, c[) ⊂ H ′′, andererseits trivialerweise C ′ ∪ C ′′ = f(]a, b[) ∪ f(]b, c[), also

f(]a, b[) = C ′ und f(]b, c[) = C ′′ sowie f([a, b]) = C ′ und f([b, c]) = C ′′. Die

Umkehrung dieser Schlüsse zeigt, dass die Bilder der Teilintervalle Bögen

sind. Der Rest des Satzes folgt nun aus der bekannten Tatsache, dass die

zusammenhängenden Teilmengen eines Intervalles gerade die Teilintervalle

sind.

Zusatz:

Es seien [x, y] eine Sehne des Kreises C und C ′, C ′′ die beiden offenen

Kreisbögen über [x, y]. Dann sind C ′ und C ′′ für x 6= y die beiden Zu-

sammenhangskomponenten von C \ {x, y}. Für x = y ist einer der beiden

Bögen leer, der andere zusammenhängend und gleich C \ {x}.

Definition:

C ′ und C ′′ seien abgeschlossene Kreisbögen auf dem Kreis C, und C̊ ′ bzw.

C̊ ′′ die Menge der inneren Punkte von C ′ bzw. C ′′. C ′ und C ′′ heißen

anliegend, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

(1) C ′ ∩ C ′′ 6= ∅
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(2) C̊ ′ ∩ C̊ ′′ = ∅

(3) C ′ \ (C ′ ∩ C ′′) und C ′′ \ (C ′ ∩ C ′′) sind zusammenhängend

Man sieht leicht, dass diese Bedingung Folgendes bedeutet: Wenn C ′ und

C ′′ beide von C verschieden sind, treffen sie sich in einem oder zwei ge-

meinsamen Randpunkten. Wenn C ′ = C, ist C ′′ ein Punkt. Wegen (1) ist

für anliegende Bögen C ′ ∪C ′′ zusammenhängend, also nach 13.44 ein abge-

schlossener Kreisbogen.

Definition:

Für anliegende Kreisbögen C ′, C ′′ ist die Summe der Kreisbögen C ′+C ′′ =

C ′ ∪ C ′′.

Definition:

Auf der Menge aller Kreisbögen auf dem Kreis C wird eine Partialordnung

C ′ < C ′′ durch C ′ < C ′′ ⇔ C ′ $ C ′′ definiert.

Proposition 13.45

Bezeichne l(·) die Länge eines Kreisbogens. Für die Kreisbögen C ′, C ′′ auf

einem Kreis C mit Radius 1 gilt:

(i) Wenn C ′ 6= C, ist C ′ ein rektifizierbarer Jordanbogen und, wenn

C ′ = C, eine rektifizierbare geschlossene Jordankurve.

(ii) C ′ < C ′′ ⇒ l(C ′) < l(C ′′)

(iii) 0 ≤ l(C ′) ≤ 2π

l(C ′) = 0⇔ C ′ = {x}
l(C ′) = 2π ⇔ C ′ = C

(iv) C ′, C ′′ anliegend ⇒ l(C ′ + C ′′) = l(C ′) + l(C ′′).

Beweis:

(i) folgt aus 13.44 und 13.33 die übrigen Aussagen folgen direkt aus den

Definitionen.

Proposition 13.46

C sei ein Kreis mit Radius 1 und B(C) die Menge der Kongruenzklassen [C ′]

von Kreisbögen C ′ ⊂ C. Dann gilt:
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(i) Die Partialordnung für Kreisbögen induziert eine Ordnungsrelation auf

B(C).

(ii) Die partielle Addition für anliegende Kreisbögen induziert eine parti-

elle Addition auf B(C). Die Summe [C ′] + [C ′′] ist dabei genau dann

definiert, wenn l(C ′) + l(C ′′) ≤ 2π.

(iii) Die Zuordnung C ′ → l(C ′) induziert eine bijektive Abbildung

B(C)→ [0, 2π], die mit den Ordnungsrelationen und partiellen Ad-

ditionen verträglich ist.

Beweis:

Übung, unter Benutzung von 13.41.

Proposition 13.47

Es sei C ein Kreis mit Mittelpunkt o in einer euklidischen Ebene Y .

(i) Jeder Winkelsektor σ eines Winkels in Y mit Scheitel o schneidet C

in einem abgeschlossenen Kreisbogen σ ∩ C.

(ii) Für jeden Kreisbogen C ′ auf C ist die Vereinigungsmenge aller von

o ausgehenden Strahlen durch Punkte von C ′ ein Winkelsektor σ(C ′)

mit Scheitel o.

(iii) σ(σ ∩ C) = σ und σ(C ′) ∩ C = C ′. Die Zuordnung σ 7→ σ ∩ C und

C ′ 7→ σ(C ′) definieren also zueinander inverse bijektive Abbildungen

zwischen der Menge aller Sektoren von Winkeln in Y mit Scheitel in

o und der Menge aller abgeschlossenen Kreisbögen auf C.

(iv) Zwei orientierte Winkel ({S1, S2} , σ) und ({S′1, S′2} , σ′) in Y mit Schei-

tel o sind genau dann kongruent, wenn die Kreisbögen σ∩C und σ′∩C
kongruent sind.

Beweis:

(i) folgt aus 13.44 und (ii) aus 13.43. Der Rest folgt unmittelbar aus der

Definition der beiden Abbildungen, weil diese mit den Kongruenzrelationen

verträglich sind und die Kongruenzklassen von orientierten Winkeln offenbar

bijektiv den Kongruenzklassen von Winkelsektoren entsprechen.
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Durch 13.47 übertragen sich die für Kreisbögen eingeführten Begriffe auf

Winkel. Man erhält für orientierte Winkel mit gleichem Scheitel eine Par-

tialordnung, definiert durch Inklusion der Sektoren, und diese definiert eine

Ordnung auf der Menge der Kongruenzklassen von Winkeln. Man definiert

anliegende Winkel als solche, für deren Sektoren σ′, σ′′ die Bögen σ′ ∩ C
und σ′′ ∩ C anliegend sind. Wenn für anliegende Winkel σ′ ∪ σ′′ nicht die

ganze Ebene ist, heißt der durch σ′ ∪ σ′′ eindeutig bestimmte Winkel der

durch Aneinanderlegen entstehende Winkel. Man hat heirdurch eine

partielle Addition von orientierten Winkeln mit gleichem Scheitel.

Definition:

Das Bogenmaß eines orientierten Winkels ({S1, S2} , σ) in einer Ebene Y

ist die Länge
_
σ= l(σ∩C) des Kreisbogens σ∩C, in welchem der Sektor σ den

Einheitskreis C in Y mit Mittelpunkt im Schenkel des Winkels schneidet.

Satz 13.48

(i) Orientierte Winkel sind genau dann kongruent, wenn sie gleiches Bo-

genmaß haben.

(ii) Die Zuordnung ({S1, S2} , σ) →_
σ definiert eine bijektive Abbildung

von der Menge der Kongruenzklassen orientierter Winkel auf das abge-

schlossene Intervall [0, 2π]. Diese Bijektion ist ordnungserhaltend und

mit der partiellen Addition verträglich.

Beweis:

Der Satz folgt unmittelbar aus 13.46 und 13.47.

Bemerkung:

(1) Das Bogenmaß eines Winkels ist eine Zahl 0 ≤ α ≤ 2π. Wie wir – hof-

fentlich – gezeigt haben, ist dies eine vollkommen natürliche Art der

Winkelmessung. Aus historischen und praktischen Gründen wurden

aber noch andere Arten der Winkelmessung eingeführt. Die Wichtigs-

te ist die Messung in Grad, Minuten und Sekunden. Dabei wird der

Kreisumfang, also 2π, in 360 gleiche Teile geteilt, die Grad genannt
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werden. Bei den Griechen hießen diese µoι̃ρα = Teil oder – bei

Ptolemäus – τµη̃µα, bei den Arabern daraga = Leiter, Stufe, wor-

aus dann lateinisch gradus = Schritt, Stufe wurde. Die Einteilung in

360 Grad geht auf die babylonische Astronomie zurück und wurde bei

den Griechen durch Hypsicles um 170 v. Chr. und Hipparch um

150 v. Chr. eingeführt. Der alexandrinische Mathematiker und Astro-

nom Klaudius Ptolemäus (etwa 100-178 n. Chr.) benutzt in seinem

Almagest, einer großen Zusammenstellung seines trigonometrischen

und astronomischen Lehrgebäudes, eine wahrscheinlich auch auf Baby-

lon zurückgehende Verfeinerung der Gradeinteilung. Im ersten Schritt

wird jeder Grad in 60 gleiche kleine Teile unterteilt (lateinisch später:

partes minutae primae = erste kleine Teile). Im zweiten Schritt wird

dann jeder dieser kleinen Teile noch einmal in 60 gleiche Teile unter-

teilt (lateinisch später: partes minutae secundae = zweite kleine Teile).

Diese ersten und zweiten Teile wurden dann später einfach Minuten

und Sekunden genannt. Die Notation zur Angabe des Winkelmaßes in

Grad, Minuten und Sekunden besteht darin, die Zahl der Grade durch

einen hochgestellten kleinen Kreis zu kennzeichnen, die der Minuten

durch einen Strich und die der Sekunden durch einen hochgestellten

Doppelstrich. Zum Beispiel gilt:

π = 180◦ π
2 = 90◦ π

3 = 60◦ π
4 = 45◦

π
5 = 36◦ π

6 = 30◦ π
7 ≈ 25◦42′51′′

(2) Wir haben um der begrifflichen Klarheit willen deutlich zwischen ori-

entierten Winkeln, Kongruenzklassen von orientierten Winkeln und

dem Bogenmaß von orientierten Winkeln unterschieden. Im Folgenden

werden wir beim Operieren mit Winkeln in konkreten Situationen die-

se zu einer schwerfälligen Ausdrucksweise führende Präzision aufgeben

und – dem allgemeinen Gebrauche folgend – ungenau aber einfach alle

drei Objekte Winkel nennen. Statt von einem orientierten Winkel mit

Bogenmaß α = π
3 sprechen wir also z.B. von einem Winkel α von 60◦

oder von einem Winkel α = 60◦ oder von einem Winkel α = π
3 .
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Proposition 13.49

Zu jedem orientierten Winkel ({S1, S2} , σ) in einer Ebene Y existiert ein

eindeutig bestimmter Strahl S in σ mit dem Scheitel des Winkels als Aus-

gangspunkt, so dass für die in σ enthaltenen Sektoren σ′ von {S1, S} und σ′′

von {S, S2} gilt
_
σ
′′
=
_
σ
′′
= 1

2

_
σ . Der Sektor σ entsteht durch Aneinanderlegen

der Sektoren σ′ und σ′′.

Beweis:

C sei der Einheitskreis in Y um den Scheitelpunkt. Der Kreisbogen σ ∩ C
wird wegen 13.41 durch einen eindeutig bestimmten Punkt z̃ in zwei Bögen

C ′ und C ′′ von gleicher Länge zerlegt, die z̃ und die Schnittpunkte x, y von

S1, S2 mit C als Endpunkte haben. Aus 13.47 folgt, dass der Strahl S durch z̃

die gesuchten Eigenschaften hat und σ′, σ′′ die zu C ′, C ′′ gehörigen Sektoren

sind.

Zusatz:

Ist der Sektor σ konvex und keine Ebene oder Halbebene, so ist S der vom

Scheitel ausgehende Strahl durch den Mittelpunkt z der Sehne zu dem Bogen

σ ∩ C.

Beweis:

Man betrachte die Figur auf der folgenden Seite. O.B.d.A. sei x 6= y. Aus

der Konvexität von σ folgt, dass [x, y] in σ liegt und von S in einem Punkt

z getroffen wird. Weil die Bögen C ′ und C ′′ gleiche Länge haben, sind sie

kongruent, und ihre Sehnen [x, z̃] und [y, z̃] haben auch gleiche Länge. Die

Dreiecke mit den Ecken o, x, z̃ und o, y, z̃ haben also gleiche Seiten. Es gibt

also eine Isometrie mit ϕ(o) = o, ϕ(z̃) = z̃ und ϕ(x) = y. Es gilt S ⊂ Fix ϕ,

also ϕ(z) = z, also ϕ ([x, z)] = [y, z] und damit l ([x, z)] = l ([y, z)].

Definition:

Der Strahl, der einen orientierten Winkel wie in Proposition 13.49 in zwei

Winkel mit gleichem Bogenmaß zerlegt, heißt winkelhalbierender Strahl

zu dem gegebenen Winkel.

Bemerkung: Die ersten drei Konstruktionen in den Elementen des Eu-

klid sind die Propositionenen 1, 9 und 10 in seinem Buch 1, die bei ihm in
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dieser Reihenfolge aufeinander aufbauen: Konstruktion eines gleichseitigen

Dreiecks mit gegebener Seite, Halbierung eines gegebenen Winkels, Halbie-

rung einer gegebenen Strecke. Die Winkelmessung durch Bogenmaß oder

Grad kommt bei Euklid noch nicht vor – die Trigonometrie entwickelte sich,

wie bereits angedeutet, erst später. Jedoch gibt es bei Euklid in Buch 1, De-

finitionen 10, 11, 12 bereits die Definition von spitzen, rechten und stumpfen

Winkeln mit Hilfe der – natürlich nicht explizit definierten – Teilordnungs-

relation für Winkel. Die Unterscheidung dieser drei Arten von Winkeln ist

älter. In Platons
”
Politeia“ (Buch VI, 510) erwähnt Sokrates sie als Beispiele

für grundlegende Begriffe, von denen die Geometer bei ihren Untersuchun-

gen als gegeben ausgehen:
”
Sie nehmen es einfach an, als ob sie sich über

diese Dinge im Klaren wären, und halten es nicht für nötig, sich und anderen

Rechenschaft über etwas zu geben, was jedem deutlich sei.“

Definition:

Ein orientierter Winkel mit Bogenmaß α heißt

spitz, wenn 0 ≤ α < π
2 ,

recht, wenn α = π
2 ,

stumpf, wenn π
2 < α < π,

gestreckt, wenn α = π,

überstumpf, wenn π < α < 2π,

Perigonwinkel, wenn α = 2π.

Die überstumpfen Winkel sind genau die mit nicht konvexem Sektor.

Definition:

Zwei anliegende orientierte Winkel heißen komplementär oder auch Kom-
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plementwinkel voneinander, wenn der durch Aneinanderlegen entstehende

Winkel ein rechter Winkel ist. Sie heißen supplementär oder auch Neben-

winkel, wenn der durch Aneinanderlegen entstehende Winkel gestreckt ist.

Zwei orientierte Winkel mit dem gleichem Scheitel heißen Scheitelwinkel

voneinander, wenn sie durch die Inversion am Zentrum im Scheitel ineinan-

der überführt werden.

Haben zwei anliegende orientierte Winkel die Bogenmaße α und β, so gilt

α+ β = π
2 für komplementäre Winkel, α+ β = π für supplementäre Winkel

und α+ β = 2π für entgegengesetzt orientierte Winkel.

Proposition 13.50

Ein orientierter Winkel ist gestreckt, das heißt: hat Bogenmaß π, genau wenn

seine Schenkel entgegengesetzt sind.

Definition:

Zwei vom gleichen Punkt ausgehende Halbgeraden S1, S2 sind zueinander

orthogonal - in Zeichen S1 ⊥ S2 –, wenn die zugehörigen Geraden zuein-

ander orthogonal sind.

Proposition 13.51

Ein orientierter Winkel ({S1, S2} , σ) ist ein rechter Winkel genau wenn gilt:

S1 ⊥ S2 und σ ist konvex.

Beweis:

({S1, S2} , σ) sei ein orientierter Winkel in der Ebene Y und Li die zu Si

gehörende Gerade sowie si die Spiegelung von Y an Li, i = 1, 2. Der Winkel

sei ein rechter Winkel. Dann sieht man sofort, dass s1 den Winkel in einen

Nebenwinkel ({S1, S
′
2} , σ′) überführt. Aus 13.50 folgt L2 = S2 ∪S′2. Daraus

folgt s1 (L2) = L2 und somit folgt wie behauptet L1 ⊥ L2, denn
−→
L1 bzw.

−→
L2 sind Eigenräume zum Eigenwert 1 bzw. -1 für den linearen Anteil λ(s1)

von s1, und die zu verschiedenen Eigenwerten gehörigen Eigenräume einer

orthogonalen Transformation stehen nach II.12.58 aufeinander senkrecht.

Dass σ konvex ist, ist klar: nur die überstumpfen Winkel haben nicht

konvexe Sektoren.
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Nun sei umgekehrt S1 ⊥ S2 und σ konvex. Dann folgt wieder mit 13.50, dass

s1 den Winkel in einen Nebenwinkel überführt. Aus
_
σ +

_
σ
′
= π und

_
σ=

_
σ
′

folgt
_
σ= π

2 , und das war zu zeigen.

Nachdem wir für orientierte Winkel die grundlegenden Definitionen ein-

geführt haben, ist es nicht schwierig, sich zu überlegen, was von diesen

Definitionen für Winkel {S1, S2} ohne Orientierung übrig bleibt. Wir be-

schränken uns auf die wichtigste Frage, die nach dem Bogenmaß. Ist Y

eine {S1, S2} enthaltende Ebene und sind σ, σ′ die Sektoren von Y zu

{S1, S2}, dann sind die Bogenmaße der orientierten Winkel ({S1, S2} , σ)

und ({S1, S2} , σ′) zwei Zahlen α, α′ ∈ [0, 2π] mit α + α′ = 2π. Von diesen

Zahlen liegt notwendigerweise die eine in [0, π], die andere in [π, 2π]. Gilt

α = α′ = π, so ist {S1, S2} ein gestreckter Winkel, die beiden Sektoren σ und

σ′ sind Halbebenen, und keiner ist ausgezeichnet. Andernfalls ist ein Sektor

als der innere ausgezeichnet, und zu ihm gehört die Bogenlänge α ∈ [0, π].

Diese Zahl hängt nur von {S1, S2} ab.

Definition:

Die Bogenlänge des nichtorientierten Winkels {S1, S2} ist die Bogenlänge

α eines orientierten Winkels ({S1, S2} , σ) mit α ∈ [0, π].

An diesem Punkt erscheint es mir sehr nützlich, sich möglichst anschaulich

klar zu machen, welche Beziehung zwischen orientierten und nichtorientier-

ten Winkeln besteht, und zwar nicht zwischen einzelnen Winkeln, sondern

zwischen den Mengen aller derartigen Winkel in einer festen Ebene mit ei-

nem festen Scheitelpunkt. Durch die folgende Proposition verschaffen wir

uns für diese Mengen von Winkeln ganz einfache geometrische Modelle. Wir

werden dabei auf das berühmte Möbius-Band stoßen, das 1858 etwa gleich-

zeitig von Listing und Möbius entdeckt wurde, wobei möglicherweise bei-

de von Gauß beeinflußt waren. Möbius stellte die grundlegende Rolle dieser

Fläche dar in seinem
”
Mémoire sur les polyèdres“ für den Wettbewerb um

den Grand Prix de mathématiques de 1861 de l’académie des sciences de

Paris und in §11 seiner Arbeit
”
Über die Bestimmung des Inhaltes eines Po-

lyeders“ Ber. Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, 17 (1865), pp. 31–68 [25].
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Proposition 13.52

Es sei

M̃σ
��

φ //

π

��

C × [0, 2π]

ρ

��

τ

��

M
ψ // C × [0, 2π] /τ

das wie folgt definierte Diagramm von Mengen und Abbildungen:

(a) M̃ = Menge aller orientieren Winkel in der Ebene X mit Scheitel o.

(b) M = Menge aller Winkel in X mit Scheitel o.

(c) C × [0, 2π] = Produkt von Einheitskreis C in X um o und Intervall

[0, 2π].

(d) C × [0, 2π] /τ = Quotientenmenge bezüglich der Äquivalenz

(x, α) ∼ τ(x, α).

(e) τ = τ1 × τ2, wo τ1 : C → C Involution mit Zentrum o und

τ2 : [0, 2π]→ [0, 2π] Involution mit Zentrum π.

(f) σ : M̃ → M̃ die Involution, welche die Orientierung der Winkel umkehrt.

(g) π : M̃ →M vergisst die Orientierung.

(h) ρ ist die Restklassenabbildung.

(i) φ : M̃ → C × [0, 2π] ordnet jedem orientierten Winkel das Paar (ξ, α)

zu, wo α das Bogenmaß ist und ξ der Schnittpunkt von C mit dem

winkelhalbierenden Strahl.

(j) ψ ist die durch φ induzierte Abbildung.

Dann gilt:

(i) Das oben definierte Diagramm ist kommutativ.

(ii) Die Abbildungen φ und ψ sind bijektiv.

(iii) Die Abbildungen π und ρ sind
”
zweiblättrige Überlagerungen“:

das Urbild jedes Punktes besteht aus zwei Punkten.

(iv) σ und τ sind die zu π und ρ gehörigen
”
Decktransformationen“,

d. h. die Abbildungen, welche die beiden Punkte in jeder Faser von π

bzw. ρ vertauschen.
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Beweis:

Die einzige nicht ganz triviale Aussage ist die Bijektivität von φ. Die Um-

kehrabbildung φ−1 ordnet (ξ, α) den orientierten Winkel zu, der durch An-

einanderlegen derjenigen beiden orientierten Winkel mit Bogenmaß α/2 ent-

steht, deren einer Schenkel durch ξ geht. Die Einzelheiten des Beweises lassen

sich elementar mit Hilfe der bereits bewiesenen Resultate ausfüllen.

Die gerade bewiesene Proposition hat trotz der sehr technisch scheinen-

den Formulierung eine sehr anschauliche Bedeutung, die durch die folgende

Zeichnungen, Erläuterungen und Zusätze verdeutlicht werden soll. C×[0, 2π]

ist ein zylindrisches Band mit Rand.

Bei geeigneter Einbettung dieses Zylinders in R3 wird die Involution durch

die Inversion am Nullpunkt induziert. Der Quotient C × [0, 2π] /τ ist – per

definitionem – das Möbiusband.

Man kann es, und diese Konstruktion ist vielleicht manchem geläufiger,

auch wie folgt beschreiben: Man identifiziert einen Halbkreis C ′ ⊂ C mittels

Parametrisierung durch die Bogenlänge mit dem Intervall [0, π]. Dann iden-

tifiziert sich C× [0, 2π] /τ kanonisch mit dem Quotienten [0, π]× [0, 2π] / ∼,

wo ∼ die Äquivalenzrelation ist, die durch (0, α) ∼ (π, τ2(α)) induziert wird.

Anschaulich gesprochen: Man erhält das Möbiusband aus dem Streifen

[0, π]× [0, 2π], indem man die Enden {0} × [0, 2π] und {π} × [0, 2π] mittels

τ2 ”
verdreht“ miteinander verklebt.
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Das Resultat ist ein einseitiges, nicht orientierbares, über der Kreislinie in

Strecken gefasertes Band, dessen Rand aus einer einzigen Kreislinie besteht.

Die anschauliche Beschreibung der Konstruktion des Möbiusbandes durch

die Worte
”
verdreht miteinander verkleben“ suggeriert mehr als die ma-

thematische Operation der Identifikation der Enden, nämlich eine im

Raum ablaufende Operation, deren Resultat das Möbiusband als ein im

3-dimensionalen Raum eingebettetes Gebilde ist. Man muß jedoch begriff-

lich sorgfältig zwischen einer abstrakten Fläche an sich und einer Einbettung

einer solchen Fläche in einen anderen Raum unterscheiden. Wir wollen das

am Beispiel des Zylinders und des Möbiusbandes erläutern. Da τ2
2 = 1 ist,

gilt τk2 = 1 oder τk2 = τ2, je nachdem, ob k gerade oder ungerade ist. Iden-

tifiziert man also die beiden Enden des Streifens [0, π] × [0, 2π] mittels τk2 ,

so erhält man für gerades k den Zylinder, für ungerades k das Möbiusband.

Das folgende Bild zeigt z. B. Einbettungen des Zylinders für k = 0, 2, 4.

Bettet man den Streifen also im R3 ein und erzeugt den Zylinder bzw. das

Möbiusband, indem man k mal verdreht verklebt, so erhält man für gerades

k ∈ Z lauter wesentlich verschiedene Einbettungen des Zylinders und für

ungerades k verschiedene Einbettungen des Möbiusbandes. (Verschiedene

Vorzeichen von k bedeuten verschiedenen Drehsinn beim Verdrillen.) Was
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”
wesentlich verschieden“ für Einbettungen heißt, soll hier nicht genau

definiert werden, aber es ist klar, dass man Einbettungen, die sich stetig

durch eine 1-Parameterfamilie von Einbettungen ineinander überführen

lassen, nicht als wesentlich verschieden ansehen wird. Dass die obigen Ein-

bettungen des Zylinders für alle k = 2m verschieden sind, sieht man daran,

dass bei der k-ten die beiden Randlinien m-mal miteinander verschlungen

sind. Daher erhält man beim Aufschneiden längs der Mittellinie zwei m-fach

verschlungene zylindrische Stücke, die sich nur für m = 0 voneinander

trennen lassen.

Wir wollen uns jetzt die zweifache Überlagerung ρ des Zylinders möglichst

anschaulich räumlich vorstellen, und zwar so, dass das Möbiusband mit der

zu k = 1 gehörigen, also einfachsten Einbettung im Raume liegt und der

Zylinder irgendwie diese Fläche zweifach überlagert. Dazu muß man für den

Zylinder eine zu k = 4 gehörige Einbettung wählen. Es ist nicht ganz einfach,

sich diese Überlagerung auf einen Schlag vorzustellen. Die Figuren 1 bis 4

auf der folgenden Bildseite zeigen, wie man vorgeht. Figur 1 zeigt das im

R3 eingebettete Möbiusband. Figur 2 entsteht aus Figur 1, indem man das

Möbiusband
”
verdickt“. Man betrachtet in jedem Punkt x des Möbiusbandes

die
”
Normale“, d. h. die Gerade durch x senkrecht zur Tangentialebene, und

auf dieser Normalen ein 2ε-Intervall mit Mittelpunkt x.

Die Vereinigung dieser Intervalle ist das
”
verdickte“ Möbiusband. Figur

3 zeigt einen Teil der Oberfläche des verdickten Möbiusbandes, nämlich

die Fläche, die aus den Randpunkten der ε-Intervalle besteht. Diese Fläche

ist ein Zylinder, der in R3 so eingebettet ist, dass die Randlinien zweifach

miteinander verschlungen sind, also k = 4. Durch Projektion längs der

Normalen bildet sich diese Fläche auf das Möbiusband ab, und diese

Abbildung ist offensichtlich eine zweifache Überlagerung. Figur 4 zeigt

– schraffiert – das Möbiusband und – nicht schraffiert – den zweifach

überlagernden Zylinder. Figur 5 schließlich zeigt die Fläche, die entsteht,

wenn man ein Möbiusband längs der Mittellinie aufschneidet. Es ist wieder

ein Zylinder, der mit zweifacher Verschlingung der Randlinien eingebettet

ist.
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Geometrische Interpretation: Die Mittellinie des Möbiusbandes parametri-

siert die gestreckten Winkel, für die ja beide Sektoren gleichberechtigt sind.

Entfernt man diese, so kann man für die übrigen Winkel eindeutig einen Sek-

tor auszeichnen, z. B. den Inneren. Bei den Einbettungen der Figur 4 sieht

das so aus: Durch das Entfernen der Mittellinie ist die entstehende Fläche

ein Zylinder, also insbesondere orientierbar. Deswegen kann man eine der

beiden Normalenrichtungen auszeichnen und dementsprechend jedem Punkt

des aufgeschnittenen Möbiusbandes einen eindeutig bestimmten Punkt der

zweifachen Überlagerungsfläche zuordnen. Als Bild erhält man eine der bei-

den Zusammenhangskomponenten, in die der Zylinder beim Aufschneiden

längs der Mittellinie zerfällt: C × [0, π) bei Auszeichnung des inneren und

C × (π, 2π] bei Auszeichnung des äußeren Sektors.



Kapitel 13.3 89

Figur 1 Figur 2

Figur 3 Figur 4

Figur 5
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Zusatz zu 13.52

Die orthogonale Gruppe der Ebene operiert kanonisch auf M und M̃ sowie C

und trivial auf [0, 2π], also auch auf C×[0, 2π] sowie C×[0, 2π] /τ . Die Abbil-

dungen des Diagramms sind mit dieser Operation verträglich. Insbesondere

sind die Orbits der orthogonalen Gruppe im Zylinder C × [0, 2π] die Kreise

C × {α} mit α ∈ [0, 2π], und die Komposition von ϕ : M̃ → C × [0, 2π] mit

der Projektion C×[0, 2π]→ [0, 2π] induziert die bijektive Abbildung von der

Menge der Kongruenzklassen orientierter Winkel auf [0, 2π] durch das Bo-

genmaß. Die Orbits der orthogonalen Gruppe im Möbiusband C × [0, 2π] /τ

sind alle homöomorph zu Kreislinien. Über der Mittellinie liegt ein Orbit im

Zylinder, der die Mittellinie zweifach überlagert. Über allen anderen Orbits

des Möbiusbandes liegen zwei Zylinderorbits C × {α} und C × {2π − α},
die einzeln genommen durch ψ bijektiv auf den Orbit im Möbiusband abge-

bildet werden. Projeziert man das Möbiusband auf seine Mittellinie, dann

überlagern alle von der Mittellinie verschiedenen Orbits die Mittellinie zwei-

fach.

Wir haben – und das ist natürlich – die Messung von Winkeln mit Hilfe

der Bogenlänge definiert. Nun ist aber der Begriff der Kurvenlänge ein

nicht ganz leicht mathematisch streng zu fassender Begriff – genauer

gesagt, er war es nicht zum Zeitpunkt der Entstehung der Trigonometrie.

Darüber hinaus ist die Messung von Winkeln durch die Bogenlänge vom

konstruktiv-geometrischen Standpunkt aus problematisch. Wenn man

nämlich verlangt, zu einer beliebig gegebenen geraden Strecke von einer

Länge 0 ≤ α ≤ 2π einen Einheitskreisbogen mit dieser Länge exakt zu

konstruieren, und zwar mit Zirkel und Lineal zu konstruieren, dann ist die

Problem unlösbar. Schon das Problem, einen Kreisbogen der Länge 2π
7 ,

d. h. ein regelmäßiges Siebeneck, mit Zirkel und Lineal zu konstruieren, ist

unlösbar, wie C. F. Gauß gezeigt hat. Die Bogenlänge bestimmt zwar den

Winkel eindeutig bis auf Kongruenz, aber aus diesem Datum ist der Winkel

nicht im obigen Sinne konstruierbar.

Es liegt daher nahe, andere geometrische Daten zu suchen, die den Winkel

bestimmen und aus denen der Winkel wirklich konstruiert werden kann. Ein
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solches Datum ist der Kreisbogen selbst (13.47), aber das ist zu tautologisch.

Wir suchen deshalb ein weiteres Datum. Ein solches liegt aber auf der Hand:

die zu dem Kreisbogen gehörige Sehne. Ihre Länge, die nur von der Länge

des Kreisbogens abhängt, ist ein Maß für den Winkel.

Definition:

Die Sehne s(α) von α ∈ [0, 2π] ist die Länge der Sehne eines Kreisbogens

der Länge α auf einem Kreis vom Radius 1.

Durch α 7→ s(α) wird eine Funktion s : [0, 2π] → [0, 2] definiert. Ihre

Beschränkung s : [0, π] → [0, 2] ist offenbar bijektiv, und daher ist die

Sehne in der Tat ein brauchbares Maß für Winkel, die nicht überstumpf

sind. Darüber hinaus liegt die Konstruktion eines Bogens mit gegebenem

Anfangspunkt x und gegebener Sehnenlänge s < 2 auf einem Einheitskreis

C auf der Hand. Als Endpunkt hat man einen der beiden Schnittpunkte

von C mit dem Kreis vom Radius s um x.

Dieses Maß von Winkeln durch die Sehnen wurde schon in den Anfängen der Tri-

gonometrie benutzt. Die griechischen Mathematiker und Astronomen Hipparch

(um 161–126 v. Chr.) und Menelaus von Alexandrien (um 100 n. Chr.) schrieben

Bücher über die Berechnung von Sehnentafeln für Winkel α von 0 bis 180°in Schrit-

ten von 30’, die sich bei späterer Nachprüfung auf genau bis auf 5 Dezimalstellen

erwies. Die indischen Mathematier berechneten später ebenfalls derartige Tabellen,

so in den Sûrya Siddhânta (um 400 n. Chr.), bei Āryabhat.t.a (um 510 n. Chr.) und

Bhâskara (um 1150). Ein Schritt bei der Berechnung bestand darin, aus bereits

bekannten Werten s(α), z. B. für α = 60°, die Sehne s(α/2) des halben Bogens zu

berechnen. Dazu benutzte man wahrscheinlich eine Vorschrift ähnlich der Formel

13.37 (ii). Die Inder erkannten dabei wohl, dass es für die Rechnungen vorteilhaft

ist, nicht s(α) als Funktion von α zu benutzen, sondern 1
2s(2α), die halbe Sehne

des doppelten Bogens. Die größere Einfachheit der Rechnung wird dann ganz ex-

plizit von den arabischen Mathematikern als Grund für den Übergang von s(α) zu

1
2s(2α) angegeben, so von Muhammed ibn Dschâbir ibn Sinân Abu ‘Abdallah al

Battan̂ı (um 878–918). Āryabhat.t.a hatte für die Sehne das gleichbedeutende Wort

”
jva“ oder

”
ĵıva“, für die halbe Sehne

”
ardhajya“, woraus durch Weglassen wieder
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”
jiva“ wurde. Daraus wurde bei den Arabern das phonetisch abgeleitete, im Arabi-

schen bedeutungslose Wort
”
dscĥıba“. Die Konsonanten dieses Wortes lassen aber

auch die Lesart
”
dschaib“ zu. Dies arabische Wort bedeutet

”
Busen“ oder

”
Brust“

oder
”
Bucht“, und daraus wurde dann in der lateinischen Übersetzung durch Ger-

hard von Cremona lateinisch sinus (= Krümmung, Biegung, Rundung, Bogen,

Meerbusen, Bucht, Gewandbausch, Busen).

Definition:

Für 0 ≤ α ≤ π ist der Sinus von α definiert als

sin(α) :=
1

2
s(2α) ,

also als die halbe Sehne des doppelten Bogens.

Dies ist der historische Ursprung der sinus-Funktion und ihres Namens. Die anderen

trigonometrischen Funktionen kamen später dazu, erst als auch noch betrachtete

Größen, dann in Form von Tabellen und als wohldefinierte Funktionen der Winkel,

schließlich mit ihrem heutigen Namen und Symbolen. Der cosinus kommt der Sa-

che nach auch schon bei Āryabhat.t.a vor; der Name bedeutet sinus complementi =

sinus der Komplementwinkels und stammt von Edmund Gunter 1620 (in der Form

co.sinus) bzw. John Newton 1658 (in seiner heutigen Form cosinus). Tangens und

catangens treten ebenso wie secans und cosecans spätestens bei al Battan̂ı und bei

Abû’l Wafâ Muhammed ibn Muhammed ibn Jahjâ ibn Isma ‘̂ıl ibn Al-‘Abbas

Albûzdschân̂ı (940–998) auf. Dort heißen tangens und cotangens (in späterer la-

teinischer Übersetzung)
”
umbra versa“ und

”
umbra recta“, womuit das praktische

Motiv für ihre Einführung angedeutet ist. Die Namen
”
tangens“ und

”
secans“
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wurden von in seiner
”
geometria rotundi“ 1583 eingeführt. Die Bedeutung dieser

Namen entnimmt man leicht der folgenden Figur, in welcher der Kreis den Ra-

dius 1 hat. Lateinisch tangens bedeutet berührend, secans schneidend. Der Name

cotangens, 1620 von Gunter eingeführt, bedeutet natürlich tangens complementi.

Die obige Definition des sinus ist in dieser Form zunächst nur für α ∈ [0, π]

möglich, da für α > π bei Verdoppelung 2α > 2π gelten würde, während

die Kreisbögen auf dem Einheitskreis eine Länge ≤ 2π haben. Natürlich

könnte man dem dadurch abhelfen, dass man statt der unparametrisierten

Kreisbögen parametrisierte Kurven benutzt, die dann beliebige Länge haben

können.

Um im bisherigen Rahmen zu bleiben, wählen wir stattdessen die folgende

endgültige Definition für die reellen trigonometrischen Funktionen.

Definition:

Die trigonometrischen Funktionen sinus, cosinus, tangens, cotan-

gens, secans und cosecans sind auf R definierte Funktionen mit Werten

in R ∪ {∞} und einer Periode 2π, die für Argumente α ∈ [0, 2π] wie folgt

definiert sind.

Es sei C der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (0, 0) in der euklidi-

schen Standardebene R2 und α 7→ (x(α), y(α)) die eindeutig bestimmte

Parametrisierung von C durch die Bogenlänge mit (x(0), y(0)) = (1, 0) und

(x(π2 ), y(π2 )) = (0, 1). Dann gilt per definitionem:

Bemerkungen:

(1) Aus der Definition folgt unmittelbar:

(sinα)2 + (cosα)2 = 1
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sinα = y(α)

cosα = x(α)

tanα = y(α)/x(α)

cotα = x(α)/y(α)

secα = 1/x(α)

cosecα = 1/y(α)

(2) Die Definition der sechs trigonometrischen Funktionen würde noch etwas sym-

metrischer erscheinen, wenn man statt des Einheitskreises einen Kreis von beliebi-

gem Radius r parametrisieren würde. Dann wären die Funktionen durch die sechs

möglichen Quotienten aus x, y, r definiert, also x/r, y/r, y/x, x/y, r/x, r/y.

(3) Wir haben eine Definition der trigonometrischen Funktionen gegeben, die sich

in natürlicher Weise aus elementaren Grundbegriffen der euklidischen Geometrie

wie Kreis, Kreisbogen, Strecke, Sehne und Winkel und aus dem Begriff der Kur-

venlänge ergibt, und wir haben mit dieser Darstellung hinsichtlich der Definitionen

in etwa die historische Entwicklung bis zur Entstehung der Infinitesimalrechnung

nachgezeichnet. Was nun die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen be-

trifft, so waren diejenigen, welche sich ohne Inifinitesimalrechnung formulieren las-

sen, schon früh bekannt. Die wichtigste, das Additionstheorem für den sinus, war

vermutlich schon Hipparch, mit Sicherheit aber Ptolemäus bekannt als Regel für die

Berechnung der Sehne s(α + β) eines zusammengesetzten Bogens aus den Sehnen

s(α) und s(β) der Teilbögen. Aus diesem elementargeometrisch beweisbaren Addi-

tionstheorem kann man auf verschiedene Weise die Potenzreihenentwicklungen der

trigonometrischen Funktionen und andere analytische Eigenschaften ableiten, z. B.

indem man zunächst aus elementaren Abschätzungen

lim
t→0

sin t

t
= 1 und lim

t→0

cos t

t
= 0

beweist und dann mittels der Additionstheoreme die Ableitungen von sinus und

cosinus berechnet. Hier ist eine geringfügig andere Herleitung.
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Proposition 13.53 (Roger Cotes 1722)

d sin t

dt
= cos t

d cos t

dt
= − sin t

Beweis:

Es sei f : [0, 2π] → R2 die in der Definition der trigonometrischen Funk-

tionen verwendete Parametrisierung des Einheitskreises C nach der Bo-

genlänge, also f(t) = (cos t, sin t). Die Ableitung von f in t ist der Vektor

ḟ(t) =
(

d cos t
dt , d sin t

dt

)
. Nach Proposition 13.41 ist ḟ(t) der Tangentialvektor

von der Länge
∥∥ḟ(t)

∥∥ = 1 an C in Durchlaufsrichtung im Punkt (cos t, sin t).

Das ist aber gerade der Vektor (− sin t, cos t).

Satz 13.54 (Newton 1669)

sin t = t− t3

3!
+
t5

5!
− t7

7!
± . . .

cos t = 1− t2

2
+
t4

4!
− t6

6!
± . . .

Beweis:

Dies folgt, wie Euler in seinen institutiones calculi differentialis von 1755

bemerkt hat, aus 13.53 und der von Taylor 1715 gefundenen Darstellung von

Funktionen durch ihre
”
Taylorreihe“.

Man sieht leicht ein, dass die Reihen für sinus und cosinus ebenso wie die

von gefundene Reihe für die Exponentialfunktion

et = 1 + t+
t2

2
+
t3

3!
+
t4

4!
. . .
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für alle t in der komplexen Zahlenebene C konvergieren. Definiert man da-

durch sinus, cosinus und Exponentialfunktion als komplexwertige Funktio-

nen auf C, dann gilt für diese Funktionen die folgende grundlegende von

Euler entdeckte Beziehung:

Satz 13.55 (Euler 1743)

cos z =
eiz + e−iz

2
sin z =

eiz − e−iz
2i

Beweis: Koeffizientenvergleich der Reihen.

Satz 13.56 (Additionstheorem)

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

Beweis:

Dies folgt aus 13.55 und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

ez1+z2 = ez1 · ez2 , die man leicht aus der Reihenentwicklung ableitet.

Damit haben wir den Kreis geschlossen: Auf dem Umweg über die Analysis sind

wir wieder bei dem Satz angekommen, mit dem schon Ptolemäus seine Sehnentafel

berechnet hat. Damit wollen wir es bewenden lassen. All die vielen übrigen Formeln

für die trigonometrischen Funktionen findet man in den Formeltafeln oder leitet

sie leicht selbst ab, wenn man sie braucht.

Nach diesen geometrischen und analytischen Entwicklungen kehren wir

zurück zur linearen Algebra. Wir können nämlich nun, nachdem wir den

aus der Längenmessung, d. h. aus der Norm eines euklidischen Vektorrau-

mes entwickelten Begriff des Bogenmaßes von Winkeln und die trigonome-

trischen Funktionen zur Verfügung haben, auch das Skalarprodukt in dem

euklidischen Vektorraum geometrisch interpretieren. Es sei also V ein eukli-

discher Vektorraum mit der positiv definiten symmetrischen Bilinearform

〈·, ·〉. Natürlich können wir V mit dem zugehörigen euklidischen affinen

Raum A(V ) identifizieren. Daher sind die folgenden Definitionen sinnvoll.
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Definition:

V sei ein euklidischer Vektorraum und v, w ∈ V von Null verschiedene Vek-

toren. Dann ist der Winkel �(v, w) zwischen v und w das Bogenmaß des

Winkels {R+v,R+w}.

Proposition 13.57

Für das Skalarprodukt 〈v, w〉 von Vektoren 0 6= v, w ∈ V in einem euklidi-

schen Vektorraum (V, 〈·, ·〉) gilt:

〈v, w〉 = ‖v‖ · ‖w‖ · cos�(v, w)

Beweis:

Der Beweis ergibt sich trivial aus den Definitionen. Offenbar gibt es einen

Isomorphismus des n-dimensionalen euklidischen Vektorraums V mit dem

euklidischen Standardvektorraum Rn, welcher v
‖v‖ in den Standardbasisvek-

tor e1 überführt und w
‖w‖ in eine Linearkombination xe1 + ye2 der ersten

beiden Standardvektoren. Es gilt x2 + y2 = 1. Also entspricht w
‖w‖ einem

Punkt (x, y) auf dem Einheitskreis in R2 und v
‖v‖ dem Punkt (1, 0) auf die-

sem Kreis. Wir sind also in der Situation wie bei der Definition des cosinus.

Die Behauptung ergibt sich nun aus der Kette von trivialerweise geltenden

Gleichungen neben der veranschlichenden Figur auf der nächsten Seite. Da-

bei folgt (0) aus der Bilinearität des Skalarprodukts, (1) und (4) aus der

Isomorphie von V mit Rn, ferner (2) aus der Orthonormalität von e1, e2 und

(3) aus der Definition des cosinus.

(0) 〈v, w〉 = ‖v‖ · ‖w‖ ·
〈

v

‖v‖ ,
w

‖w‖

〉

(1)

〈
v

‖v‖ ,
w

‖w‖

〉
= 〈e1, xe1 + ye2〉

(2) 〈e1, xe1 + ye2〉 = x

(3) x = cos�(e1, xe1 + ye2)

(4) �(e1, xe1 + ye2) = �(v, w).
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Korollar 13.58

Bei der orthogonalen Zerlegung von w in eine Komponente w′ in Richtung

von v und eine Komponente w′′ orthogonal zu v gilt:

w′ = cos�(v, w) · ‖w‖ · v

‖v‖

Beweis:

Dies folgt 13.57 und w′ = 〈v,w〉
〈v,v〉 v.

Zusätzlich zu dem auf jedem euklidischen Vektorraum definierten inneren

Produkt 〈v, w〉 haben wir für Vektoren v, w im R3 früher auch ein äußeres

Produkt v×w definiert (Band 1, Aufgabe 39 § 10). Wir interpretieren diese

damals rein algebraische Definition jetzt geometrisch im Sinne der euklidi-

schen Geometrie.

Proposition 13.59

Das äußere Produkt v×w von Vektoren v, w im 3-dimensionalen euklidi-

schen Standardvektorraum R3 hat folgende charakteristische Eigenschaften:

(1) v × w ist orthogonal zu v und w,

(2) det(v, w, v × w) ≥ 0,

(3) ‖v × w‖ = ‖v‖ · ‖w‖ · sin�(v, w).

Beweis:

Die Behauptung folgt aus Band I, Aufgabe 39 zu § 10, und zwar (1) aus

(ix), (2) aus (vii) und (xiii) sowie (3) aus (xii) und 13.57.

Bemerkungen:

(1) Das äußere Produkt v×w lässt sich also wie folgt charakterisieren: Sind

v, w linear ahängig, so ist v×w = 0. Andernfalls ist v×w der eindeutig

bestimmte zu v und w senkrechte Vektor, dessen Länge ‖v × w‖ gleich

der Fläche des von v und w aufgespannten Parallelogramms ist und

der mit v und w in der Reihenfolge v, w, v × w eine positiv orientier-

te Basis bildet. Durch diese Bedingungen ist in jedem 3-dimensionalen

orientieren euklidischen Vektorraum eindeutig ein äußeres Produkt de-

finiert.
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(2) Aus 13.57 folgt natürlich sofort wieder die Cauchy-Schwarzsche Un-

gleichung 〈u, v〉 ≤ ‖u‖ · ‖v‖.

(3) Will man geometrische Überlegungen vermeiden und in möglichst analyti-

scher Weise von der linear-algebraischen Struktur des euklidischen Vektor-

raums ausgehen und die trigonometrischen Funktionen als aus der Analysis

bekannt voraussetzen – etwa als durch ihre Potenzreihe definiert –, dann kann

man 13.57 als Definition des Winkels �(v, w) auffassen:

�(v, w) = arccos
〈v, w〉
‖v‖ · ‖w‖

Natürlich scheint mir dies aber nicht zu sein, und vom historischen Stand-

punkt stellt es die Dinge noch mehr auf den Kopf als unsere Entwicklung der

euklidischen Geometrie aus dem Begriff des euklidischen Vektorraums.

(4) Zum Verhältnis von klassischer Geometrie und Theorie der Sesquilinearfor-

men und ihrer Invarianten sagt Bourbaki in seiner Geschichte der Mathematik

Folgendes:

”
Wenn auch dergestalt das Studium der Sesquilinearformen zu

einer immer größeren
’
Abstraktion‘ vorgetrieben wird, so hat es

sich doch als außerordentlich suggestiv erwiesen, die Terminolo-

gie, die im Falle der zwei- und dreidimensionalen Räume aus der

klassischen Geometrie herrührt, so wie sie ist, beizubehalten und

auf den n-dimensionalen Fall und sogar auf Räume unendlicher

Dimension auszudehnen. So ist die klassische Geometrie zwar als

autonome und lebendige Wissenschaft dahingegangen, aber sie lebt

weiter als unvergleichlich anpassungsfähige und bequeme Univer-

salsprache der zeitgenössischen Mathematik.“

Ich hoffe, dass die klassische Geometrie nicht nur als Sprache weiterlebt, und

dass wenigstens etwas von ihrem Geist und ihren Ideen in diesem Kapitel

sichtbar wird.

Die hier gegebene Darstellung der Winkelmessung in einem eukldischen affi-

nen Raum lässt diese als einen aus der Längenmessung abgeleiteten Begriff

erscheinen. Wir werden jedoch gleich sehen, dass sie für die Ähnlichkeitsre-



100 Winkel

lation genau so grundlegend ist wie die Längenmessung für die Kongruenz-

relation.

Definition:

E = (X,V, τ, 〈·, ·〉) sei ein euklidischer affiner Raum. Eine affine Abbildung

ϕ : X → X ist winkeltreu genau, wenn für jeden Winkel {S1, S2} in X der

Winkel {ϕ(S1), ϕ(S2)} das gleiche Bogenmaß hat wie {S1, S2}.

Satz 13.60

Die winkeltreuen affinen Abbildungen eines euklidischen affinen Raums X

auf sich selbst sind genau seine Ähnlichkeitstransformationen.

Beweis:

Dass alle Ähnlichkeitstransformationen winkeltreu sind, ist evident. Umge-

kehrt sei ϕ : X → X eine winkeltreue affine Abbildung und ψ : V → V der

zugehörige Linearteil. Offensichtlich genügt es, zu zeigen, dass es eine posi-

tive Konstante c mit ‖ψ(w)‖ = c ‖w‖ für alle 0 6= w ∈ V gibt. Da Isometrien

winkeltreue Ähnlichkeitstransformationen sind, können wir o.B.d.A. statt ψ

die Komposition von ψ mit einer geeigneten orthogonalen Transformation

betrachten. Wir können daher o.B.d.A. ein v ∈ V mit ‖v‖ = 1 so wählen

können, dass ϕ(v) = cv mit c > 0. Für jeden Vektor w sei w′ = cos�(v, w) ·
‖w‖ · v seine Komponente in Richtung v. Aus der Winkeltreue folgt sofort

ψ(w)′ = ψ(w′), also cos�(v, ψ(w)) · ‖ψ(w)‖ · v = cos�(v, w) · ‖w‖ · cv.

Wegen ψ(v) = cv mit c > 0 gilt �(v, ψ(w)) = �(ψ(v), ψ(w)) = �(v, w).

Es folgt ‖ψ(w)‖ = c ‖w‖, zunächst für w nicht orthogonal zu v, dann aus

Stetigkeitsgründen für alle w.

Bemerkung:

Der Beweis des vorstehenden Satzes ist trivial, weil wir nur affine lineare

Abbildungen betrachtet haben. Es gilt jedoch eine viel schönere, aber auch

schwerer zu beweisende Aussage, die auf Liouville zurückgeht.

Satz:

Die Ähnlichkeitstransformationen eines euklidischen affinen Raumes X der

Dimension n > 1 sind genau die winkeltreuen Diffeomorphismen von X auf

sich.
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Dabei kann man
”
Diffeomorphismen“ im Sinne von Ck-Diffeomorphismen

interpretieren, und der Satz gilt für jedes k ≥ 1. Für k = 1 und n > 2 ist der

Beweis sehr schwer. Einen auch nicht leichten Beweis für k = 4 und weitere

Literaturhinweise findet man in dem wunderschönen Buch von Berger, [6],

Satz 9.5.4.

Die einfache Grundfigur, die wir in diesem Abschnitt eingeführt haben, ist

die der Halbebene. Als Durchschnitt von zwei Halbebenen erhielten wir die

nächst einfache Figur des konvexen Winkelsektors. Gehen wir noch einen

Schritt weiter und bringen drei Halbebenen zum Schnitt, dann führt uns

dies zu einer von verschiedenen möglichen Definitionen eines Dreiecks.

Definition:

Ein Dreieck in einer euklidischen affinen Ebene X ist eine beschränkte Teil-

menge von X, welche der Durchschnitt von drei abgeschlossenen Halbebenen

ist, deren zugehörige offene Halbebenen einen nicht leeren Durchschnitt ha-

ben.

Proposition 13.61

In der euklidischen affinen Ebene X seien L1, L2, L3 drei Geraden und

H+
i , H

−
i bzw. H̊+

i , H̊
−
i die zugehörigen abgeschlossenen bzw. offenen Halb-

ebenen. 4 = H+
1 ∩H+

2 ∩H+
3 sei beschränkt und 4̊ = H̊+

1 ∩ H̊+
2 ∩ H̊+

3 nicht

leer. Dann gilt:

(i) Die Gerade L1, L2, L3 sind paarweise nicht parallel, insbesondere paar-

weise verschieden.

(ii) Die drei Schnittpunkte xi = Lj ∩Lk, wo (i, j, k) eine Permutation von

{1, 2, 3} ist, sind nicht kollinear, insbesondere paarweise verschieden.

(3) Li ∩4 = [xj , xk]

(iv) ∂4 := 4 \ 4̊ = [x1, x2] ∪ [x2, x3] ∪ [x3, x1].

(v) Zu x ∈ 4 gibt es genau dann eine Gerade L in X mit L ∩ 4 = {x},
wenn x ∈ {x1, x2, x3}.
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Beweis:

(i) Wären z. B. L1 und L2 parallel, dann wäre entweder H̊+
1 ∩ H̊+

2 = ∅
im Widerspruch zu 4̊ 6= ∅, oder H+

1 ∩H+
2 enthielte eine Gerade, und

dann enthielte 4 eine Halbgerade und wäre nicht beschränkt.

(ii) Wegen (i) braucht man nur den Fall x1 = x2 = x3 auszuschließen.

Aber in diesem Fall wäre 4 ein Winkelsektor, also nicht beschränkt.

(iii) Die Aussage folgt leicht aus Li ∩4 = Li ∩H+
j ∩H+

k .

(iv) Die Aussage folgt trivial aus (iii).

(v) xi ist der Scheitelpunkt des äußeren Winkelsektors H−j ∪ H−k . Für

jede in demselben enthaltende Gerade L 6= Lj , Lk mit xi ∈ L gilt

L ∩ 4 = {xi}. Umgekehrt sei L eine Gerade mit L ∩ 4 = {x}. Man

sieht wegen (iv) leicht, dass aus x /∈ {x1, x2, x3} dann L∩4̊ 6= ∅ folgen

würde, im Widerspruch zu L ∩4 = {x}.

Bemerkungen:

(i) Man zeigt leicht, dass 4 die abgeschlossene Hülle von 4̊ ist und ∂4
der Rand, d. h. ∂4 = 4∩X \ 4.

(ii) Die gerade bewiesene Proposition zeigt, dass die Punkte xi, die Gera-

den Li und die Strecken [xi, xj ] durch 4 eindeutig bestimmt sind, so

dass die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition:

4 sei ein Dreieck in der euklidischen affinen Ebene X, und x1, x2, x3 ∈ X
die durch 4 eindeutig bestimmten Punkte wie in Proposition 13.61.
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(i) x1, x2, x3 heißen die Eckpunkte von 4.

(ii) [x1, x2] , [x2, x3] , [x3, x1] heißen die Seiten von 4.

(iii) ∂4 = [x1, x2] ∪ [x2, x3] ∪ [x3, x1] heißt der Rand von 4.

(iv) 4̊ = 4 \ ∂4 heißt das Innere von 4.

(v) Die durch den inneren Sektor orientierten Winkel xixjxk heißen die

Winkel von 4.

Soweit keine Verwechslungen zu befürchten sind, werden wir im Sinne der

früher vereinbarten Sprachregelung auch die Längen l [xi, xj ] als
”
Seiten“

von 4 bezeichnen und die Bogenmaße der Winkel xixjxk als
”
Winkel“ von

4.

Notation

Die klassische Bezeichnungsweise für die Bestimmungsstücke von Dreiecken

ist A,B,C für die Ecken, α, β, γ für die Winkel mit Scheitel A,B,C und

a, b, c für die A,B,C gegenüberliegenden Seiten.

Wir bemerken, dass jede Bezeichnung der Ecken von 4, ob sie nun durch

A,B,C oder x1, x2, x3 oder sonstwie erfolgt, zu der Figur 4, die ja ein-

fach als Teilmenge der Ebene definiert ist, etwas hinzufügt, nämlich eine

Numerierung der aus drei Punkten bestehenden Eckenmenge von 4.

Definition:

Ein orientiertes Dreieck ist ein Dreieck zusammen mit einer Numerierung

der Ecken.

Die Unterscheidung zwischen orientierten und nicht orientierten Dreiecken ist

durchaus keine Haarspalterei. Bei der Beschreibung der Kongruenzklassen von
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Dreiecken erfordert nämlich die methodische Sauberkeit, die Klassen von nicht-

orientierten Dreiecken durch Daten zu beschreiben, die nicht von der Orientie-

rung abhängen, während für die Klassen orientierter Dreiecke selbstverständlich

orientierungsabhängige Daten verwendet werden dürfen. Ein Beispiel für ein orien-

tierungsabhängiges Datum ist das geordnete Tripel der Seitenlängen (a, b, c). Das

entsprechende orientierungsunabhängige Datum wäre das ungeordnete Tripel aus

a, b, c. Aber was ist ein ungeordnetes Tripel? Es ist nichts anderes als die Men-

ge {(a, b, c), (b, a, c), (b, c, a), (c, b, a), (c, a, b), (a, c, b)}. Das ist nicht gerade einfach.

Natürlich könnte man unter den sechs Tripeln eines durch die Bedingung a ≤ b ≤ c
auszeichnen. Aber das wäre nicht sehr natürlich. Bei stetiger Variation des Drei-

ecks würde diese Bezeichnung der Seiten sich sprunghaft ändern. Ein einfacher Satz

von Daten, die das ungeordnete Tripel charakterisieren, ist das Tripel der elemen-

tarsymmetrischen Funktionen (a + b + c, ab + ac + bc, abc). Dies ist ein sinnvolles

orientierungsunabhängiges Datum. Dabei hat a+ b+ c eine offensichtliche geome-

trische Bedeutung, es ist der Umfang. In der Trigonometrie benutzt man meist

s = 1
2 (a + b + c). Die beiden anderen elementarsymmetrischen Funktionen haben

keine so einfache Bedeutung. Statt ihrer kann man die Radien R und r der dem Drei-

eck umbeschriebenen und einbeschriebenen Kreise benutzen. Aus s, r, R lassen sich

die elementarsymmetrischen Funktionen berechnen und umgekehrt: a+ b+ c = 2s

und ab + ac + bc = r2 + s2 + 4rR und abc = 4srR. Hinsichtlich der Beschreibung

der Kongruenzklassen durch solche Daten besteht nun ein wesentlicher Unterschied

zwischen orientierten und nicht orientierten Dreiecken. Zu als Strecken gegebenen

Daten (a, b, c) einerseits bzw. (s, r, R) andererseits lässt sich im ersten Fall sofort

mit Zirkel und Lineal ein Dreieck mit diesen Daten konstruieren, im zweiten Fall

nicht. Das liegt daran, dass die Bestimmung von a, b, c aus σ1 = a + b + c und

σ2 = ab + ac + bc und σ3 = abc, d. h. die Bestimmung der Lösungen der kubi-

schen Gleichung x3 − σ1x2 + σ2x− σ3 = 0, nicht für beliebige Koeffizienten auf die

Lösung quadratischer Gleichungen, d. h. auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

zurückgeführt werden kann. (Der Beweis wird in der Algebra durch Galoistheorie

geführt.)

Proposition 13.62

Ein Dreieck ist die konvexe Hülle seiner Eckpunkte, d. h. die kleinste konvexe

Menge, welche die Eckpunkte enthält.
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Beweis:

4 sei ein Dreieck mit den Ecken A,B,C. Als Durchschnitt konvexer Mengen

ist 4 konvex, umfasst also die konvexe Hülle. Umgekehrt umfasst die kon-

vexe Hülle mit A,B auch die Strecke [A,B], also auch alle Strecken [x,C]

für x ∈ [A,B] und damit ganz 4.

Proposition 13.63

Der aus drei Strecken bestehende Rand ∂4 eines Dreiecks 4 in einer eukli-

dischen affinen Ebene X zerlegt X in zwei Komponenten, d. h. X \ ∂4 hat

genau zwei Zusammenhangskomponenten. Die eine Komponente ist unbe-

schränkt, die andere beschränkt und gleich dem Inneren 4̊ = 4 \ ∂4 des

Dreiecks.

Beweis:

Die Bezeichnungen seien wie in 13.61. Dann ist X \ ∂4 die disjunkte Verei-

nigung der offenen Mengen 4̊ = H̊+
1 ∩ H̊+

2 ∩ H̊+
3 und H̊−1 ∪ H̊−2 ∪ H̊−3 . Die

Menge 4̊ ist konvex und daher zusammenhängend, und die andere Menge

ist als Vereinigung der Halbebenen H̊−i ebenfalls zusammenhängend, weil

sowohl die Halbebenen als auch ihre Durchschnitte H̊−i ∩ H̊−j nicht leer und

konvex, also zusammenhängend sind. Also sind 4̊ und H̊−1 ∪ H̊−2 ∪ H̊−3 die

Zusammenhangskomponenten von X \ ∂4. Erstere ist beschränkt, letztere

offenbar nicht.

Bemerkungen:

(1) Die Charakterisierung von Dreiecken durch 13.63 entspricht wohl am

ehesten der Definition eines Dreiecks bei Euklid in den Elementen,

Buch 1, Definition 19:
”
Geradlinige Figuren sind solche, die von Stre-

cken umfasst werden, dreiseitige die von drei, vierseitige die von vier,

vielseitige die von mehr als vier Strecken umfassten.“ Danach gibt Eu-

klid die Definitionen von gleichseitigen Dreiecken, gleichschenkligen

Dreiecken usw.

(2) Proposition 13.63 ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren und im

Vergleich zu den meisten Sätzen dieses Buches tiefer liegenden Satzes.
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Jordanscher Kurvensatz:

Jede einfach geschlossene Kurve C zerlegt die euklidische Ebene in zwei Zu-

sammenhangskomponenten, eine beschränkte und eine unbeschränkte. Die

beschränkte heißt das
”
Innere“ von C, die andere das

”
Äußere“.

Obwohl wir an der Wahrheit dieses Satzes auf Grund unserer räumlichen Anschau-

ung kaum zweifeln können, ist der Beweis nicht einfach.

Definition:

Zwei (orientierte) Dreiecke in der Ebene X sind kongruent, wenn sie (mit

Numerierung der Ecken) durch eine Isometrie von X ineinander überführt

werden können.

Proposition 13.64

X sei eine euklidische affine Ebene, V ihr Translationsvektorraum, GA(X)

die affine Gruppe, I(X) die Isometriegruppe von X sowie GL(V ) bzw. O(V )

die allgemeine lineare bzw. orthogonale Gruppe von V . Schließlich sei T(X)

die Menge der orientierten Dreiecke in X. Dann gilt:

(i) GA(X) operiert effektiv und transitiv auf T(X).

(ii) Es sei 40 ∈ T(X). Dann definiert ϕ 7→ ϕ(40) für ϕ ∈ GA(X) eine

bijektive Abbildung GA(X)/ I(X)→ T(X)/ I(X).

(iii) Der kanonische Homomorphismus GA(X) → GL(V ) definiert ei-

ne kanonische Bijektion GA(X)/ I(X) → GL(V )/O(V ). Zu jedem

40 ∈ T(X) gehört also eine bijektive Abbildung

GL(V )/O(V )
≈−−→ T(X)/ I(X)

des homogenen Raumes GL(V )/O(V ) auf die Menge (X)/ I(X) der

Kongruenzklassen von orientierten Dreiecken.

Beweis:

Übung.

Die Menge der Kongruenzklassen von Dreiecken in der Standardebene R2

wird also durch GL(2,R)/O(2,R) parametrisiert. Nun wissen wir aber aus



Kapitel 13.3 107

der Iwasawa-Zerlegung (II.12.54), dass dieser homogene Raum homöomorph

zu R3 ist, genauer: zum Raum der reellen Matrizen von der Gestalt

φ =

(
λ ν

0 µ

)
mit λ, µ > 0.

Wählt man nun noch für 40 ein ganz bestimmtes konkretes Dreieck, dann

erhält man eine ganz explizite Parametrisierung von T(R2)/ I(R2) durch

(λ, µ, ν). Beispiel: 40 sei das orientierte Dreieck mit den Ecken (0, 0), (1, 0),

(0, 1) in dieser Reihenfolge. Es seien A,B,C die Ecken, a, b, c die Seiten und

α, β, γ die Winkel des Dreiecks φ(40). Dann gilt A = (0, 0), B = (λ, 0),

C = (ν, µ), und daher:

λ = c

ν = b cosα

µ = b sinα

Wir haben damit eine explizite bijektive Parametrisierung der Kongruenz-

klassen von orientierten Dreiecken gefunden. Sie ist jedoch recht asymme-

trisch hinsichtlich der verwendeten Daten. Im Folgenden geben wir sym-

metrische Parametrisierungen der Kongruenz- und Ähnlichkeitsklassen an.

Der Übergang zwischen diesen verschiedenen Parametrisierungen wird durch

klassische Formeln der ebenen Trigonometrie geliefert.

Satz 13.65

X sei eine euklidische affine Ebene, I(X) bzw. Ĩ(X) die Gruppen ihrer Iso-

metrien bzw. Ähnlichkeitstransformationen und T(X) die Menge der orien-

tierten Dreiecke in X. Für 4 ∈ T(X) seien 4 bzw. 4 die Kongruenz- bzw.

Ähnlichkeitsklasse und (a, b, c) bzw. (α, β, γ) die Tripel der Seiten bzw. Win-

kel von 4. Wir definieren ein Diagramm wie folgt:
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T(X)/ I(X)

ρ
��

ψ // U

σ

��
T(X)/Ĩ(X)

φ // V

T(X)/Ĩ(X)
Γ //W

τ

OO

U = {(a, b, c) ∈ R3 | a < b+ c, b < a+ c, c < a+ b}
V = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 + 2xyz = 1,−1 < x, y, z < 1, x+ y + z > 1}
W = {(α, β, γ) ∈ R3 | α+ β + γ = π, α > 0, β > 0, γ > 0}

ψ(4) = (a, b, c)

Γ(4) = (α, β, γ)

φ(4) = (cosα, cosβ, cos γ)

τ(α, β, γ) = (cosα, cosβ, cos γ)

σ(a, b, c) =

(−a2 + b2 + c2

2bc
,
a2 − b2 + c2

2ac
,
a2 + b2 − c2

2ab

)
ρ(4) = 4.

Dann gilt:

(i) Das Diagramm kommutiert.

(ii) ψ, φ,Γ und τ sind bijektiv.

(iii) σ−1(x, y, z) = {(a, b, c) ∈ U | a : b : c =
√

1− x2 :
√

1− y2 :
√

1− z2}.

Beweis: Übung.

Bemerkungen:

(1) In diesem Satz sind in gedrängter Form eine Reihe von klassischen

Sätzen bzw. Formeln der euklidischen Geometrie und der Trigonometrie zu-

sammengefasst.

(a) Die Bijektivität von ψ entspricht den Proposition 8, 20 und 22 in Buch

1 von Euklids Elementen.
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(b) Die Bijektivität von Γ entspricht den Propositionen 26 und 32 in Buch

1 der Elemente. Da Γ offenbar bijektiv und das untere Rechteck des

Diagramms trivialerweise kommutativ ist, ist die Bijektivität von φ

der von Γ äquivalent.

(c) Die Kommutativität des oberen Rechtecks ist der Cosinussatz der

ebenen Trigonometrie: Für die Seiten (a, b, c) und die Winkel

(α, β, γ) eines ebenen Rechtecks gilt:

cosα =
−a2 + b2 + c2

2bc

cosβ =
a2 − b2 + c2

2ac

cos γ =
a2 + b2 − c2

2ab

Der Cosinussatz entspricht der Sache nach genau den Propositionen 12

und 13 in Buch 2 der Elemente, nur taucht natürlich in der Formulie-

rung von nicht das Wort
”
cosinus“ auf. In einer Formulierung, die der

obigen nahe kommt, findet man den Satz z. B. bei Vieta 1593.

(d) Aussage (iii) folgt sofort aus der Definition von σ und ist der Sinussatz

der ebenen Trigonometrie:

a : b : c = sinα : sinβ : sin γ

Der Sinussatz war der Sache nach bereits bekannt, wurde aber erst

später von Naŝır ed-d̂ın (1250), Levi ben Gerson (1330) und Re-

giomontanus (1464) genau formuliert.

(2) Wir haben durch φ und Γ zwei Parametrisierungen für T(X)/Ĩ(X) an-

gegeben. Die durch Γ erscheint auf den ersten Blick einfacher und natürli-

cher. Sie ist aber im Gegensatz zu derjenigen von φ in hohem Maße nicht

konstruktiv. Entsprechend wird τ = φ ◦ Γ−1 durch die transzendente Funk-

tion cosinus beschrieben. Die Parametrisierungen von T(X)/ I(X) durch ψ

und von T(X)/Ĩ(X) durch φ sind beide konstruktiv, und zwar im bereits

früher besprochenen Sinne der Konstruierbarkeit von Dreiecken mit gege-
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benen (a, b, c) bzw. (cosα, cosβ, cos γ) mittels Zirkel und Lineal. Dem ent-

spricht, dass die Abbildung σ durch rationale Funktionen beschrieben wird

und die Fasern von σ mittels Proportionen von Quadratwurzeln rationaler

Funktionen.

(3) Es ist interessant, sich die geometrische Natur der zur Parametrisierung

von T(X)/ I(X) und T(X)/Ĩ(X) verwendeten Bereiche U, V,W klar zu ma-

chen.

(a) W ist das Innere des Dreiecks mit den Ecken (π, 0, 0), (0, π, 0), (0, 0, π)

in der Ebene α+ β + γ = π in R3.

(b) Der Bereich U ist ein offener
”
simplicialer Kegel“. Das heißt hier: U

ist die Vereinigung der von 0 ∈ R3 ausgehenden Strahlen durch Punkte

im Inneren des Dreiecks mit den Ecken (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0). Durch

die Abbildung (a, b, c) 7→ 1
2(b + c − a, a + c − b, a + b − c) wird dieses

Dreieck in dasjenige mit den Ecken (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) abgebildet

und U in den positiven Oktanten {(ξ, η, ζ) ∈ R3 | ξ, η, ζ > 0}.
(c) Am interessantesten ist der Bereich V . Er ist ein Stück auf der Fläche

F = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 + 2xyz = 1},

also einer reell-affinen kubischen Fläche. Diese Fläche hat 4 gewöhnliche

Doppelpunkte in den vier Punkten (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1) und

(−1,−1,−1), also in den vier Eckpunkten eines der beiden regulären

Tetraeder, welche man dem Würfel mit den Eckpunkten (±1,±1,±1)

einbeschreiben kann. Lokal sieht F in der Umgebung dieser Punkte

so aus wie ein Doppelkegel in seiner Spitze. Die Fläche F wird durch

die Würfeloberfläche in fünf Komponenten zerlegt, die nur in den vier

konischen Doppelpunkten zusammenstoßen. F wird durch die Symme-

trien des Tetraeders in sich überführt, und die Kanten des Tetraeders

liegen auf F . Die drei Kanten zwischen den Ecken (−1, 1, 1), (1,−1, 1)

und (1, 1,−1), also die auf der Ebene x + y + z = 1, zerlegen den im

Inneren des Würfels liegenden Teil F ′ von F in zwei Komponenten,

nämlich in die Durchschnitte von F ′ mit den Halbräumen x+y+z > 0
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und x + y + z < 0. Die erste Komponente ist nach Definition gerade

der Bereich V . Die beigegebenen Figuren A und B illustrieren die Geo-

metrie der Fläche F . Figur A zeigt den Durchschnitt von F mit einer

Kugel vom Radius 2,5. Der im Innern es Würfels liegende Teil F ′ wird

parametrisiert durch (α, β, γ) 7→ (cosα, cosβ, cos γ) mit α+ β + γ = π

und α, β, γ ≤ π, also das Dreieck in der (α, β, γ)-Ebene mit den Ecken

(−π, π, π), (π,−π, π), (π, π,−π).

Dieses Dreieck zerfällt in 4 Teildreiecke, welche auf die 4 Flächenstücke

abgebildet werden, in welche die Tetraederkanten F ′ zerlegen. Eines

davon ist V . In Figur A sind die Bilder der Niveaulinien von α, β, γ

angedeutet. Die 4 äußeren Stücke von F sind parametrisiert durch x =

u cosh a, y = v cosh b, z = w cosh c, wobei a+b+c = 0 und u, v, w = ±1

und uvw = −1.

Projektiv sind alle kubischen Flächen mit 4 Doppelpunkten äquiva-

lent. Außer den 6 Geraden durch die 4 Doppelpunkte haben sie noch

3 weitere Geraden. Deren Ebene liegt bei der affinen Fläche F im Un-

endlichen, bei der Fläche von Figur B im Endlichen. Figur B stammt

aus F. Kleins Artikel
”
Über Flächen dritter Ordnung“, Math. Ann.

6(1873), 551–581 [24]. Kubische Flächen mit 4 Doppelpunkten unter-

suchte zuerst Cayley 1844. Schöne Bilder kubischer Flächen bringt G.

Fischers Buch
”
Mathematische Modelle“ [15], eine Einführung in ih-

re Theorie ebendort der Artikel
”
Algebraische Flächen“ von W. Barth
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Figur A

Figur B

und H. Knörrer.

Wir wollen jetzt noch ganz kurz über die einfachsten Grundtatsachen der

sphärischen Trigonometrie berichten, die sich in der Antike noch vor der

ebenen Trigonometrie entwickelte und auch in der Geodäsie und Navigation

praktisch wichtig ist. Sei eine Sphäre in einem 3-dimensionalen euklidischen
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Raum gegeben, ohne Beschränkung der Allgemeinheit die zweidimensionale

Standardsphäre im 3-dimensionalen Standardraum

S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}.

Ein Großkreis auf S2 ist der Schnitt von S2 mit einer Ebene durch den

Mittelpunkt. Die Großkreise spielen in der sphärischen Geometrie die glei-

che Rolle wie die Geraden in der ebenen euklidischen Geometrie. Sie sind

die Geodätischen auf S2. Ein Großkreisbogen ist ein Kreisbogen auf ei-

nem Großkreis. Die Großkreisbögen sind die Analoga der Strecken in der

Ebene. Zu jedem Punkt x ∈ S2 gehört eine affine Tangentialebene, und

der zugehörige Vektorraum ist der Tangentialvektorraum Tx(S2) von S2

in x. Natürlich gilt Tx(S2) = {y ∈ R3 | 〈y, x〉 = 0}, und die affine Tangen-

tialebene ist {y ∈ R3 | 〈y, x〉 = 1} = x + Tx(S2). Zu jedem Punkt x = f(t)

einer differenzierbaren parametrisierten Jordankurve f : [a, b] → S2 gehört

ein Tangentialvektor ḟ(t) ∈ Tx(S2). Parametrisiert man durch die Bo-

genlänge, so ist die Parametrisierung bei Jordanbögen durch Festlegung des

Anfangs- und Endpunktes eindeutig bestimmt, und der Tangentialvektor

hängt dann nur noch von dem jeweiligen Punkt auf dem Bogen ab. Dies

gilt insbesondere für Großkreisbögen mit zwei verschiedenen Randpunkten

x und y. Zu x als Anfangspunkt der Parametrisierung durch die Bogenlänge

gehört ein eindeutig durch den Bogen bestimmter Tangentialvektor txy in

x nach y. Sind x und y nicht Diametralpunkte, d. h. y 6= −x, dann gibt es

genau zwei Großkreisbögen mit x und y als Randpunkten, einen kürzeren

und einen längeren. Es sei txy der Tangentialvektor an den kürzeren Bogen

in x nach y und c die Bogenlänge des kürzeren Bogens.

Aus der Definition von txy sowie sinus und cosinus folgt dann sofort:

y = sin c · txy + cos c · x. (∗)

Sind nun zwei Großkreisbögen mit einem Randpunkt x und zwei weiteren

Randpunkten y und z gegeben, dann ist durch die beiden Tangentialvekto-

ren txy, txz ∈ Tx(S2) ein nicht orientierter Winkel in Tx(S2) definiert. Um

einen orientierten Winkel zu bekommen, kann man je nach geometrischer
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Ausgangslage verschieden vorgehen. Eine Möglichkeit ist Folgende. Zu den

beiden Bögen gehört erstens in offensichtlicher Weise eine Zerlegung von S2

durch die Vereinigung der beiden zugehörigen Halbkreise in
”
Kreisbogen-

zweiecke“.

Zweitens gehört dazu eine entsprechende Zerlegung von Tx(S2) in Win-

kelsektoren. Sind nun die beiden Bögen Teil des Randes einer gegebenen

Teilmenge 4 ⊂ S2, welche ganz in einem der beiden Kreisbogenzweiecke

liegt, dann wählt man als Orientierung des Winkels den diesem Zweieck

entsprechenden Winkelsektor, und die zugehörige Bogenlänge α ∈ [0, 2π]

heißt der innere Winkel von 4 in x.

Für die Definition von sphärischen Dreiecken gibt es mehrere Möglichkeiten,

die zu verschiedenen Begriffen von unterschiedlicher Allgemeinheit führen.

Wir lassen uns von der Analogie zu der in 13.63 gegebenen Charakterisierung

ebener Dreiecke leiten. Gegeben seien drei verschiedene Punkte x, y, z ∈ S2

und drei Großkreisbögen C1, C2, C3, so dass C1 die Randpunkte x, y hat, C2

die Randpunkte y, z und C3 die Randpunkte z, x. Ferner werde vorausge-
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setzt, dass C1 ∩ C2 = {y}, C2 ∩ C3 = {z} und C3 ∩ C1 = {x}. Dann ist

C = C1 ∩ C2 ∩ C3 eine einfach geschlossene Kurve in S2. Eine derartige

Kurve wollen wir ad hoc ein
”
sphärisches Trigon“ mit den Ecken x, y, z

nennen. Man kann leicht zeigen, dass ein sphärisches Trigon C die Sphäre

in zwei Komponenten zerlegt. Das heißt: S2 \ C hat zwei Zusammenhangs-

komponenten mit dem gemeinsamen Rand C, und die abgeschlossene Hülle

jeder Komponente ist ihre Vereinigung mit dem Rande.

Definition:

Ein sphärisches Dreieck 4 mit den Ecken x, y, z ist die abgeschlossene

Hülle einer Komponente des Komplements eines sphärischen Trigons mit

den Ecken x, y, z. Das Trigon ∂4 heißt der Rand von 4. Die Längen der

drei den Rand bildenden Großkreisbögen mit den Randpunkten x, y bzw. y, z

bzw. x, z heißen die Seiten von 4. Die Bogenmaße der von diesen Bögen in

den Ecken gebildetetn inneren Winkel heißen die Winkel von 4.

Notation:

Zur Bezeichnung der Ecken werden statt x, y, z oft die Buchstaben A,B,C

verwendet. Die A,B,C gegenüberliegenden Seiten heißen dann a, b, c, und

die Winkel in A,B,C heißen α, β, γ.

Bemerkungen:

Beim Umgang mit der obigen Definition ist aus mehreren Gründen Vorsicht

geboten.

(1) Zu drei gegebenen Punkten x, y, z ∈ S2 gibt es im Allgemeinen meh-

rere Trigone mit diesen Punkten als Ecken. Wenn x, y, z nicht alle auf

einem Großkreis liegen, gibt es nämlich genau 4 Trigone und daher
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genau 8 Dreiecke mit diesen Ecken. Liegen x, y, z hingegen auf einem

Großkreis, dann gibt es nur ein Trigon – nämlich diesen Großkreis –,

wenn keine Ecken diametral gegenüberliegen, und andernfalls unend-

lich viele.

(2) Umgekehrt sind die Ecken eines sphärischen Dreiecks durch die zu-

gehörige Teilmenge 4 ⊂ S2 im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Sie sind es nur dann, wenn der Rand des Dreiecks nicht als Verei-

nigung von weniger als drei Großkreisbögen dargestellt werden kann.

Wenn wir daher von einem sphärischen Dreieck sprechen, meinen wir

immer, dass die Ecken mit gegeben sind.

(3) Darüber hinaus meinen wir mit sphärischen Dreiecken immer orien-

tierte sphärische Dreiecke, d. h. Dreiecke mit einer Numerierung der

Ecken. Formal gesprochen ist also ein sphärisches Dreieck für uns ein

Quadrupel (4, x, y, z), wo x, y, z ∈ S2 drei verschiedene Punkte sind

und 4 der Abschluß einer Komponente des Komplements eines Trig-

ons mit den Ecken x, y, z.

(4) Für die Numerierung der Ecken legen wir zu Beweiszwecken fest, dass

von den 6 möglichen Numerierungen nur drei verwendet werden sollen,

und zwar diejenigen, für die beim Durchlaufen des Randes ∂4 in der

Reihenfolge der Numerierung, also von x zu y zu z zu x das Dreieck 4
links liegen soll, wobei man sich selbstverständlich vorstellt, dass man

außen auf der Kugeloberfläche herumläuft. Präzise formuliert: Ist bei

Durchlaufung von ∂4 in der Reihenfolge der Numerierung in einem

Punkt p ∈ ∂4 der Vektor u ∈ Tp(S2) der Tangentenvektor an einem

Randkreisbogen, v ∈ Tp(S
2) der zu u senkrechte Einheitsvektor in

der zu 4 und dem Randkreisbogen gehörigen Halbebene von Tp(S
2)

und w = p der äußere Einheitsnormalenvektor von S2 in p, dann ist

(u, v, w) eine positiv orientierte Basis in R3, d. h. det(u, v, w) = +1.

Definition:

Ein Eulersches sphärisches Dreieck ist ein sphärisches Dreieck, dessen

Seiten und Winkel alle kleiner als π sind.
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Bemerkungen:

(1) Man überlegt sich leicht, dass die Eulerschen sphärischen Dreiecke ge-

rade die sind, welche durch Schnitt von S2 mit drei Halbräumen ent-

stehen, deren begrenzende Ebenen sich nur im Mittelpunkt schneiden.

Dieser eingeschränkte Dreicksbegriff ist also das sphärische Analogon

zu unserer ersten Fassung des ebenen Dreiecksbegriffs.

(2) Während für die Winkelsumme eines ebenen Dreiecks stets α + β +

γ = π gilt, ist beim sphärischen Dreieck 4 stets die Winkelsumme

α+ β + γ > π, weil α+ β + γ − π die Fläche von 4 ist, wie man ganz

leicht zeigt, indem man 4 als Durchschnitt von Kreisbogenzweiecken

darstellt.

(3) Für Eulersche sphärische Dreiecke gilt α + β + γ < 3π, für beliebige

sphärische Dreiecke im oben definierten Sinn α+ β + γ < 5π.

Satz 13.66

Zwischen den Seiten a, b, c und den Winkeln α, β, γ eines sphärischen Drei-

ecks bestehen die folgenden Beziehungen:

(i) Sinussatz der sphärischen Trigonometrie:

sin a : sin b : sin c = sinα : sinβ : sin γ

(ii) Seitencosinussatz der sphärischen Trigonometrie:

cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosα

(iii) Winkelcosinussatz der sphärischen Trigonometrie:

cosα = − cosβ cos γ + sinβ sin γ cos a

Selbstverständlich implizieren die Cosinussätze die Gültigkeit der jeweils

drei Formeln, die aus den angegebenen Formeln durch gleichzeitige zyklische

Permutation von a, b, c und α, β, γ hervorgehen.

Beweis:

Vorbereitungen: 4 sei ein sphärisches Dreieck mit den Ecken A,B,C, den

Seiten a, b, c und den Winkeln α, β, γ. Zur Vereinfachung des Beweises
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nehmen wir an, dass 4 ein Eulersches Dreieck ist. Wir bezeichnen die den

Punkten A,B,C des affinen Raumes R3 entsprechenden Vektoren von R3

mit x, y, z. Dann folgt aus 13.57 und 13.59

(1a) 〈y, z〉 = cos a

(1b) 〈z, x〉 = cos b

(1c) 〈x, y〉 = cos c

(3a) 〈txy, txz〉 = cosα

(3b) 〈tyz, tyx〉 = cosβ

(3c) 〈tzx, tzy〉 = cos γ

(2a) ‖y × z‖ = sin a

(2b) ‖z × x‖ = sin b

(2c) ‖x× y‖ = sin c

(4a) txy × txz = (sinα)x

(4b) tyz × tyx = (sinβ)y

(4c) tzx × tzy = (sin γ)z

Die 6 Tangentialvektoren in den drei Ecken wurden bereits oben durch die

Formel (∗) berechnet. Für die Ecke x hat man:

(5b) (sin b)txz = z − (cos b)x

(5c) (sin c)txy = y − (cos c)x

Zusätzlich zu diesen Formeln benutzen wir im Folgenden einige Regeln der

Vektoralgebra, die wir früher in den Übungen zu § II.10, Aufgabe 39 formu-

liert haben und als 39(i), 39(ii) usw. zitieren.

Beweis des Sinussatzes:

Der Satz ist offenbar äquivalent zu den Gleichungen

sin b sin c sinα = sin c sin a sinβ = sin a sin b sin γ.

Aus (4a), (5b), (5c) folgt:

sin b sin c sinα = 〈x, ((sin c)txy)× ((sin b)txz)〉
= 〈x, y × z − (cos b)y × x− (cos c)x× z〉
= 〈x, y × z〉 .

Aber 〈x, y × z〉 ist nach 39(xiii) die Determinante [x, y, z]. Durch zyklische

Vertauschung erhält man:

sin b sin c sinα = [x, y, z]

sin c sin a sinβ = [y, z, x]

sin a sin b sin γ = [z, x, y]
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Die rechts stehenden Determinanten sind gleich, und damit ist der Sinussatz

bewiesen.

Beweis des Seitencosinussatzes:

Aus (5b) und (5c) folgt durch skalare Multiplikation der linken und rechten

Seiten mittels (1a) und (3a) die Identität sin b sin c cosα = cos a−cos b cos c,

und das ist der Seitencosinussatz.

Beweis des Winkelcosinussatzes:

Zu dem Eulerschen Dreieck 4 gehört ein duales Eulersches Dreieck 4̂,

das Polardreieck zu 4. Als Eulersches Dreieck ist es durch seine Ecken

Â, B̂, Ĉ eindeutig bestimmt. Die Punkte Â, B̂, Ĉ ∈ S2 sind definitionsgemäß

die Pole der zu den Seiten a, b, c gehörigen 4 umfassenden Halbkugeln.

Für die diesen Punkten entsprechenden Einheitsvektoren x̂, ŷ, ẑ gilt wegen

(2a)–(2c) und 13.59 natürlich

(6a) sin ax̂ = y × z
(6b) sin bŷ = z × x
(6c) sin cẑ = x× y.

Für die Seiten â, b̂, ĉ und Winkel α̂, β̂, γ̂ von 4̂ gilt:

(7)

â = π − α α̂ = π − a
b̂ = π − β β̂ = π − b
ĉ = π − γ γ̂ = π − c.

Ersteres sieht man leicht elementargeometrisch, oder man erhält es aus

cos â = − cosα, was man durch leichte Rechnung aus (6c), (6b), (1a), 39(xi)

und dem Seitencosinussatz ableitet. Der zweite Satz von Gleichungen folgt

aus dem ersten, weil wegen 13.59(i) offenbar ˆ̂x = x, ˆ̂y = y, ˆ̂z = z und daher
ˆ̂4 = 4 gilt. Aus (7) und dem Seitencosinussatz für 4̂ folgt der Winkelcosi-

nussatz für 4.
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Bemerkungen:

(1) Sinussatz und Seitencosinussatz wurden zuerst 1464 von Regiomon-

tanus in
”
De triangulis“ im Druck veröffentlicht, jedoch ist der Si-

nussatz anscheinend bereits dem Araber Abû’l Wafa und zwei seiner

Zeitgenossen bekannt. Der Winkelcosinussatz wurde 1593 von Vieta

angegeben, von Pitiscus 1595 bewiesen.

(2) Die Punkte y auf S2, die von einem festen Punkt x ∈ S2 einen

gegebenen Abstand d (im Sinne der Bogenlänge des kürzeren Groß-

kreisbogens zwischen x und y) haben, liegen offenbar auf dem Schnitt

C von S2 mit der zu Tx(S2) parallelen affinen Ebene mit Abstand

(1− cos d) von x. Für d = 0 bzw. d = π gilt C = {x} bzw. C = {−x},
und für 0 < d < π ist C ein Kreis. Daraus entnimmt man leicht,

dass ein Eulersches sphärisches Dreieck 4 durch seine Seiten (a, b, c)

bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist. Ferner zeigt die Auflösung

nach cosα, cosβ, cos γ im Seitencosinussatz, dass für ein Eulersches

Dreieck die Winkel α, β, γ durch die Seiten a, b, c eindeutig bestimmt

sind. Insofern besteht eine Analogie zwischen Sätzen der ebenen und

der sphärischen Trigonometrie. Für Eulersche sphärische Dreiecke

kann man aber auch umgekehrt im Winkelcosinussatz nach cos a,

cos b, cos c auflösen, so dass gilt:

Für ein Eulersches sphärisches Dreieck sind die Seiten a, b, c durch

die Winkel α, β, γ eindeutig bestimmt! Hier unterscheidet sich also die

Geometrie der Sphäre von der Geometrie der Ebene.

Definition:

In einem n-dimensionalen euklidischen Raum X sei eine (n−1)-dimensionale

Sphäre S und auf S ein Punkt p ∈ S gegeben. Dann definieren wir Folgen-

des. Es sei o der Mittelpunkt von S und σo die Symmetrie mit Zentrum o.

Wir nennen den gegebenen Punkt p den Nordpol von S und q = σo(p)

den Südpol. Die Äquatorebene Hp zum Pol p ist die Hyperebene durch

o orthogonal zur Geraden durch o und p. Der Äquator zu p ist die (n− 2)–

dimensionale Sphäre S ∩Hp. Das Komplement S \ (S ∩Hp) zerfällt in zwei
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Zusammenhangskomponenten mit dem Äquator als gemeinsamen Rand. Sie

heißen offene Halbkugeln, ihre durch Hinzunahme des Randes entste-

henden abgeschlossenen Hüllen abgeschlossene Halbkugeln. Die offenen

bzw. abgeschlossenen Halbkugeln, die den Nordpol enthalten, heißen offene

bzw. abgeschlossene Nordhalbkugel, die anderen Südhalbkugel.

Definition:

S sei eine Sphäre in einem euklidischen Raum X und p ∈ S ein Punkt auf

S. Die stereographische Projektion mit Zentrum p ist die Abbildung

f : S \{p} → Hp auf die Äquatorebene zu p, welche jedem Punkt x ∈ S \{p}
den Schnittpunkt f(x) von Hp mit dem von p ausgehenden Strahl durch x

zuordnet.

Die gerade definierte Projektion wurde schon von Ptolemäus in seiner Geographie

angegeben. Die Abbildung wurde später (1613) von Aiguillon stereographische

Projektion genannt und wird auch heute noch neben einer ganzen Reihe anderer

Projektionen zur Herstellung von Land- und Himmelskarten verwendet.

Wir wollen jetzt einige Eigenschaften der stereographischen Projektion ab-

leiten. Sie ist offensichtlich eine bijektive Abbildung f : S \ {p} → Hp. Wir

können sie natürlich als Beschränkung einer entsprechend definierten Projek-

tionsabbildung F : X \ Tp → Hp auffassen, wo Tp die affine Tangentialebene

an S in p ist, also die zu Hp parallele Hyperebene durch p. Identifizieren

wir X mit dem Standardraum Rn und S mit der Standardsphäre sowie p

mit dem Standardvektor e = (0, ..., 0, 1), dann können wir die Abbildung F

analytisch wie folgt beschreiben:

F (x) =
1

1− 〈x, e〉(x− 〈x, e〉 e) =
1

1− xn
(x1, ..., xn−1, 0).
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Dies ist eine differenzierbare Abbildung. Sie bildet differenzierbare Kurven in

S auf differenzierbare Kurven in Hp ab, und dabei werden die Tangentialvek-

toren dieser Kurven auf die Tangentialvektoren der Bildkurven abgebildet.

Diese Abbildung der Tangentialvektoren kann man wie folgt beschreiben.

Der Tangentialvektorraum von S in x ∈ S ist Tx(S) = {v ∈ Rn | 〈v, x〉 = 0}.
Ist g : [a, b] → S ⊂ Rn eine differenzierbare Kurve in S mit g(t) = x, dann

gilt für ihren Tangentialvektor ġ(t) ∈ Tx(S). Der Tangentialvektor der Bild-

kurve F ◦ g in t ist nach der Kettenregel der Differentialrechnung einfach

DFx(ġ(t)), wobei DFx : Rn → Rn−1 die Ableitung von F : Rn \ Tp → Rn−1

im Punkte x ist, also durch die (n − 1) × n-Matrix der partiellen Ablei-

tungen gegeben wird. Bezeichnen wir als Ableitung dfx von f in x die

Beschränkung DFx|Tx(S) von DFx auf Tx(S), so haben wir folgendes Er-

gebnis: Die Abbildung der Tangentialvektoren wird beschrieben durch den

Vektorraumhomomorphismus

dfx : Tx(S)→ Tp(S),

denn Tp(S) ist der zu Hp gehörige Vektorraum. Den Homomorphismus dfx

kann man leicht explizit ausrechnen. Indem man Rn in die zueinander kom-

plementären Räume R(e − x) und (Re)⊥ zerlegt und DFx auf diese be-

schränkt, zeigt man leicht, dass für v ∈ Tx(S) gilt:

dfx(v) =
1

1− 〈x, e〉

[
v − 〈v, e〉

1− 〈x, e〉(e− x)

]
.

Hieraus ergibt sich für v, w ∈ Tx(S) durch leichte Rechnung:

〈dfx(v), dfx(w)〉 =
1

(1− 〈x, e〉)2
〈v, w〉 .

Daraus folgt aber nach 13.57 für alle v, w ∈ Tx(S2)

�(dfx(v),dfx(w)) = �(v, w).

Definition:

Eine differenzierbare Abbildung f heißt winkeltreu, wenn für ihre Ablei-
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tung dfx in allen Punkten x für alle Tangentialvektoren v, w in x gilt:

�(dfx(v), dfx(w)) = �(v, w).

Bemerkung:

Die allgemeine Situation, in der man winkeltreue Abbildungen definieren

kann, ist in der obigen Definition absichtlich offen gelassen, da ihre Präzi-

sierung zu weit führen würde. Dazu müßte man nämlich differenzierba-

re Mannigfaltigkeiten M und ihre Tangentialvektorräume Tx(M) definie-

ren, dann beschreiben, wie man die Tangentialvektorräume zusätzlich mit

der Struktur eines euklidischen Vektorraums versehen kann, so dass Win-

kel zwischen Tangentialvektoren definiert sind, und schließlich für differen-

zierbare Abbildungen von Mannigfaltigkeiten f : M → N die Ableitung

dfx : Tx(M)→ Tf(x)(N) definieren.

Wir haben bewiesen:

Proposition 13.67

Die stereographische Projektion f : S \ {p} → Hp ist eine bijektive winkel-

treue Abbildung.

Proposition 13.68

Für die stereographische Projektion f : S2 \ {p} → Hp einer 2-Sphäre mit

Zentrum p auf der Äquatorebene Hp zum Nordpol p gilt Folgendes:

(i) f bildet die abgeschlossene Südhalbkugel bijektiv auf die vom Äquator

berandete abgeschlossene Kreisscheibe ab.

(ii) Die Nordhalbkugel ohne den Pol wird bijektiv auf das Äußere des

Äquators in Hp abgebildet.

(iii) Für alle Kreise C ⊂ S2 mit p ∈ C ist das Bild f(C \ {p}) eine Gerade

in Hp. Den Großkreisen durch p entsprechen dabei die Geraden durch

den Mittelpunkt.

(iv) Für alle Kreise C ⊂ S2 mit p /∈ C ist das Bild f(C) ein Kreis in Hp.

Den Großkreisen entsprechen dabei genau diejenigen Kreise, welche
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den Äquator in einem Paar von Diametralpunkten treffen, sowie der

Äquator selbst.

(v) Die Zuordnung C 7→ f(C \ C ∩ {p}) definiert eine bijektive Abbil-

dung der Menge aller Kreise C auf S2 auf die Menge aller Kreise und

Geraden in Hp.

Beweis:

O. B. d. A. sei S2 die Standardsphäre in R3. Die Bezeichnungen seien wie

oben. (i) und (ii) sind trivial.

(iii) Es sei H die Ebene mit H ∩S2 = C. Aus p ∈ C folgt p ∈ H und daher

f(C \ {p}) = H ∩Hp.

(iv) Es sei H die Ebene mit H ∩ S2 = C, und c > 0 der Abstand von H

zum Mittelpunkt sowie y ∈ S2 so, dass H = {x ∈ R3 | 〈x, y〉 = c}.
Es gilt c = 〈y, e〉 genau wenn p ∈ C, also c− 〈y, e〉 6= 0 nach Vor-

aussetzung. Wir setzen d = (c − 〈y, e〉)−1. Sind z = dy und r > 0

definiert durch r2 = 1− 2cd+ d2, dann gilt Für x mit 〈x, x〉 = 1:

〈x, y〉 = c⇔ 〈x− z, x− z〉 = r2. Der Kreis C ist also der Durchschnitt

von S2 mit der hilfsweise eingeführten Sphäre Sr(z) mit Mittelpunkt

z und Radius r:

C = S2 ∩ Sr(z) (1)

Eine leichte Rechnung zeigt: Für x mit 〈x, x〉 = 1 gilt

(1− 〈x, e〉)
[
〈F (x)− z, F (x)− z〉 − r2

]
= 〈x− z, x− z〉 − r2.

Daher folgt aus (1):

f(C) = Hp ∩ Sr(z) (2)

Also ist f(C) als Schnitt einer Sphäre mit einer Ebene ein Kreis, denn

leer oder einpunktig kann es nicht sein.

(v) Die Aussage folgt durch Umkehrung der Argumente in (iii) und (iv).

Die folgende Figur illustriert den Beweis von (iv), damit man sich die

Idee merken kann.
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Die stereographische Projektion ist ein gutes Hilfsmittel, um Konfiguratio-

nen von Kreisen oder Kreisbögen auf der Sphäre sichtbar zu machen. Auch

von Konfigurationen von Ebenen im Raume, die durch den Mittelpunkt der

Sphäre gehen, kann man sich auf diese Weise ein Bild machen, indem man

zunächst die Ebenen mit der Sphäre schneidet und die so entstehenden

Konfigurationen von Großkreisen stereographisch in die Äquatorebene

projeziert. Als Beispiel zeigt das nächste Bild die Figur, die man auf diese

Weise erhält, wenn man von den 15 Symmetrieebenen eines regulären Dode-

kaeders oder Ikosaeders ausgeht. Projektionszentrum ist eine Ikosaederecke.

Die stereographische Projektion wird uns auch zu einer schönen Beschrei-

bung der Isometriegruppe der 2-Sphäre und der Gruppe ihrer winkeltreuen

Selbstabbildungen führen. Wir berichten zunächst, was über die entspre-

chenden Gruppen für Sphären beliebiger Dimension bekannt ist. Bevor wir

von der Isometriegruppe einer Sphäre überhaupt reden können, müssen wir

eine Metrik auf der Sphäre einführen.
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Dafür gibt es verschiedene Möglichkeiten, die sich in natürlicher Weise an-

bieten. Die einfachste ist die Folgende.

Definition:

(X, d) sei der zu einem euklidischen affinen Raum gehörige metrische Raum

und S ⊂ X eine Sphäre in X. Dann ist der chordale Abstand χ die

durch d auf S induzierte Metrik, d. h. für x, y ∈ S gilt definitionsgemäß

χ(x, y) = d(x, y).

Der chordale Abstand χ(x, y) ist die Länge der Strecke [x, y], also die Länge

der Sehne [x, y] eines durch x und y gehenden Großkreises. Daher der Name,

denn das lateinische Wort
”
chorda“ ist als Lehnwort aus dem griechischen

χoρδη gebildet, was Sehne oder Saite bedeutet. Der gerade definierte Ab-

standsbegriff ist zwar der einfachste, aber in gewisser Hinsicht nicht der

natürlichste, denn die Verbindungsstrecke zwischen verschiedenen Punkten

x, y der Sphäre liegt ja nicht auf derselben. Als Verbindungskurven von

x, y auf der Sphäre S bieten sich die Großkreisbögen mit x, y als Rand-

punkten an. Dafür muß man natürlich dimX > 1 voraussetzen, denn die

0-dimensionale Sphäre besteht nur aus zwei Punkten. Wenn y von x verschie-

den ist und x nicht diametral gegenüberliegt, gibt es genau einen Großkreis

durch x und y, und dementsprechend genau zwei Großkreisbögen mit x, y als

Randpunkten, einen kürzeren und einen längeren. Als Abstand von x und

y wird man die Länge des kürzeren Bogens bezeichnen. Sind x und y gleich

oder Diametralpunkte, dann gibt es unendlich viele Großkreise durch x und

y. Sind x und y Diametralpunkte, dann zerlegen sie jeden dieser Großkreise

in zwei Halbkreise. Alle haben die gleiche Länge πr, wo r der Radius der

Sphäre ist, und diese Länge wird man als Abstand von x und y bezeichnen.

Sind x und y gleich, dann ist {x} ein Großkreisbogen der Länge 0 auf jedem

Großkreis durch x und y, und man wird selbstverständlich sagen, dass x und

y den Abstand 0 haben. Die in der vorhergehenden Diskussion unterschie-

denen Fälle lassen sich wie folgt in einer Definition zusammenfassen.

Definition:

S sei eine Sphäre positiver Dimension in einem euklidischen Raum X. Dann
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ist der sphärische Abstand δ(x, y) zweier Punkte x, y ∈ S das Minimum

der Längen aller Großkreisbögen auf S mit den Randpunkten x, y.

Bemerkung:

Man kann beweisen, dass δ(x, y) auch das Minimum der in X gemessenen

Längen aller auf S liegenden rektifizierbaren Kurven mit den Endpunkten

x, y ist.

Proposition 13.69

S sei eine Sphäre positiver Dimension, δ der sphärische und χ der chordale

Abstand. Dann sind δ und χ äquivalente Metriken auf S. Genauer: χ ist die

Sehne von δ, das heißt χ = s ◦ δ für eine Sphäre vom Radius 1.

Beweis:

S habe o. B. d. A. den Radius 1. Da χ trivialerweise eine Metrik ist und

offensichtlich χ = s◦δ gilt, bleibt nur noch die Dreiecksungleichung δ(x, z) ≤
δ(x, y)+δ(y, z) für δ zu zeigen. Liegen x, y, z auf einem Großkreis, dann folgt

dies leicht aus 13.45. Andernfalls bestimmen x, y, z einen 3-dimensionalen

euklidischen affinen Unterraum durch den Mittelpunkt von S und x, y, z.

Dieser schneidet S in einer 2-dimensionalen Sphäre S′ und x, y, z sind die

Ecken eines sphärischen Dreiecks auf S′ mit den Winkeln α, β, γ bei x, y, z

und den Seiten a, b, c gegenüber x, y, z. Dabei gilt a = δ(y, z) und b = δ(z, x)

sowie c = δ(x, z) mit a, b, c ≤ π. Der Seitencosinussatz ergibt

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ.

Daher folgt wegen cos γ ≥ −1 und sin a, sin b > 0 aus dem Additionstheorem

cos c ≥ cos a cos b− sin a sin b = cos(a+ b).

Daraus folgt c ≤ a+ b, und das ist die behauptete Ungleichung.

Aus 13.69 folgt insbesondere, dass zum sphärischen Abstand δ und zum

chordalen Abstand χ auf einer Sphäre S die gleiche Isometriegruppe I(S) =

I(S, δ) = I(S, χ) gehört. Wir nennen diese Gruppe einfach die Isometrie-

gruppe der Sphäre S. Die folgende Proposition bestimmt diese Isometrie-

gruppe.
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Proposition 13.70

Die orthogonale Gruppe O(n,R) operiert kanonisch auf der Standardsphäre

Sn−1 ⊂ Rn. Diese Operation definiert einen Isomorphismus

O(n,R) ∼= I(Sn−1).

Beweis:

Es ist klar, dass durch die kanonische Operation ein injektiver Homomor-

phismus O(n,R) → I(Sn−1) definiert wird. Zu zeigen ist nur die Surjekti-

vität. Sei also ϕ ∈ I(Sn−1) eine Isometrie. Wir definieren eine Abbildung

ψ : Rn 7→ Rn durch ψ(0) = 0 und ψ(v) = ‖v‖ϕ(v/ ‖v‖) für v 6= 0. Für

v, w 6= 0 gilt �(v, w) = δ(v/ ‖v‖ , w/ ‖w‖). Da δ unter ϕ invariant ist und

〈v, w〉 = ‖v‖ ‖w‖ cos�(v, w), folgt 〈ψ(v), ψ(w)〉 = 〈v, w〉 für alle v, w ∈ Rn.

Daraus folgt die zu beweisende Aussage ψ ∈ O(n,R), denn dies war gerade

die Behauptung 6 im Beweis von Satz 13.2.

Damit sind die Isometriegruppen der Sphären bestimmt. Wir wenden uns

jetzt den Gruppen der winkeltreuen Abbildungen zu. Es geht uns dabei

nur um einen Bericht darüber, wie man diese Gruppen ebenso explizit

bestimmen kann wie die Isometriegruppen. Wir führen die Definitionen

nicht ganz und die Beweise überhaupt nicht aus und verweisen auf Bergers

”
Géométrie“ [4] 18.10.

Definition:

Eine konforme Abbildung einer Sphäre S ist ein winkeltreuer C1-

Diffeomorphismus S → S. Die konforme Gruppe von S ist die Gruppe

Conf(S) aller konformen Abbildungen von S, und Conf+(S) ist die Unter-

gruppe aller orientierungserhaltenden konformen Abbildungen.

Um die konforme Gruppe Conf(Sn−1) der Standardsphäre Sn−1 ⊂ Rn zu

bestimmen, benutzen wir eine andere Beschreibung von Sn−1, nämlich als

eine gewisse Quadrik in einem projektiven Raum. Um das zu erklären,

brauchen wir einige einfache Definitionen.

Ist V ein K-Vektorraum, dann ist der zu V gehörige projektive Raum
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P(V ) die Menge der 1-dimensionalen K-Untervektorräume von V . Ist insbe-

sondere V der Standardvektorraum, dann bezeichnen wir P(Kn) auch mit

Pn−1(K), und für (x1, . . . , xn) ∈ Kn \ {0} bezeichnen wir mit [x1, ..., xn] ∈
Pn−1(K) den durch (x1, ..., xn) bestimmten 1-dimensionalen Unterraum

K ·(x1, . . . , xn). Natürlich gilt [x′1, . . . , x
′
n] = [x1, ..., xn] genau dann, wenn es

ein λ ∈ K \ {0} gibt mit (x′1, . . . , x
′
n) = (λx1, ..., λxn). Man nennt die durch

[x1, . . . , xn] nur bis auf einen gemeinsamen Faktor λ bestimmten n-Tupel

(x1, . . . , xn) homogene Koordinaten des Punktes [x1, . . . , xn] ∈ Pn−1(K).

In Band 1, Seite 572 haben wir die projektive lineare Gruppe eingeführt.

Es ist die Gruppe

PGL(n,K) = GL(n,K)/Z(GL(n,K)).

Sie operiert kanonisch auf Pn−1(K). Die Operation ist einfach durch die

Operation von GL(n,K) auf Kn induziert. Allgemeiner definieren wir jetzt

für jede Untergruppe G ⊂ GL(V ) in der linearen Gruppe eines Vektorraums

V die zugehörige projektive Gruppe PG als die Gruppe

PG = G / (G∩Z(GL(V ))) ,

das heißt als Quotienten von G nach dem Durchschnitt von G mit dem

Zentrum Z(GL(V )) von GL(V ). Insbesondere erhalten wir für G = GL(V )

bzw. G = SL(V ) die allgemeine projektive Gruppe PGL(V ) bzw. die

spezielle projektive Gruppe PSL(V ). Ist V mit einer symmetrischen

Bilinearform versehen, dann erhalten wir dazu eine projektive orthogona-

le Gruppe und eine spezielle projektive orthogonoale Gruppe. Insbesondere

erhält man so zu den im Anschluß an Satz II.12.50 definierten Gruppen

O(p, q,K), SO(p, q,K) ⊂ GL(p + q,K) die zugehörigen projektiven or-

thogonalen Gruppen

PO(p, q,K),PSO(p, q,K) ⊂ PGL(p+ q,K).

Alle diese Gruppen operieren auf Pp+q−1(K). Sie operieren darüber hin-

aus auf den entsprechenden projektiven Lorentz-Quadriken Qp,q(K) ⊂



130 Winkel

Pp+q−1(K), welche durch die zugehörigen quadratischen Formen wie folgt

definiert werden:

Qp,q(K) = {[x1, . . . , xp+q] ∈ Pp+q−1(K) | x2
1 + . . . x2

p−x2
p+1− ...−x2

p+q = 0}.

Proposition 13.71

Für die (n − 1)-dimensionale Standardsphäre Sn−1 ⊂ Rn definiert die Zu-

ordnung (x1, . . . , xn) 7→ [1, x1, . . . , xn] eine bijektive Abbildung Sn−1 →
Q1,n(R).

Beweis: Trivial.

Satz 13.72

Die Konjugation mit der Bijektion Sn−1 → Q1,n(R) induziert für n ≥ 3

einen Isomorphismus

Conf(Sn−1) ∼= PO(1, n,R).

Den Beweis findet man z. B. bei Berger, loc. cit., 18.10.1.5 und 18.10.4.

Mit dem gerade formulierten Satz ist die konforme Gruppe Conf(Sn−1)

beschrieben. Wir möchten auch die Untergruppe Conf+(Sn−1) in der glei-

chen Art bestimmen. Hierfür wollen wir uns die Zusammenhangskomponen-

ten der Gruppen O(p, q,R) etwas genauer ansehen. Die Fälle o = 0 oder

q = 0 bieten eigentlich nichts Neues, denn es gilt O(0, q,R) = O(q,R) und

O(p, 0,R) = O(p,R), und für die orthogonalen Gruppen O(n,R) können wir

die Frage nach den Zusammenhangskomponenten sofort beantworten.

Definition:

O+(n,R) := {A ∈ O(n,R) | detA = 1} = SO(n,R)

O−(n,R) := {A ∈ O(n,R) | detA = −1}.

Proposition 13.73

O(n,R) hat zwei Zusammenhangskomponenten, nämlich O+(n,R) und

O−(n,R).

Beweis: I.10.15 und II.12.54, Bemerkung (2).
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Wir setzen also jetzt p > 0 und q > 0 voraus und beschreiben die Matrizen

aus O(p, q,R) durch Blockmatrizen.

A B

C D

p q

q

p
X =

Behauptung:

Für eine solche Matrix gilt stets detA 6= 0 und detD 6= 0.

Beweis:

Nach Definition von O(p, q,R) gilt

A B

C D
· 1 0

0 −1
·

tA tC
tB tD

=
AtA−BtB AtC −BtD
CtA−DtB CtC −DtD

=
1 0

0 −1
(∗)

Insbesondere gilt AtA = 1 + BtB und DtD = 1 + CtC. Dies sind positiv

definite symmetrische Matrizen. Insbesondere sind sie nicht entartet, und

daraus folgt – wie behauptet – detA 6= 0 und detD 6= 0. Wir setzen ε1(X) =

detA/ |detA| und ε2(X) = detD/ |detD|.

Definition:

Für p ≥ 1, q ≥ 1 definieren wir wie folgt vier Teilmengen von O(p, q,R):

O++(p, q,R) = {X ∈ O(p, q,R) | ε1(X) = +1, ε2(X) = +1}
O+−(p, q,R) = {X ∈ O(p, q,R) | ε1(X) = +1, ε2(X) = −1}
O−+(p, q,R) = {X ∈ O(p, q,R) | ε1(X) = −1, ε2(X) = +1}
O−−(p, q,R) = {X ∈ O(p, q,R) | ε1(X) = −1, ε2(X) = −1}.

Bemerkung:

Bezüglich der kanonischen Einbettung

O(p,R)×O(q,R) ⊂ O(p, q,R)
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als Gruppe der Block-Diagonalmatrizen gilt trivialerweise:

Oε1(p,R)×Oε2(q,R) ⊂ Oε1,ε2(p, q,R)

für ε1, ε2 ∈ {+,−}.

Proposition 13.74

Für p ≥ 1, q ≥ 1 gilt

(i) Es gibt einen Homöomorphismus φ

O(p,R)×O(q,R)×M(p, q,R)
≈−−→
φ

O(p, q,R) ,

welcher bei Beschränkung Homöomorphismen

Oε1(p,R)×Oε2(q,R)×M(p, q,R)
≈−−→ Oε1ε2(p, q,R)

induziert, die

Oε1(p,R)×Oε2(q,R)× {0}

kanonisch auf

Oε1(p,R)×Oε2(q,R) ⊂ Oε1,ε2(p, q,R)

abbilden.

(ii) O(p, q,R) hat genau vier Zusammenhangskomponenten, nämlich

O±,±(p, q,R).

Beweis:

(i) Wir definieren φ für U ∈ O(p,R), V ∈ O(q,R), W ∈ M(p, q,R) wie

folgt:

φ(U, V,W ) =
A B

C D

A :=
√

1 +W · tW · U B := W

D :=
√

1 + tWW · V C := DtBtA−1.
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Mit Hilfe der definierenden Bedingung (∗) verifiziert man leicht, dass

φ(U, V,W ) ∈ O(p, q,R). Die Injektivität von φ folgt trivial aus der De-

finition, die Surjektivität nach leichter Rechnung aus (∗) zusammen

mit II.12.73(v). Die Stetigkeit von φ und φ−1 folgt daraus, dass für

Matrizen Y mit reellen positiven Eigenwerten die in II.§12 im Ab-

schnitt über die Cartan-Zerlegung definierte Wurzel
√
Y stetig von Y

abhängt. φ ist also ein Homöomorphismus. Die übrigen Eigenschaften

folgen trivial aus den Definitionen.

(ii) Die Behauptung folgt aus (i) und 13.73.

Korollar 13.75

Für p ≥ 1, q ≥ 1 gilt:

(i) Es sei ε : O(p, q,R) → {±1} × {±1} definiert durch ε(X) =

(ε1(X), ε2(X)) und δ : O(p, q,R) → {±1} die Determinante sowie

µ : {±1} × {±1} → {±1} die Multiplikation. Dann bilden ε, δ, µ ein

kommutatives Diagramm von surjektiven Homomorphismen

O(p, q,R)
ε //

δ %%

{±1} × {±1}

µ
xx

{±1}

(ii) SO(p, q,R) = O++(p, q,R)∪O−−(p, q,R) = ker δ hat zwei Zusammen-

hangskomponenten.

(iii) SO(p, q,R)0 := O++(p, q,R) = ker ε ist die Zusammenhangskompo-

nente der 1.

Beweis:

(i) Das Diagramm, welches bei Beschränkung von ε und δ auf O(p,R)×
O(q,R) entsteht, ist offensichtlich ein kommutatives Diagramm von

surjektiven Homomorphismen. Daher folgt die Behauptung aus 13.74

und aus der Stetigkeit der Matrizenmultipliaktion und von ε und δ.

(ii) und (iii) folgen trivial aus (i) und 13.74.
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Bemerkungen:

(1) Außer SO(p, q,R) = O++(p, q,R)∪O−−(p, q,R) kann man in O(p, q,R)

noch zwei andere Untergruppen vom Index 2 definieren, O++(p, q,R)∪
O+−(p, q,R) und O++(p, q,R) ∪ O−+(p, q,R). Sie sind die Kerne der

Homomorphismen ε1, ε2 : O(p, q,R)→ {±1}. Diese Homomorphismen

sind die sogenannten Spinornormen zu den quadratischen Formen

−x2
1−· · ·−x2

p+x2
p+1 + · · ·+x2

p+q bzw. x2
1 + · · ·+x2

p−x2
p+1−· · ·−x2

p+q.

(2) Man kann die Zerlegung von O(p, q,R) in vier Zusammenhangskom-

ponenten auch wie folgt interpretieren. Wir versehen Rp+q mit der

quadratischen Form x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q. Nach II.12.48

operiert O(p, q,R) transitiv auf der Menge M+ der maximalen positiv

definiten Unterräume, sowie ebenso auf der Menge M− der maximalen

negativ definiten Unterräume von Rp+q. Wir wählen als ausgezeichne-

tes Element in M+ den Unterraum Rp der ersten p Koordinaten und

im M− den dazu orthogonalen Unterraum der letzten q Koordinaten.

Dann ist O(p,R)×O(q,R) sowohl die Isotropiegruppe von Rp bezüglich

der Operation auf O(p, q,R) auf M+ als auch die Isotropiegruppe von

Rq bezüglich der Operation auf M−. Man erhält so Identifikationen

von M+ und M− mit O(p, q,R)/O(p,R) × O(q,R), und daher nach

13.74 und 13.75 Homöomorphismen

M+ ≈ SO(p, q,R)0/ (SO(p,R)× SO(q,R)) ≈M−.

Da SO(p, qR)0 zusammenhängend ist, sind auch M+ und M− zusam-

menhängend, und zwar genauer gesagt homöomorph zu Rpq. Hieraus

folgt, dass man alle maximalen positiv definiten Unterräume kohärent

orientieren kann, d. h. so, dass sich die Orientierung stetig mit dem

Raum ändert. Man braucht dazu nur eine Orientierung auf Rp zu

wählen und sie mittels der Operation von SO(p, q,R)0 auf alle ande-

ren maximalen positiv definiten Räume zu übertragen. Entsprechen-

des gilt für M−. Wählt man auf diese Weise kohärente Orientierungen,

dann ist O++(p, q,R) ∪ O+−(p, q,R) die Untergruppe von O(p, q,R),

welche die Orientierungen auf den maximalen positiv definiten erhält,
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und O++(p, q,R)∪O−+(p, q,R) die Untergruppe, welche die Orientie-

rungen auf den maximalen negativ definiten Unterräumen erhält. Der

Durchschnitt SO(p, q,R)0 erhält die Orientierung auf beiden Arten von

Unterräumen. Für die Lorentzgruppe O(3, 1,R) ist also SO(3, 1,R)0

diejenige Untergruppe, welche sowohl für die zeitartigen Unterräume

als auch für die maximalen raumartigen Unterräume die Orientierung

erhält.

Definition:

SO(3, 1,R)0 heißt die eigentliche Lorentzgruppe.

Korollar 13.76

Es sei p ≥ 1, q ≥ 1.

(i) Sind p und q gerade, dann hat PO(p, q,R) genau vier Zusammenhangs-

komponenten.

(ii) Sind p oder q ungerade, dann hat PO(p, q,R) genau zwei Zusammen-

hangskomponenten, und PO(p, q,R)0, die Komponente der 1, ist ka-

nonisch isomorph zu SO(p, q,R)0.

Beweis:

Da −1 ∈ SO(p, q,R)0 genau dann, wenn p und q gerade sind, folgt die

Behauptung aus 13.74.

Nach dieser gründlichen Untersuchung der Zusammenhangskomponenten

von PO(p, q,R) können wir die Beschreibung der konformen Gruppen der

Sphären wie folgt vervollständigen.

Zusatz zu 13.72:

Conf+(Sn−1) bzw. I+(Sn−1) seien in Conf(Sn−1) bzw. I(Sn−1) die Unter-

gruppen der orientierungserhaltenden konformen bzw. isometrischen Abbil-

dungen. Dann induziert der Isomorphismus Conf(Sn−1) ∼= PO(1, n,R) das

folgende kommutative Diagramm von Isomorphismen und kanonischen In-

jektionen:
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Conf(Sn−1)

⊂

∼= // PO(1, n,R)

Conf+(Sn−1)

⊂

∼= // SO(1, n,R)0

77

I+(Sn−1)
∼= // SO(n,R)

OO

I(Sn−1)
∼= //

?�

OO

⊂
O(n,R)

OO

⊂

Bemerkungen:

(1) Wir vergleichen an Hand der jetzt vorliegenden Ergebnisse die Geome-

trie auf der Sphäre mit der Geometrie im euklidischen Raum hinsichtlich

des Verhältnisses von Isometrien, Ähnlichkeitstransformationen und winkel-

treuen Abbildungen.

(a) Auf der Sphäre sind Ähnlichkeitstransformationen und Isometrien ein

und dasselbe, denn wegen der Kompaktheit der Sphäre ist der Abstand

beschränkt, und das einzig mögliche Ähnlichkeitsverhältnis ist c = 1.

Im euklidischen Raum gibt es mehr Ähnlichkeitstransformationen als

Isometrien, aber nicht viel mehr, denn eine Ähnlichkeitstransformati-

on unterscheidet sich von einer Isometrie nur durch eine Homothetie

(13.23).

(b) Im euklidischen Raum sind winkeltreue Abbildungen und Ähnlichkeit-

stransformationen nach dem Satz von Liouville ein und dasselbe (vgl.

auch 13.60). Auf der Sphäre hingegen gibt es viel mehr winkeltreue Ab-

bildungen als Ähnlichkeitstransformationen, denn aus 13.72 bis 13.74

folgt für die Dimension der fraglichen Liegruppen

dim Conf+(Sn−1)−dim I+(Sn−1) = dim SO(1, n,R)0−dim SO(n,R) = n.

(c) Die Sphäre nimmt in dieser Hinsicht eine Sonderstellung ein. J. Lelong-

Ferrand und M. Obata haben 1971 bzw. 1972 gezeigt, dass es unter den
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kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten nur für die Sphäre mehr

winkeltreue Abbildungen als Isometrien gibt.

(2) Der Zusatz besagt insbesondere, dass die Gruppe Conf+(S2) isomorph

zur eigentlichen Lorentzgruppe ist, denn natürlich gilt SO(1, 3,R)0
∼=

SO(3, 1,R)0.

Für die Gruppe Conf+(S2) wollen wir jetzt noch eine auf den ersten Blick

ganz anders aussehende Beschreibung ableiten. Dazu braucht man zwei Ide-

en. Die erste Idee besteht darin, die Untersuchung der winkeltreuen Abbil-

dungen der Sphäre S2 durch die stereographische Projektion, die ja winkel-

treu ist, auf die Beschreibung der winkeltreuen Abbildungen der Ebene R2

zu reduzieren, die uns ja inzwischen wohlbekannt ist. Die zweite Idee ist,

die Ebene R2 mit C zu identifizieren, wodurch die Beschreibung der winkel-

treuen Abbildungen der Ebene besonders elegant wird. Das Ergebnis wird

sein, in ganz natürlicher Weise die Gruppe Conf+(S2) mit der speziellen

projektiven linearen Gruppe PSL(2,C) zu identifizieren.

Wir beginnen mit der Ausführung der zweiten Idee. Wir identifizieren den

affinen euklidischen Standardraum R2 mit C, indem wir (x1, x2) mit z =

x1 + ix2 identifizieren. In 13.24 haben wir die Ähnlichkeitstransformationen

von R2 bestimmt. Es sind die Transformationen[
x′1
x′2

]
= cA

[
x1

x2

]
+

[
b1

b2

]
(∗)

mit A ∈ O(2,R) und b1, b2 ∈ R2 sowie c ∈ R, c > 0. Die Matrizen A ∈
SO(2,R) haben wir in II.12.62 beschrieben. Es sind die Matrizen der Form

A =

[
cosα − sinα

sinα cosα

]
.

Eine triviale kleine Rechnung zeigt, dass durch die Identifikation von R2

mit C die Multiplikation mit A in die Multiplikation komplexer Zahlen mit

eiα = cosα+i sinα übergeht. Setzen wir also a = ceiα und b = b1 +ib2, dann



138 Winkel

geht für A ∈ SO(2,R) die Transformation (∗) über in die Transformation

z′ = az + b a ∈ C∗, b ∈ C.

Jetzt sei A ∈ O−(2,R). Dann gilt

A =

[
cosα − sinα

sinα cosα

][
1 0

0 −1

]
.

Der Multiplikation mit
[

1 0
0 −1

]
entspricht aber bei Identifizierung von R2 mit

C gerade die Konjugation z 7→ z. Daher geht die Transformation (∗) jetzt

über in die Transformation

z′ = az + b a ∈ C∗, b ∈ C,

wo a und b wie oben definiert sind. Wir haben folgendes Ergebnis.

Proposition 13.77

Identifiziert man R2 durch (x, y) 7→ z = x+ iy mit C, dann identifiziert sich

die Menge der orientierungstreuen Ähnlichkeitstransformationen von R2 mit

der Menge der linearen Transformationen

z′ = az + b a ∈ C∗, b ∈ C.

Die Menge der orientierungsumkehrenden Ähnlichkeitstransformationen

identifiziert sich mit der Menge der Transformationen

z′ = az + b a ∈ C∗, b ∈ C.

Kombinieren wir dieses triviale Ergebnis mit dem nichttrivialen Satz von

Liouville, dann ergibt sich der folgende nichttriviale Satz:

Satz 13.78

Die orientierungserhaltenden winkeltreuen Abbildungen von C auf sich sind

die Transformationen

z′ = az + b a ∈ C∗, b ∈ C.
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Die orientierungsumkehrenden winkeltreuen Abbildungen von C auf sich

sind die Transformationen

z′ = az + b a ∈ C∗, b ∈ C.

Für den Beweis dieses Satzes braucht man nicht ein so starkes Mittel wie den Satz

von Liouville, dessen Beweis für Dimensionen größer als 2 sehr schwer ist. Für den

hier vorliegenden Fall der Dimension 2 genügen einfachere, aber auch durchaus

nicht triviale Hilfsmittel aus der Analysis. Man findet einen Beweis in den meisten

Lehrbüchern der Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen, z. B. in

dem schönen Buch von Reinhold Remmert
”
Funktionentheorie I“, Kapitel 2 und

Kapitel 10, § 2.

Wir setzen jetzt unsere erste Idee in die Tat um und stellen durch stereo-

graphische Projektion die Beziehung zwischen winkeltreuen Selbstabbildun-

gen der Standardsphäre S2 ⊂ R3 einerseits und der komplexen Zahlene-

ben C andererseits her. Wir benutzen dazu die stereographische Projektion

S2 \ {(0, 0, 1)} → C, die durch folgende Transformation gegeben wird:

z =
x1 + ix2

1− x3
.

Die Umkehrabbildung ist offensichtlich

(x1, x2, x3) =
1

zz + 1
(z + z, i(z − z), zz − 1).

Um dem Pol p = (0, 0, 1) auch etwas zuordnen zu können, kompaktifizieren

wir C durch Hinzufügen eines Punktes∞ zur
”
Riemannschen Zahlenku-

gel“ C ∪ {∞}. Die stereographische Projektion definiert dann eine bijektive

Abbildung S2 → C ∪ {∞}, und durch Konjugation mit dieser Abbildung

bzw. ihrer Umkehrung gehen die Transformationen von S2 in solche von

C∪ {∞} über und umgekehrt. Aus 13.67 folgert man leicht, dass dabei den

in 13.78 beschriebenen winkeltreuen Abbildungen von C genau diejenigen

winkeltreuen Abbildungen von S2 entsprechen, welche den Pol p festhalten.

Wie bekommt man nun die anderen? Ihnen entsprechen Transformationen
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von C ∪ {∞}, welche einen Punkt z0 ∈ C auf ∞ abbilden. Eine derartige

Transformation kann man sofort hinschreiben, nämlich

z′ =
1

z − z0
.

Diese Transformation ist tatsächlich winkeltreu, denn sie ist die Kompo-

sition der winkeltreuen Abbildung z 7→ z − z0 mit der Transformation

z 7→ z−1, und für letztere rechnet man sofort nach, dass sie als Trans-

formation der Symmetrie mit der x1-Achse als Zentrum entspricht per

(x1, x2, x3) 7→ (x1,−x2,−x3). Ist nun ϕ irgendeine orientierungserhaltende

winkeltreue Selbstabbildung von C∪ {∞} und ϕ(∞) = z0 ∈ C, dann ist die

Komposition von ϕ mit der anschließenden Transformation z 7→ (z − z0)−1

eine winkeltreue Abbildung ψ mit ψ(∞) = ∞. Also ist ψ von der Form

ψ(z) = cz + d und wir erhalten (ϕ(z)− z0)−1 = cz + d, woraus sich

ϕ(z) =
az + b

cz + d
,

ergibt mit a = cz0 und b = dz0 + 1. Dabei ist ad − bc 6= 0, was offenbar

notwendig und hinreichend dafür ist, dass eine derartige Transformation

nicht eine konstante Abbildung ist. Sie definiert dann sogar offensichtlich

eine bijektive Abbildung von C ∪ {∞} auf sich selbst.

Definition:

Eine gebrochen lineare Transformation von C∪ {∞} ist eine Transfor-

mation

z′ =
az + b

cz + d
mit ad− bc 6= 0.

Bevor wir die Beschreibung von winkeltreuen Abbildungen durch gebrochen

lineare Transformationen weiter verfolgen, sind einige Bemerkungen über

diese neue Art von Transformationen am Platze. Jeder Matrix[
a b

c d

]
∈ GL(2,C)
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ordnen wir eine derartige Transformation zu, nämlich

z′ =
az + b

cz + d
.

Eine weitere Matrix liefert genau dann die gleiche Transformation, wenn

sie aus der ersten Matrix durch Multiplikation mit einer von Null verschie-

denen Konstanten hervorgeht – wie man leicht sieht, indem man die bei-

den gebrochen rationalen Funktionen auf einen gemeinsamen Nenner bringt,

gleichsetzt und die Koeffizienten der Zähler vergleicht. Die Zuordnung der

gebrochen linearen Transformationen zu den Matrizen definiert also eine

bijektive Abbildung von PGL(2,C) auf die Menge der gebrochen linearen

Transformationen. PGL(2,C) ist kanonisch isomorph zu PSL(2,C), denn für

jede Matrix A ∈ GL(2,C) gilt (
√

detA)−1 · A ∈ SL(2,C). Man prüft sofort

nach, dass die Komposition von zwei gebrochen linearen Transformationen

wieder eine gebrochen lineare Transformation ist, und zwar die, welche zum

Produkt der entsprechenden Matrizen gehört. Damit haben wir die folgende

Proposition 13.79

Die Gruppe der gebrochen linearen Transformationen ist kanonisch isomorph

zu PSL(2,C).

Hier ist eine Variante für denjenigen, die sich an der Auszeichnung des

Punktes ∞ in der Riemannschen Zahlenkugel C ∪ {∞} stören. Wir

identifizieren C ∪ {∞} mit dem 1-dimensionalen komplexen projektiven

Raum P1(C), indem wir z ∈ C den Punkt [z, 1] zuordnen und ∞ den Punkt

[1, 0]. Die Umkehrabbildung ist [z1, z2] 7→ z1
z2

. Dann geht die Operation

von PSL(2,C) auf C ∪ {∞} durch gebrochen lineare Transformation in

die kanonische Operation von PSL(2,C) auf P1(C) über, welche durch die

Operation von SL(2,C) auf C2 induziert wird, also [z1, z2] 7→ [az + b, cz + d].

Wir kehren zurück zu den winkeltreuen Abbildungen. Wir haben gesehen,

dass jede orientierungserhaltende winkeltreue Abbildung von S2 auf sich

durch eine gebrochen lineare Transformation beschrieben wird. Die Um-

kehrung gilt aber auch., denn die linearen Transformationen z 7→ az + b

entsprechen genau den oberen Dreiecksmatrizen von GL(2,C), und die
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Transformation z 7→ z−1 entspricht der Permutationsmatrix[
0 1

1 0

]
.

Die Borelgruppe der oberen Dreiecksmatrizen erzeugt aber zusammen mit

der Gruppe der Permutationsmatrizen die ganze lineare Gruppe (I.7.38).

Damit ist jede gebrochen lineare Transformation als Produkt von linea-

ren Transformationen und der Transformation z′ 7→ z−1 darstellbar, und

von diesen Transformationen wissen wir schon, dass sie winkeltreu sind.

Damit sind die orientierungserhaltenden winkeltreuen Abbildungen von S2

bestimmt. Die orientierungsumkehrenden bekommt man dann durch Kom-

position mit z 7→ z. Damit haben wir das folgende Ergebnis:

Satz 13.80

(i) Identifiziert man wie oben S2 durch stereogrpahische Projektion mit

C ∪ {∞}, dann erhält man einen Isomorphismus

Conf+(S2) ∼= PSL(2,C) .

Dabei operiert PSL(2,C) auf C ∪ {∞} durch die gebrochen lineare

Transformation

z′ =
az + b

cz + d
mit

[
a b

c d

]
∈ SL(2,C).

(ii) Die Menge der orientierungsumkehrenden konformen Abbildungen von

S2 auf sich identifiziert sich durch die stereographische Projektion mit

der Menge der Transformationen

z′ =
az + b

cz + d
mit

[
a b

c d

]
∈ SL(2,C).

Es bleibt uns noch die Aufgabe, in diesem Rahmen die Isometriegruppe

von S2 zu beschreiben. Dabei können wir nicht ganz so einfach wie bei

den winkeltreuen Abbildungen argumentieren, denn die stereographische
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ist zwar winkeltreu, aber keineswegs längentreu! Es seien ξ = (ξ1, ξ2) und

η = (η1, η2) von Null verschiedene Vektoren in C2 und x = (x1, x2, x3) sowie

y = (y1, y2, y3) in S2 ⊂ R3 die Urbilder von ξ1/ξ2 bzw. η1/η2 bezüglich der

stereographischen Projektion.

Das Skalarprodukt 〈x, y〉 der Vektoren x, y lässt sich leicht wie folgt aus ξ, η

berechnen:

〈x, y〉 = 2
|ξ1η1 + ξ2η2|2

‖ξ‖2 · ‖η‖2
− 1

Eine Matrix aus SL(2,C) lässt diese Funktion von ξ, η genau dann invariant,

wenn die zugehörige gebrochen lineare Transformation einer Isometrie von

S2 entspricht. Welche Matrizen aus SL(2,C) lassen nun diesen Ausdruck

invariant? Jedenfalls offensichtlich die Matrizen aus der speziellen unitären

Gruppe SU(2,C), denn U(2,C) ist ja gerade die Gruppe, welche die hermi-

tesche Form ξ1η1 + ξ2η2 invariant lässt.

Behauptung:

Nur die Matrizen aus SU(2,C) lassen 〈x, y〉 invariant.

Beweis:

Durch die Iwasawa-Zerlegung (12.54) lässt sich jede Matrix aus SL(2,C)

eindeutig als Produkt einer Matrix aus SU(2,C) und einer Matrix von der

folgenden Gestalt darstellen:[
a b

0 a−1

]
, a ∈ R+, b ∈ C.

Man sieht aber sofort, dass die einzige derartige Matrix, die 〈x, y〉 invariant

lässt, die Einheitsmatrix ist.

Damit ist insgesamt das Folgende bewiesen.

Zusatz zu 13.80

Die Konjugation durch die stereographische Projektion definiert das folgende
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kommutative Diagramm von Isomorphismen und Inklusionen.

Conf+(S2) ∼=

⊂

PSL(2,C)

⊂

I+(S2) ∼= PSU(2,C)

Damit haben wir die konforme Gruppe und die Isometriegruppe von S2

auf zwei ganz verschiedene Arten beschrieben, durch 13.72 und 13.80. Der

Vergleich dieser Ergebnisse liefert uns das folgende kommutative Diagramm

von Isomorphismen und Inklusionen von Lieschen Gruppen.

Korollar 13.81

SO(1, 3,R)0
∼=

⊂

PSL(2,C)
⊂

SO(3,R) ∼= PSU(2,C)

Diese Isomorphismen spielen immer wieder bei vielen Problemen der Geo-

metrie in niedrigen Dimensionen eine wichtige Rolle. Sie sind exzeptionelle

Isomorphismen, Ausnahmen in dem Sinne, dass für die Gruppen SO(n,R),

SL(m,C) usw. für große n und m keine derartigen Beziehungen bestehen.

Im nächsten Abschnitt werden wir diese exzeptionellen Isomorphismen noch

in einen etwas systematischeren Zusammenhang stellen.
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13.4 Spiegelungen und Drehungen

In some way Euklid’s geometry must be deeply connected

with the existence of the spin representation.

Hermann Weyl, The Classical Groups. [37]

Wir wissen, dass die Isometriegruppe eines euklidischen Raumes von Spie-

gelungen erzeugt wird. Diese Tatsache ist grundlegend für die Geometrie

im euklidischen Raum. Von ihr ausgehend wollen wir in diesem Abschnitt

die orthogonale Gruppe O(n,R) untersuchen und dabei besonders auf den

Fall n = 3 eingehen. Die für diese Untersuchung grundlegenden Begriffe

lassen sich ganz allgemein für Vektorräume mit einer quadratischen Form

definieren, und so allgemein wollen wir sie auch entwickeln. Wir beginnen

jedoch mit einigen heuristischen Überlegungen zum reellen positiv definiten

Fall, um die nachfolgenden Definitionen und Konstruktionen zu motivieren.

Nach Satz 13.15 wissen wir, dass jedes Element von O(n,R) ein Produkt von

höchstens n Spiegelungen ist. Sehen wir uns also zunächst einmal die aus al-

len Spiegelungen bestehende Teilmenge S ⊂ O(n,R) an. Zu jeder Spiegelung

σ ∈ S gehört eine Spiegelungshyperebene, nämlich das Symmetriezentrum

Fix σ. Dazu gehört wiederum ein eindeutig bestimmter 1-dimensionaler Un-

tervektorraum von Rn, nämlich das orthogonale Komplement (Fix σ)⊥. Die-

se Gerade bestimmt σ eindeutig. Durch die Zuordnung

σ 7→ (Fix σ)⊥

erhält man eine bijektive Abbildung

S
≈−−→ Pn−1(R)

auf den reellen projektiven Raum Pn−1(R), dessen Elemente gerade die 1-

dimensionalen Untervektorräume von Rn sind. Aus diesem Grunde folgen

jetzt einige Bemerkungen über reelle projektive Räume.
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Den projektiven Raum Pn−1(R) können wir auch wie folgt beschreiben. Jedes

Element aus Pn−1(R), das heißt jede Gerade durch den Nullpunkt von Rn

trifft die (n−1)-dimensionale Standardsphäre Sn−1 ⊂ Rn in einem Paar von

einander diametral gegenüberliegenden Punkten {x,−x}, und sie ist durch

dieses Paar eindeutig bestimmt. Dadurch hat man eine kanonische bijektive

Abbildung

Pn−1(R)
≈−−→ Sn−1/{±1}.

Dies hilft uns bei der gar nicht so leichten Aufgabe, uns wenigstens für

n = 3 eine anschauliche Vorstellung von dem Raum Pn−1(R) zu machen.

Die projektive Ebene ist also der Quotient S2/{±1}. Wir zerlegen S2 durch

zwei Breitenkreise nördlich und südlich des Äquators in eine
”
Äquatorzone“

sowie eine nördliche und eine südliche
”
Polkappe“.

Die Äquatorzone ist homöomorph zu einem Zylinder, und die beiden Pol-

kappen sind homöomorph zu Kreisscheiben. Bei geeigneter Wahl der Brei-

tenkreise überführt die Involution x 7→ −x die Äquatorzone in sich, und sie

vertauscht die beiden Polkappen. Der Quotient der Vereinigung der beiden

Polkappen ist daher homöomorph zu einer Kreisscheibe. Für die Äquator-

zone kann man den Homöomorphismus mit dem Zylinder so wählen, dass

die Operation von {±1} in diejenige Operation auf dem Zylinder übergeht,

welche wir in Abschnitt 13.3 zur Konstruktion des Möbiusbandes benutzt

haben. Der Quotient der Äquatorzone bezüglich der Operation von {±1} ist

also homöomorph zum Möbiusband.
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Ergebnis: P2(R) entsteht aus einem Möbiusband und einer Kreisscheibe,

indem man die zur Kreislinie S1 homöomorphen Ränder dieser beiden

Räume miteinander identifiziert.

Der so entstehende Raum lässt sich jedoch – im Gegensatz zum Möbiusband

– nicht mehr im dreidimensionalen Raum R3 einbetten, man braucht für

eine Einbettung von P2(R) mindestens den R4. Eine schöne Immersion von

P2(R) in R3 – allerdings eben notwendigerweise mit Selbstdurchdringungen

– wurde von Boy angegeben, nämlich die Boysche Fläche (vgl. Hilbert,

Cohn-Vossen,
”
Anschauliche Geometrie“ [22], § 47).

Boy hat seine Immersion der projektiven Ebene nur qualitativ-geometrisch

beschrieben, nicht analytisch. Inzwischen wurden mehrere analytische

Beschreibungen derartiger Immersionen gefunden. Die eleganteste stammt

von François Apéry. Sie erzeugt die immersierte projektive Ebene durch

eine Familie von Ellipsen, die durch eine schöne geometrische Konstruktion

mit einem 3-spitzigen Hypozykloid gewonnen wird. Es gibt dazu ein

schönes Buch von Apéry mit vielen Bildern:
”
Models of the Real Projective

Plane“ [1]. In diesem Buch findet man u. a. eine Immersion der projektiven

Ebene, bei der die immersierte Fläche mit Hilfe von Polynomen vierten

Grades parametrisiert wird. Diese Parametrisierung hat Christos Karakas

benutzt, um mit Hilfe seines Programms zur Darstellung parametrisierter

Flächen die auf der nächsten Seite folgende schöne Computerzeichnung zu

erzeugen, für die wir ihm herzlich danken.
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Ein Teil der Boyschen Fläche ist entfernt, so dass man sehr anschaulich die

Selbstdurchdringung sehen kann.

Wer bei der Betrachtung der Bilder der Boyschen Fläche Schwierigkeiten

hat, sich die projektive Fläche S2/{±1} anschaulich vorzustellen, wird sicher

unsere Absicht begrüßen, statt ihrer einfach die Sphäre S2, welche die pro-

jektive Ebene S2/{±} doppelt überlagert, zur Parametrisierung der Menge

S aller Spiegelungen zu verwenden. Allgemein erhalten wir für den euklidi-

schen Standardraum V = Rn durch die Zurordnung v 7→ sv eine surjektive

Abbildung V \ {0} → S, und wenn wir diese auf die Sphäre Sn−1 ⊂ V
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beschränken, erhalten wir eine Parametrisierung

Sn−1 → S ≈ Sn−1/{±1},

wobei S durch Sn−1 zweifach überlagert wird.

Wenden wir uns nun beliebigen orthogonalen Transformationen aus O(n,R)

zu. Da sich jede von ihnen als Produkt von Spiegelungen darstellen lässt,

können wir O(n,R) durch die Menge aller k-Tupel von Vektoren aus V \{0}
parametrisieren, wo k die natürlichen Zahlen ≥ 0 durchläuft. Mit anderen

Worten: Die disjunkte Vereinigung aller kartesischen Produkte (V \ {0})k
wird wie folgt surjektiv auf O(n,R) abgebildet:∐

k≥0

[V \ {0}]k → O(n,R),

(v1, . . . , vk) 7→ sv1 · · · svk .

Diese primitive Parametrisierung ist nun aber nicht mehr so schön wie im

Fall der Spiegelungen. Sie ist zwar surjektiv, aber sie ist sehr weit davon ent-

fernt, injektiv zu sein, denn es ist dim O(n,R) = n(n−1)/2, während die k-te

Zusammenhangskomponente des Parameterraumes die Dimension kn hat.

Selbst wenn wir uns auf die Vektoren vi der Länge 1 beschränken würden,

was immer noch eine surjektive Parametrisierung gäbe, und außerdem die

nicht nötigen Komponenten k 6= n− 1, n wegließen, hätte die höchstdimen-

sionale Komponente immer noch die Dimension n(n − 1) = 2 dim O(n,R).

Die Darstellung einer orthogonalen Transformation als Produkt von Spiege-

lungen ist eben durchaus nicht eindeutig. Zum Beispiel hat man für jeden

Vektor v 6= 0 die folgende Darstellung des 1-Elementes als Produkt von

Spiegelungen:

s2
v = 1

Ein weiterer Mangel unserer primitiven Parametrisierung ist die Unvollkom-

menheit ihrer algebraischen Struktur. In O(n,R) haben wir eine Gruppen-

struktur. Was wir brauchen, ist eine derselben entsprechende algebraische

Struktur auf dem noch geeignet zu definierenden Parameterraum.
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Um die Vektorraumstruktur auf V ins Spiel zu bringen, betrachten wir

statt der kartesischen Produkte (V \ {0})k die kartesischen Produkte V k

des ganzen Vektorraums V . Dabei setzen wir jetzt ganz allgemein V als

einen endlichdimensionalen K-Vektorraum V mit einer quadratischen Form

q : V → K voraus. Wir betrachten also die Menge∐
k≥0

V k

und fragen: Welche algebraischen Strukturen haben wir auf dieser Menge?

Wir haben auf dieser Menge erstens eine multiplikative Struktur, welche gut

zu der multiplikativen Struktur der orthogonalen Gruppe O(q) := Aut(V, q)

passt. Das Produkt von (v1, . . . , vk) ∈ V k und (w1, . . . , wl) ∈ V l ist durch

die folgende kanonische bijektive Abbildung definiert:

V k × V l → V k+l,

((v1, . . . , vk), (w1, . . . , wl)) 7→ (v1, . . . , vk, w1, . . . , wl).

Wir haben zweitens eine K-Vektorraumstruktur auf der Teilmenge V von∐
V k, aber nicht auf der ganzen Menge

∐
V k. (Warnung: Für k > 1

versehen wir die Teilmenge V k nicht mit einer Vektorraumstruktur, denn

(v1, . . . , vk) ∈ V k soll ja nicht etwa die Summe von v1, . . . , vk werden, son-

dern das Produkt im Sinne der gerade definierten multiplikativen Struktur.)

Von diesen beiden Strukturen ausgehend suchen wir nun eine Menge A mit

einer Struktur, die folgenden Bedingungen genügen soll.

(0) A hat eine K-Vektorraumstruktur und eine damit verträgliche mul-

tiplikative Struktur. Genauer: A ist eine assoziative K-Algebra mit

1.

(1) (a) V ist ein Untervektorraum von A bezüglich der K-

Vektorraumstruktur, und die durch A auf V induzierte Vektor-

raumstruktur stimmt mit der gegebenen K-Vektorraumstruktur

von V überein.

(b) Als assoziative K-Algebra mit 1 wird A von V erzeugt.
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(2) Die multiplikative Struktur von A ist der auf V gegebenen quadrati-

schen Form q : V → K in einem noch zu definierenden Sinne ange-

passt.

Die letzte Bedingung können wir folgendermaßen präzisieren. Da ja für alle

Spiegelungen sv, wo v ∈ V die nicht isotropen Vektoren von V durchläuft,

s2
v = 1 gilt, liegt es nahe, für die Multipliaktion in A die Bedingung zu stel-

len, dass für alle v ∈ V ⊂ A das Quadrat v2 ein Vielfaches des 1-Elementes

von A ist, also v2 = f(v) ·1. Aus den Rechenregeln für Algebren folgt sofort,

dass dann die Funktion f : V → K eine quadratische Form sein muss. Nun

ist uns aber mit q : V → K eine quadratische Form auf V gegeben. Es liegt

daher sehr nahe, zu erwarten, dass die Bedingung f = q zu einer Algebra

A führt, welche für die Untersuchung der orthogonalen Gruppe O(q) gut

geeignet ist. Das ist in der Tat so. Andererseits ist man zur Aufstellung der

Bedingung f = q nicht gezwungen, denn die Bedingung f = −q würde zu

einer ganz anderen Algebra führen, die wegen O(q) = O(−q) genau so gut

wie A zur Untersuchung von O(q) geeignet wäre. Man kann also hier hin-

sichtlich der Definition der Algebra, die man der gegebenen quadratischen

Form zuordnen will, zwischen mehreren gleichwertigen, aber definitiv ver-

schiedenen Möglichkeiten wählen, und verschiedene Autoren arbeiten in der

Tat mit verschiedenen Definitionen. Wir entscheiden uns hier für die wohl

am nächsten liegende Bedingung. Wir arbeiten also mit der Relation

v2 = q(v) · 1 für alle v ∈ V.

Die vorgetragenen heuristischen Überlegungen motivieren die folgenden

grundlegenden Definitionen und Konstruktionen.

Definition:

q : V → K sei eine quadratische Form auf dem endlichdimensionalen K-

Vektorraum V .

(i) Eine geometrische Algebra für q ist eine assoziative K-Algebra

A mit 1 zusammen mit einem K-Vektorraumhomomorphismus
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ϕ : V → A, so dass für alle v ∈ V und v′ = ϕ(v) gilt

v′ 2 = q(v) · 1.

(ii) Eine geometrische Algebra ϕ : V → A heißt universelle geometri-

sche Algebra für q, wenn es zu jeder weiteren geometrischen Alge-

bra ψ : V → B für q einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

χ : A → B von Algebren mit 1 gibt, so dass das folgende Diagramm

kommutiert:

V
ϕ //

ψ   

A

χ

��
B

Proposition 13.82

Die universelle geometrische Algebra zu einer quadratischen Form q ist bis

auf kanonischen Isomorphismus durch q eindeutig bestimmt, d. h. zwei der-

artige Algebren sind kanonisch isomorph.

Beweis: Dies ist eine triviale Übung.

Es stellen sich jetzt zwei Fragen, nämlich erstens die Frage nach der

Existenz einer universellen geometrischen Algebra und zweitens die Frage,

ob es möglich ist, unter den verschiedenen kanonisch isomorphen Algebren

eine in natürlicher Weise auszuzeichnen, so dass wir wirklich mit Recht von

der universellen geometrischen Algebra zu q sprechen dürfen. Wir werden

beide Fragen gleichzeitig positiv beantworten, indem wir eine nur von q

abhängige universelle geometrische Algebra C(q) konstruieren, und diese

Algebra werden wir die Clifford-Algebra von q nennen.

Wenn man schon die Tensoralgebra T (V ) des Vektorraums V zur Verfügung hat,

ist die Konstruktion ganz einfach: Man definiert dann C(q) als Quotienten der

Algebra T (V ) nach dem zweiseitigen Ideal, das von den Elementen v ⊗ v − q(v) · 1
erzeugt wird. Weil die Begriffsbildungen der multilinearen Algebra und insbeson-

dere die Tensoralgebra und die Graßmannalgebra erfahrungsgemäß bei Anfängern
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zu großen Verständnisschwierigkeiten führen, haben wir bisher auf diese Begriffe

verzichtet. Wir kommen aber jetzt nicht mehr ganz darum herum. Um aber nicht

zu viele Konstruktionen aufeinander zu türmen, werde ich die Clifford-Algebra

direkt konstruieren, also ohne den Zwischenschritt über die Tensoralgebra. Wem

die Konstruktion zu abstrakt ist, der halte sich an die nachher in 13.85 und 13.86

angegebene ganz konkrete Beschreibung mit Hilfe einer Orthogonalbasis von V .

Es sei V ein K-Vektorraum. Dann bezeichnen wir mit F (V ) den freien K-

Vektorraum, der von
∐
k≥0 V

k erzeugt wird, also (vgl. auch Definition nach

Proposition I.6.34)

F (V ) = K
∐
k≥0 V

k

.

Den zu (v1, . . . , vk) ∈ V k gehörigen Standardbasisvektor von F (V ) bezeich-

nen wir für den Moment mit [v1, . . . , vk]. Auf dem K-Vektorraum F (V )

definieren wir folgendermaßen eine Multiplikation. Zunächst definieren wir

das Produkt von Basisvektoren wie folgt:

[v1, . . . , vk] · [w1, . . . , wl] = [v1, . . . , vk, w1, . . . , wl] .

Für beliebige Basisvektoren ist das Produkt dann dadurch definiert, dass die

Distributivgesetze gelten sollen. Dadurch wird F (V ) zu einer K-Algebra.

Das 1-Element ist 1 = [ ], der Basisvektor zu dem leeren Tupel φ ∈
V 0 = {φ}. Die K-Algebra F (V ) hat aber bis jetzt noch nichts mit der

K-Vektorraumstruktur von V und der quadratischen Form q auf V zu tun

– sie hängt nur von der Menge V ab. Um diese Strukturen ins Spiel zu brin-

gen, genauer: um die auf Seite 150 aufgestellten Bedingungen (1) und (2) zu

erfüllen, können wir die Gültigkeit der gewünschten Rechenregeln erzwin-

gen, indem wir solche Elemente aus F (V ), die nach (1) und (2) gleich sein

sollen, dadurch identifizieren, dass wir von F (V ) zu einer Restklassenalgebra

F (V )/I übergehen, wo I ein zweiseitiges Ideal ist. Ein zweiseitiges Ideal

in einer K-Algebra B ist ein K-Untervektorraum I, der mit x ∈ I auch

ax und xa für alle a ∈ B enthält. Wenn R irgendeine Teilmenge von F (V )

ist, bezeichnen wir mit I(R) das von R erzeugte zweiseitige Ideal, d. h. das

kleinste zweiseitige Ideal von F (V ), welches R enthält.
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Wir betrachten jetzt zwei Relationenmengen R1, R2 ⊂ F (V ), welche auf

offensichtliche Weise mit den obigen Bedingungen (1) und (2) zusam-

menhängen.

R1(V ) :=

{
r∑
i=1

ai [vi]−
[

r∑
i=1

aivi

]
| ai ∈ K, vi ∈ V

}
R2(q) :=

{
[v]2 − q(v) · 1 | v ∈ V

}
Definition:

Die Clifford-Algebra der quadratischen Form q : V → K auf dem endlich-

dimensionalen K-Vektorraum V ist die Algebra

C(q) := F (V )/I(R1(V ) ∪R2(q))

mit dem kanonischen injektiven K-Vektorhomomorphismus V → C(q), der

jedem v ∈ V die Restklasse [v] ∈ F (V ) zuordnet. Durch diese kanonische

Injektion identifizieren wir im folgenden V mit seinem Bild in C(q).

Proposition 13.83

Die Clifford-Algebra C(q) ist eine universelle geometrische Algebra für q.

Beweis: Übung.

Bemerkung:

T (V ) = F (V )/I(R1(V )) ist die Tensoralgebra von V . Man bezeichnet die

Restklasse von [v1, . . . , vk] in T (V ) mit v1 ⊗ . . . ⊗ vk und den von diesen

Vektoren erzeugten Untervektorraum mit V ⊗ . . . ⊗ V = V ⊗k und nennt

dies das k-fache Tensorprodukt. Ist e1, . . . , en eine Basis von V , dann ist

ei1 ⊗ . . . ⊗ eik mit 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n eine Basis von V ⊗k. Es gilt T (V ) =⊕
k≥0 V

⊗k.

Proposition 13.84

q : V → K sei eine quadratische Form auf dem endlichdimensionalen K-

Vektorraum V mit charK 6= 2 und 〈·, ·〉 die zu q gehörige symmetrische

Bilinearform mit q(x) = 〈x, x〉. Dann gilt für v, w ∈ V ⊂ C(q)

vw + wv = 2 〈v, w〉 · 1.
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Beweis:

Durch Polarisierung und Anwendungen der definierenden Relationen der

Clifford-Algebra erhält man folgende Identitäten:

2 〈v, w〉 · 1 = (q(v + w)− q(v)− q(w)) · 1 = (v + w)2 − v2 − w2 = vw + wv.

Wir haben die Clifford-Algebren bis jetzt auf zwei Weisen charakterisiert: erstens

durch ihre universelle Eigenschaft und zweitens durch die obige Konstruktion als

eine gewisse Quotientenalgebra. Letztere hat den Vorteil, dass sie nur von der

quadratischen Form q : V → K abhängt. Aber dieser Vorteil ist durch einen

Nachteil erkauft. Denn gerade um die Konstruktion unabhängig von Wahlen zu

machen, wurde C(q) als Quotient von F (V ) dargestellt. F (V ) ist aber eine
”
riesige

Algebra“. Zur Erzeugung als Algebra braucht man alle Elemente von V , also eine

Menge von der Mächtigkeit card(V ), und als K-Vektorraum hat F (V ) mindestens

die Dimension card(V ). Auch die Tensoralgebra, eine ebenfalls von Wahlen

unabhängige Stufe der Konstruktion, hat immer noch unendliche Dimension.

Hingegen ist die Clifford-Algebra eines endlichdimensionalen Vektorraums V

endlichdimensional. Wir werden zeigen: Aus dimV = n folgt dimC(q) = 2n. So

gesehen ist die Konstruktion von C(q) als Quotient von F (V ) und T (V ) unökono-

misch, und es entsteht durch sie vielleicht der Eindruck mangelnder Konkretheit,

so, als wüsste man nicht genau, was die Elemente der Clifford-Algebra eigentlich

sind und wie man damit rechnet. Deswegen geben wir jetzt noch eine dritte, ganz

konkrete Beschreibung von C(q) an.

Der Preis für die Konkretheit ist allerdings, dass die Konstruktion von der Wahl

einer Basis e1, . . . , en von V abhängt. Um eine möglichst einfache Konstruktion zu

bekommen, setzen wir zunächst voraus, dass diese Basis eine Orthogonalbasis ist.

Eine solche existiert nach II.12.23 stets, wenn charK 6= 2. Die quadratische Form

q ist dann durch die n Körperelemente ai = q(ei) eindeutig bestimmt.

Wir konstruieren jetzt eine nur von (a1, . . . , an) ∈ Kn abhängige K-Algebra

A(a1, . . . , an;K). Die Konstruktion wird durch die darauf folgenden Propo-

sitionen und Bemerkungen motiviert. Es sei {1, . . . , n} die geordnete Men-

ge4 der natürlichen Zahlen von 1 bis n und P{1, . . . , n} die Potenzmen-

4Anmerkung der Redaktion: Egbert Brieskorn meint hier vermutlich, dass jede Teil-
menge I ⊂ {1, . . . , n} als lexikographisch geordnet angenommen werden soll.
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ge dieser Menge. Die Elemente von P{1, . . . , n} sind also die 2n Teilmen-

gen I ⊂ {1, . . . , n}. Als K-Vektorraum wird die zu konstruierende Algebra

A(a1, . . . , an; cK) einfach der 2n-dimensionale von P{1, . . . , n} frei erzeugte

K-Vektorraum

KP{1,...,n}.

Den zu I ∈ P{1, . . . , n} gehörigen Standardbasisvektor bezeichnen wir mit

eI . Um auf diesem Vektorraum die Struktur einer assoziativen K-Algebra

zu definieren, genügt es, die Produkte eIeJ der Basisvektoren zu definie-

ren. Dafür, dass dadurch tatsächlich eine assoziative K-Algebrastruktur auf

dem Vektorraum definiert wird, ist die Assoziativitätsbedingung (eIeJ)eL =

eI(eJeL) notwendig und hinreichend. Für I, J ⊂ {1, . . . , n} definieren wir

das Produkt eIeJ durch folgende Sequenz von Definitionen.

ε(I, J) := card{(i, j) ∈ I × J | i > j}
a(I, J) := (−1)ε(I,J)

∏
i∈I∩J

ai

I ∗ J := (I ∪ J) \ (I ∩ J)

eIeJ := a(I, J)eI∗J

Es ist eine einfache Übungsaufgabe, nachzuprüfen, dass mit dieser Definition

die Assoziativitätsbedingung erüllt ist und e∅eJ = eJe∅ = eJ gilt.

Definition:

Es sei K ein Körper und (a1, . . . , an) ∈ Kn. Die Clifford-Algebra

A(a1, . . . , an;K) zu (a1, . . . , an) ist der K-Vektorraum KP{1,...,n} mit der

Multiplikation, die durch

eIeJ := a(I, J)eI∗J (∗)

definiert wird. Das 1-Element ist 1 = e∅.

Proposition 13.85

In A(a1, . . . , an;K) setzen wir ei := e{i} für i = 1, . . . , n. Für 1 ≤ i1 < . . . <

ik ≤ n und I = {i1, . . . , ik} gilt dann:
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eI = ei1 · · · eik (∗∗)

Insbesondere wird A(a1, . . . , an;K) als K-Algebra von den Elementen

e1, . . . , en erzeugt. Wir nennen ei den i-ten Standardgenerator von

A(a1, . . . , an;K). Für die Produkte dieser erzeugenden Elemente gilt:

eiej = −ejei für i 6= j

e2
i = ai · 1

(∗ ∗ ∗)

Beweis: Triviale Übung.

Bemerkungen:

(1) Die Gleichungen (∗ ∗ ∗) sind die grundlegenden Rechenregeln für die

Algebra A(a1, . . . , an;K). Denn Folgendes ist klar: Wenn auf dem Vek-

torraum KP{1,...,n} eine Multiplikation definiert ist, für welche die Re-

lationen (∗∗) und (∗ ∗ ∗) gelten, dann gilt für die Multiplikation not-

wendigerweise (∗).

(2) Die Rechenregeln (∗ ∗ ∗) sind offenbar äquivalent zu der Bedingung,

dass für alle (x1, . . . , xn) ∈ Kn die folgende Gleichung gilt:

(x1e1 + . . .+ xnen)2 = (a1x
2
1 + . . .+ anx

2
n) · 1.

Dies führt zu folgendem Ergebnis.

Proposition 13.86

Es sei K ein Körper, a = (a1, . . . , an) ∈ Kn und qa die quadratische Form

auf dem Standardvektorraum Kn mit

qa(x1, . . . , xn) = a1x
2
1 + . . .+ anx

2
n.

Ferner sei Kn → A(a1, . . . , an;K) der K-Vektorraumhomomorphismus, wel-

cher den i-Standardbasisvektor von Kn mit dem i-ten Standardgenerator

von A(a1, . . . , an;K) identifiziert. Dann ist A(a1, . . . , an;K) mit diesem Ho-

momorphismus eine universelle geometrische Algebra für qa.
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Insbesondere gilt: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

C(qa) ∼= A(a1, . . . , an;K).

Beweis:

Aus Bemerkung (2) folgt, dass A(a1, . . . , an;K) eine geometrische Algebra

für qa ist. Diese Algebra ist universell, denn sei B irgendeine andere geome-

trische Algebra für qa, und e′i ∈ B das Bild des i-ten Standardbasisvektors

von Kn. Aus der Definition der geometrischen Algebren folgt sofort, dass

auch für e′1, . . . , e
′
n die Regeln (∗ ∗ ∗) gelten, d. h. e′ie

′
j = −e′je′i für i 6= j und

e′2i = ai · 1.

Wir definieren nun weiter eine K-lineare Abbildung χ : A(a1, . . . , an;K)→
B durch χ(ei1 · · · eik) = e′i1 · · · e′ik für 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. Aus der Gültig-

keit der Regeln (∗ ∗ ∗) für die ei und die e′i folgt leicht χ(eIeJ) = χ(eI)χ(eJ).

Daraus folgt wegen der K-Linearität, dass χ ein Algebrenhomomorphismus

ist, und wir haben somit für jede geometrische Algebra B ein kommutatives

Diagramm

Kn //

''

A(a1, . . . , an;K)

��
B

konstruiert und die Universalität von A(a1, . . . , an;K) bewiesen.

Korollar 13.87

Es sei K ein Körper mit charK 6= 2 und V ein n-dimensionaler K-

Vektorraum. Es sei b eine symmetrische Bilinearform auf V und q : V → K

mit q(v) = b(v, v) die zugehörige quadratische Form. Es sei C(q) die Clifford-

Algebra zu q. Schließlich seien e1, . . . , en ∈ C(q) die Bilder der Vektoren einer

Basis von V unter der kanonischen Abbildung V → C(q). Dann gilt:

(i) Die 2n Elemente ei1 · · · eik mit 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n bilden eine

K-Vektorraumbasis von C(q).
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(ii) Die Elemente e1, . . . , en erzeugen die Algebra C(q), und für diese Er-

zeugenden gilt:

eiej + ejei = 2b(ei, ej) · 1

Beweis:

Aus 13.84 folgt (ii). Aus (ii) folgt, dass die 2n Elemente ei1 · · · eik mit 1 ≤
i1 < . . . < ik ≤ n ein Erzeugendensystem des K-Vektorraumes C(q) bilden.

Da dieser nach 13.86 die Dimension 2n hat, bilden sie sogar eine Basis, und

auch (i) ist bewiesen.

Bemerkungen:

(1) Die Aussage 13.87(i) gilt ohne die Voraussetzung charK 6= 2.

(2) Aus 13.87 folgt: Ist q die Nullform q = 0, dann ist die Clifford-Algebra

C(q) gerade die Graßmannalgebra

C(0) =
n⊕

k= 0

∧k
V

(zur Definition von
∧k V vergleiche I.10, Aufgabe 43).

Der folgende Satz wird es uns erleichtern, die Clifford-Algebren nicht entar-

teter quadratischer Formen mit gewissen anderen Algebren zu identifizieren.

Proposition 13.88

Es sei K ein Körper mit charK 6= 2 und (a1, . . . , an) ∈ Kn mit

a1, . . . , an 6= 0. Es sei A eine 2n-dimensionale assoziative K-Algebra mit

1, und e1, . . . , en ∈ A ein System von Elementen, für welche die folgenden

Relationen gelten:

eiej = −ejei für i 6= j

e2
i = ai · 1

Falls n ungerade ist, werde zusätzlich vorausgesetzt, dass 1 und e1 · · · en
linear unabhängig sind. Dann erhält man einen K-Algebra-Isomorphismus

A(a1, . . . , an;K)
∼=−−→ A,
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indem man den i-ten Standardgenerator von A(a1, . . . , an;K) auf ei abbil-

det.

Beweis:

Aus 13.86 folgt jedenfalls, dass tatsächlich ein K-Algebren-

Homomorphismus χ : A(a1, . . . , an;K)→ A definiert wird, indem man

den i-ten Standardgenerator auf ei abbildet. Zu zeigen ist lediglich,

dass die 2n Elemente eI := ei1 · · · eik mit 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n und

I := {i1, . . . , ik} linear unabhängig sind, denn dann bilden sie wegen der

Dimensionsvoraussetzung eine Basis von A und der Homomorphismus χ ist

ein Isomorphismus.

Angenommen, es gelte eine lineare Relation∑
cIeI = 0. (+)

Wegen a1, . . . , an 6= 0 sind e1, . . . , en und daher auch alle eI invertierbar

in A. Durch Multiplikation von mit e−1
I geht die Relation (+) in eine neue

Relation über, wobei cI in den Koeffizienten in den Koeffizienten von e∅ = 1

übergeht. Es genügt daher, zu zeigen, dass aus der Relation (+) schon c∅ = 0

folgt. Man sieht leicht, dass Folgendes gilt:

eieIe
−1
i =

(−1)|I|eI , wenn i /∈ I,
−(−1)|I|eI , wenn i ∈ I.

(++)

Daher ergeben die Konjugation der Relation (+) mit e1 und die Addition

der so entstehenden Relation zu (+) wegen charK 6= 2 die folgende lineare

Relation: ∑
cIeI = 0,

|I| ≡ 0 mod 2 und 1 /∈ I oder

|I| ≡ 1 mod 2 und 1 ∈ I.

Danach konjugiert man diese Relation mit e2 und addiert, und so weiter,
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bis man schließlich nach n Schritten folgende Relation erhält:∑
cIeI = 0,

|I| ≡ 0 mod 2 und 1, 2, . . . , n /∈ I oder

|I| ≡ 1 mod 2 und 1, 2, . . . , n ∈ I.

Je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist, ist dies aber eine der beiden

folgenden Relationen:

c∅ · 1 = 0, wenn n gerade,

c∅ · 1 + c{1,...,n}e{1,...,n} = 0, wenn n ungerade.

Daraus folgt c∅ = 0, im ersten Fall trivialerweise, im zweiten Fall nach

Voraussetzung. Damit ist der Satz bewiesen.

Mit Argumenten vom gleichen Typ können wir für charK 6= 2 das Zentrum

der Clifford-Algebra einer nicht entarteten quadratischen Form bestimmen.

Definition:

Das Zentrum einer assoziativen K-Algebra A ist die Unteralgebra

Z(A) := {c ∈ A | ∀a ∈ A ac = ca} .

Aus den Relationen (++) im Beweis von 13.88 folgt sofort folgende Propo-

sition.

Proposition 13.89

Die Clifforsche Algebra A(a1, . . . , an;K) hat für a1, . . . , an 6= 0 und

charK 6= 2 das folgende Zentrum:

Z(A(a1, . . . , an;K)) =

K · 1, für n ≡ 0 mod 2,

K · 1 +Ke1 · · · en, für n ≡ 1 mod 2.

Im Folgenden sei stets charK 6= 2 vorausgesetzt.
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Als leichte Folgerung aus 13.89 ergibt sich die Bestimmung der invertierbaren

Elemente im Zentrum der Clifford-Algebren. Dabei nennen wir allgemein ein

Element x in einem Ring R mit 1 invertierbar, wenn es Elemente y und

z von R mit xy = 1 und zx = 1 gibt. Es gilt dann y = z, und dieses

inverse Element zu x ist durch x ∈ R eindeutig bestimmt und wird mit

x−1 bezeichnet.

Korollar 13.90

Z∗ sei die Gruppe der invertierbaren Elemente im Zentrum von

A(a1, . . . , an;K). Dann gilt für a1, . . . , an 6= 0:

Z∗ = K∗ · 1, wenn n = 2k, und

Z∗ =
{
a · 1 + be1 · · · en | a2 − (−1)ka1 · · · anb2 6= 0, a, b ∈ K

}
, wenn n = 2k + 1.

Mit den gleichen Argumenten, die wir bei der Bestimmung des Zentrums

gebraucht haben, können wir aber noch viel mehr beweisen. Wir können

nämlich alle zweiseitigen Ideale der Clifford-Algebra C(q) einer nichtentar-

teten quadratischen Form über einem Körper der Charakteristik ungleich

2 bestimmen. Das ist aus mehreren Gründen wichtig. Ein Grund ist der,

dass wir damit gleichzeitig alle geometrischen Algebren ϕ : V → B für q

bestimmen, welche vom Bild ϕ(V ) erzeugt werden – und das sind natürlich

die einzigen, die hier interessieren.

Eine solche Algebra ist ja das Bild eines surjektiven Algebrenhomomorphis-

mus χ : C(q) → B. Dessen Kern ist ein zweiseitiges Ideal I ⊂ C(q), so

dass χ einen Isomorphismus C(q)/I ∼= B induziert. Die vom Bild von V er-

zeugten geometrischen Algebren für q sind also kanonisch isomorph zu den

Quotienten C(q)/I nach den zweiseitigen Idealen I ⊂ C(q).

Definition:

(i) Ein echtes zweiseitiges Ideal einer assoziativen K-Algebra mit 1 ist

ein zweiseitiges Ideal in A, das von A und {0} verschieden ist.

(ii) Eine endlichdimensionale K-Algebra ohne echte zweiseitige Ideale

heißt einfach.
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(iii) Eine endlichdimensionale K-Algebra A heißt halbeinfach, wenn sie

direkte Summe A = A1 ⊕ . . .⊕Am von endlich vielen einfachen Alge-

bren ist.

Dabei ist die direkte Summe A1 ⊕ . . . ⊕ Am von K-Algebren Ai als K-

Vektorraum die direkte Summe der Ai, und die Multiplikation ist kompo-

nentenweise definiert, d. h. (a1, . . . , am) · (b1, . . . , bm) = (a1b1, . . . , ambm).

Satz 13.91

K sei ein Körper mit charK 6= 2 und a1, . . . , an ∈ K∗. Dann gilt:

(i) Wenn n gerade ist, ist die Clifford-Algebra A(a1, . . . , an;K) einfach.

(ii) Wenn n ungerade ist, n = 2k + 1, dann ist die Clifford-Algebra halb-

einfach. Einfach ist sie genau dann, wenn (−1)ka1 · · · an /∈ K∗2.5

Zusatz

Es sei n = 2k + 1 und (−1)ka1 · · · an ∈ K∗2. Es seien ±c ∈ K∗ die beiden

Körperelemente mit c2 = (−1)ka1 · · · an, und es sei ε1 = 1
2(1 + c−1e1 · · · en)

sowie ε2 = 1
2(1 − c−1e1 · · · en). Schließlich sei A := A(a1, . . . , an;K) und

Ai := Aεi. Dann gilt: A ist direkte Summe A = A1 ⊕ A2 der einfachen

Algebren Ai, und A1, A2 sind die einzigen zweiseitigen Ideale von A.

Beweis:

Es sei I ein von {0} verschiedenes zweiseitiges Ideal in A := A(a1, . . . , an;K)

und x =
∑
cJeJ ∈ I ein von 0 verschiedenes Element in I. Wegen der In-

vertierbarkeit der eJ kann man wieder o.B.d.A. c∅ 6= 0 voraussetzen. Genau

wie im Beweis von 13.88 erzeugt man aus x durch sukzessives Konjugie-

ren mit den Erzeugenden e1, . . . , en und Addieren zu dem bereits Erzeugten

neue Elemente, die, weil I ein zweiseitiges Ideal ist, immer noch in I lie-

gen. Zum Schluss erhält man für gerade n, dass c∅ · 1 ∈ I, also 1 ∈ I, also

I = A, und damit ist (i) bewiesen. Für ungerades n = 2k + 1 erhält man

c∅ · 1 + c{1,...,n}e1 · · · en ∈ I. Wenn (−1)ka1 · · · an kein Quadrat ist, dann ist

5Anmerkung der Redaktion: K∗2 bezeichnet hier nicht etwa das kartesische Produkt
K∗ ×K∗, sondern die Menge der Quadrate in K∗.
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dieses Element nach 13.90 invertierbar, und es folgt wieder I = A und A

ist in diesem Fall einfach. Es sei nun also (−1)ka1 · · · an = c2 und ε1, ε2 wie

im Zusatz definiert. Dann ist das obige Element wegen 13.90 entweder eine

Einheit, oder es geht bei Division durch 2c∅ in ε1 oder in ε2 über. Daher

folgt:

ε1 ∈ I oder ε2 ∈ I für I 6= 0. (1)

Ferner prüft man leicht nach, dass für ε1, ε2 Folgendes gilt:

1 = ε1 + ε2, (2)

ε2
i = εi und ε1ε2 = 0, (3)

ε1, ε2 ∈ Z(A). (4)

Daraus folgt sofort, dass die beiden Multiplikationen mit ε1 und ε2 die Pro-

jektionsoperatoren εi : A→ Aεi einer Zerlegung von A als K-Vektorraum in

die direkte Summe von A1 und A2 sind, und dass für das Produkt zweier Ele-

mente bei entsprechender Summenzerlegung (a1, a2) · (b1, b2) = (a1b1, a2b2)

gilt. A ist also die direkte Summe von Algebren

A = A1 ⊕A2. (5)

Aus (2) bis (4) folgt ferner leicht für jedes zweiseitige Ideal I von A:

I = (I ∩A1)⊕ (I ∩A2). (6)

Wegen (4) sind A1 und A2 zweiseitige Ideale, also gilt dies auch für I∩A1 und

I∩A2. Wegen (1) gilt daher I∩Aj = {0} oder I∩Aj = Aj . Daher sind wegen

(6) 0, A1, A2 und A die einzigen zweiseitigen Ideale von A. Insbesondere sind

A1, A2 einfach, weil jedes zweiseitige Ideal von Aj auch ein zweiseitiges Ideal

von A ist.6 Damit ist (ii) samt Zusatz bewiesen.

Der gerade bewiesene Satz bestimmt bereits weitgehend die Struktur der

Clifford-Algebren. Denn die Struktur der einfachen Algebren ist bekannt.

6Anmerkung der Redaktion: Dies gilt wegen der Zerlegung (5) in die direkte Summe
und der Tatsache, dass jedes zweiseitige Ideal von A auch ein zweiseitiges Ideal von Aj
ist.
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Sie wird durch den folgenden Satz von Wedderburn beschrieben, den wir

schon in Aufgabe 14 zu § I.7 kennengelernt hatten. Bevor wir diesen Satz

formulieren, brauchen wir eine

Definition:

Eine endlichdimensionale K-Algebra D mit 1 heißt K-Divisionsalgebra,

wenn D als Ring ein Schiefkörper ist.

Satz 13.92 (Satz von Wedderburn)

Die einfachen K-Algebren sind bis auf Isomorphie genau die K-Algebren

Mr(D) aller r × r-Matrizen mit Koeffizienten in einer K-Divisionsalgebra

D. Aus Mr(D) ∼= Mr′(D
′) folgt r = r′ und D ∼= D′. Das Zentrum von Mr(D)

ist isomorph zum Zentrum von D.

Dieser Satz wurde von Wedderburn 1908 in seiner Arbeit
”
On hypercomplex

numbers“ in Proc. London Math. Soc. (2) Band 6 bewiesen. Beweise findet

man in Büchern über Algebren oder Algebra-Büchern, z. B. van der Waer-

den, Algebra II, § 126 [35].
”
Hyperkomplexes System“ ist ein altmodisches

Wort für
”
K-Algebra“.

Wir sind im Folgenden nur an dem Fall interessiert, wo der zugrunde liegende

Körper K der Körper R der reellen Zahlen ist. In diesem Fall kennt man

alle Divisionsalgebren.

Satz 13.93

Die einzigen Divisionsalgebren über R sind die Körper R und C der reellen

und komplexen Zahlen sowie der Schiefkörper H der Quaternionen.

Einen Beweis findet man z. B. bei van der Waerden, Algebra II, § 137.

Den Schiefkörper H haben wir schon in Aufgabe 27 zu § I.5 eingeführt.

Wir werden ihn nachher noch genauer studieren. Zunächst einmal stellen

wir jedoch fest, dass die zitierten Sätze zusammen mit Satz 13.91 bereits

weitgehend die Struktur der reellen Clifford-Algebren bestimmen. Um die

Formeln lesbarer zu machen, ändern wir unsere Notation für Matrizenringe.

Notation: D(r) := Mr(D) ist die K-Algebra der r × r-Matrizen mit Koef-

fizienten in der K-Divisionsalgebra D.
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Satz 13.94

Es sei q eine nichtentartete reelle quadratische Form mit der Signatur

(n+, n−). Es sei n = n+ +n− der Rang und t = n+−n− der Trägheitsindex.

C(q) sei die Cliffordalgebra.

(i) Für n = 2m gilt:

C(q) ∼= R(2m) oder C(q) ∼= H(2m−1).

(ii) Für n = 2m+ 1 und t ≡ 3 mod 4 gilt:

C(q) ∼= C(2m).

(iii) Für n = 2m+ 1 und t ≡ 1 mod 4 gilt:

C(q) ∼= R(2m)⊕ R(2m) oder C(q) ∼= H(2m−1)⊕H(2m−1).

Beweis:

(i) Wegen 13.91 bis 13.93 gilt C(q) ∼= D(r) mit D = R,C oder H und

Z(D) = Z(C(q)). Aus 13.89 folgt daher Z(D) = R, also D = R oder

D = H. Die Ränge r = 2m bzw. r = 2m−1 ergeben sich dann aus

dimC(q) = 2n.

(ii) Aus 13.90 folgt, dass Z(C(q)) in diesem Fall eine 2-dimensionale reelle

Divisionsalgebra ist, also Z(C(q)) ∼= C. Daher folgt C(q) ∼= C(2m) aus

13.91–13.93.

(iii) In diesem Fall ist C(q) nach 13.91 die direkte Summe von zwei ein-

fachen R-Algebren mit 1. Aus 13.89 folgt, dass beide das Zentrum R
haben. Daher folgt die Behauptung wieder aus 13.92 und 13.93

Wir stellen uns nun natürlich die Aufgabe, herauszufinden, wann in Satz

13.94(i) bzw. (iii) reelle und wann quaternionale Matrizenalgebren auftre-

ten. Die Antwort wird in Satz 13.100 gegeben, in dem die Struktur der

reellen Clifford-Algebren vollständig bestimmt wird. Beim Beweis gehen wir

wie folgt vor. Da ja im Fall (i) nur zwei Isomorphietypen auftreten können,

nämlich R(2m) und H(2m−1), leiten wir zunächst durch 13.95 und 13.96 für

die C(q) mit n = 2m eine Einteilung in zwei Klassen ab, so dass jeweils alle

C(q) in einer Klasse zueinander isomorph sind.
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Anschließend zeigen wir in 13.97 und 13.98 jeweils für einen Repräsentan-

ten der Klasse, dass er isomorph zu R(2m) bzw. H(2m−1) ist. Zum Schluss

reduzieren wir in 13.99 den Fall n = 2m+ 1 auf den Fall n = 2m.

Definition:

p und q seien natürliche Zahlen, p, q ≥ 0.

Cp,q := A(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

;K)

Proposition 13.95

Für alle p ≥ 0, q ≥ 0 gilt Cp+4,q(K) ∼= Cp,q+4(K).

Beweis:

In Cp+4,q(K) seien e1, . . . , en die Standardgeneratoren, n = p + q + 4. Wir

definieren neue Generatoren e′i wie folgt. Wir setzen e′i = ei für i ≤ p und

i > p+ 4 sowie

e′p+1 = ep+2 ep+3 ep+4,

e′p+2 = ep+1 ep+3 ep+4,

e′p+3 = ep+1 ep+2 ep+4,

e′p+4 = ep+1 ep+2 ep+3.

Dann gilt e′i
2 = +1 für i ≤ p und e′i

2 = −1 für i > p sowie e′ie
′
j = −e′je′i

für i 6= j. Außerdem gilt e′1 . . . e
′
n = e1 . . . en. Daher erhält man nach 13.88

einen Isomorphismus Cp+4,q(K)→ Cp,q+4(K), indem man e′1, . . . , e
′
n auf die

Standardgeneratoren von Cp,q+4(K) abbildet.

Proposition 13.96

Für alle p, q ≥ 0 gilt: Cp+1,q(K) ∼= Cq+1,p(K).

Beweis:

In Cp+1,q(K) seien e1, . . . , en die Standardgeneratoren, n = p+ q + 1.
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Wir setzen:

e′i =

ep+1, für i = p+ 1,

eiep+1, für i 6= p+ 1.

Dann gilt e′i
2 = −1 für i ≤ p und e′i

2 = 1 für i > p sowie e′ie
′
j = −e′je′i für

i 6= j. Außerdem sind 1 und e′1 . . . e
′
n linear unabhängig. Daher erhält man

nach 13.88 einen Isomorphismus Cp+1,q → Cq+1,p, indem man e′i auf den

(n− i+ 1)-ten Standardgenerator von Cq+1,p(K) abbildet.

Aus 13.95 und 13.96 ergibt sich leicht Folgendes: Für n = 2m ist jedes

Cp,q(K) mit p+ q = n entweder zu Cm,m(K) oder zu Cm−1,m+1(K) iso-

morph. Für n = 2m+1 ist jedes Cp,q(K) mit p+q−n entweder zu Cm,m+1(K)

oder zu Cm+1,m(K) oder zu Cm−1,m+2(K) isomorph. In den nächsten drei

Propositionen bestimmen wir daher die Isomorphieklassen dieser Algebren,

wobei Cm,m+1(K) = C(2m) bereits aus 13.94 bekannt ist.

Proposition 13.97

Für alle m ≥ 0 gilt: Cm,m ∼= K(2m).

Beweis:

Wir identifizieren Cm,m(K) kanonisch mit der Clifford-Algebra des Stan-

dardvektorraums K2m mit der quadratischen Form x2
1 + . . .+ x2

m − x2
m+1 −

. . . − x2
2m. In K2m wählen wir eine Bais e1, . . . , em, f1, . . . , fm wie in Satz

II.12.38, das heißt so, dass 〈ei, ej〉 = 0 und 〈fi, fj〉 = 0 und 〈ei, fj〉 = δij

für i, j = 1, . . . ,m. Es sei W ⊂ K2m der von e1, . . . , em aufgespann-

te maximale total isotrope Unterraum. Die Beschränkung der quadrati-

schen Form auf W ist identisch mit 0, und die Clifford-Algebra dieser 0-

Form ist einfach die Graßmannalgebra
∧

(W ) von W . Wir können
∧

(W )

mit der 2m-dimensionalen Unteralgebra von Cm,m(K) identifizieren, wel-

che von e1, . . . , em erzeugt wird. Sie hat die Basis eI := ei1 . . . eik mit

1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m und I ⊂ {1, . . . ,m}. Wir beweisen unseren Satz

durch Angabe eines Algebrenisomorphismus

ρ : Cm,m ∼= EndK(
∧

(W ))

von Cm,m(K) auf die K-Algebra der Vektorraumendomorphismen des
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2m-dimensionalen K-Vektorraums
∧

(W ), die ja zu K(2m) isomorph ist.

Man kann ρ in invarianter Weise definieren (siehe N. Bourbaki: Algèbre,

Chap. 9, Formes sesquilinéaires et formes quadratiques, § 9.4, Théorème

2, [8]). Aber um Zeilen zu sparen, beschreiben wir ρ mittels Basen. Da die

Algebra Cm,m(K) von den ei und fi mit i = 1, . . . ,m erzeugt wird und

der Vektorraum
∧

(W ) die Basis eI mit I ⊂ {1, . . . ,m} hat, genügt es zur

Definition von ρ, die Werte ρ(ei)(eI) und ρ(fi)(eI) anzugeben.

ρ(ei)(eI) :=

(−1)ε({i}, I)eI∪{i}, wenn i /∈ I,
0, wenn i ∈ I.

ρ(fi)(eI) :=

0, wenn i /∈ I,
(−1)ε({i}, I)eI\{i}, wenn i ∈ I.

Man verifiziert leicht, dass folgende Relationen gelten:

ρ(ei)ρ(ej) + ρ(ej)ρ(ei) = 0,

ρ(fi)ρ(fj) + ρ(fj)ρ(fi) = 0,

ρ(ei)ρ(fj) + ρ(fj)ρ(ei) = 2δij · 1.

Nach 13.87 sind dies genau die definierenden Relationen der Clifford-Algebra

Cm,m(K) zu der Basis e1, . . . , em, f1, . . . , fm von K2m. Daher wird durch die

Zuordnung ei 7→ ρ(ei) und fi 7→ ρ(fi) tatsächlich ein Algebrenhomomor-

phismus ρ : Cm,m(K) → EndK(
∧

(W )) definiert. Wegen 13.91 ist ρ ein

Isomorphismus.

Proposition 13.98

Für alle m > 0 gilt: Cm−1,m+1(R) ∼= H(2m−1).

Beweis:

Wir setzen zur Abkürzung:

A = Cm−1,m+1(R).

In A seien e1, . . . , en die Standardgeneratoren, n = 2m. Die ersten n − 2
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Generatoren erzeugen eine Unteralgebra B von A, die wir kanonisch mit der

Clifford-Algebra Cm−1,m−1(R) identifizieren:

B = Cm−1,m−1(R).

Das Produkt der ersten n− 2 Generatoren e = e1 . . . en−2 ∈ B hat folgende

nützliche Eigenschaften: Es gilt e2 = 1 und ele = −eel für l ≤ n − 2 sowie

ele = eel für l = n− 1, n. Mit Hilfe dieses Elementes ersetzen wir die beiden

letzten Generatoren wie folgt durch neue Elemente:

ε1 := een−1,

ε2 := een.

Diese beiden Elemente erzeugen eine 4-dimensionale Unteralgebra C von A

mit den Basisvektoren 1, ε1, ε2 und ε3 = ε1ε2, also

C = R1 + Rε1 + Rε2 + Rε3.

Es gilt ε2
ρ = −1 für ρ = 1, 2, 3 und ερεσ = ετ = −εσερ für jede gerade

Permutation (ρ, σ, τ) von {1, 2, 3}. Daher erhält man einen Algebrenisomor-

phismus

C ∼= H

durch die Zuordnung

ε1 7→ i, ε2 7→ j, ε3 7→ k.

Aus den Definitionen ergeben sich leicht folgende drei Aussagen über die

Unteralgebren B und C der endlichdimensionalen assoziativen R-Algebra

A:

(i) A wird als Algebra von B und C erzeugt.

(ii) dimA = dimB · dimC.

(iii) B und C kommutieren, das heißt: bc = cb für alle b ∈ B und c ∈ C.
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Wenn die Aussagen (i) bis (iii) für zwei Unteralgebren B und C einer end-

lichdimensionalen Algebra A erfüllt sind, sagt man, die Algebra A sei das

Tensorprodukt der Algebren B und C, und man schreibt:

A = B ⊗ C.

Damit folgt aber nun unser Satz aus dem vorher bewiesenen Satz, denn dort

haben wir einen Isomorphismus

B
∼=−−→ R(2m−1)

konstruiert. Die Inklusion R ⊂ H induziert eine Inklusion der Matri-

zenalgebren R(2m−1) ⊂ H(2m−1). Die Quotientenalgebra H identifizieren

wir mit der Unteralgebra H ⊂ H(2m−1), die aus allen Diagonalmatrizen

mit lauter gleichen Diagonalelementen besteht. Offensichtlich gilt für die

Unteralgebren R(2m−1) und H von H(2m−1) ebenfalls die Aussage

H(2m−1) = R(2m−1)⊗H.

Daher erhalten wir nun insgesamt einen Isomorphismus

Cm−1,m+1(R) = B ⊗ C ∼=−−→ R(2m−1)⊕H = H(2m−1).

Denn auf den Unteralgebren B und C von A ist dieser Homomorphismus

wie oben definiert. Er lässt sich dann wegen A = B ⊗ C auf eine und nur

eine Weise als Algebrenhomomorphismus auf ganz A fortsetzen, weil aus

A = B ⊗ C leicht folgt, dass für eine Basis eI von B und eine Basis εi von

C die Elemente eIεi eine Basis von B ⊗ C bilden. Entsprechendes gilt für

R(2m−1)⊗H. Der Homomorphismus überführt also eine Basis in eine Basis

und ist daher ein Isomorphismus. Damit ist die Proposition bewiesen.

Mit den vorstehenden Sätzen ist der geradedimensionale Fall erledigt. Der

ungeradedimensionale Fall wird durch die folgende Proposition auf den

geradedimensionalen Fall reduziert.
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Proposition 13.99

(i) Für alle m ≥ 0 gilt: Cm+1,m(K) ∼= Cm,m(K)⊕ Cm,m(K).

(ii) Für alle m > 0 gilt: Cm−1,m+2(K) ∼= Cm−1,m+1(K)⊕ Cm−1,m+1(K).

Beweis:

Es sei A = Cm+1,m(K) im Fall (i) und A = Cm−1,m+2(K) im Fall (ii).

Ferner sei e1, . . . , e2m+1 das System der Standardgeneratoren von A und

A = Aε1 ⊕ Aε2 die direkte Summenzerlegung in zwei einfache Algebren

Ai = Aεi gemäß Satz 13.91. Lässt man von εie1, . . . , εie2m+1 im Fall (i) das

erste bzw. im Fall (ii) das leztte Element weg, dann erhält man nach 13.88

ein System von Generatoren von Ai, und man erhält einen Isomorphismus

Ai ∼= Cm,m(K) bzw. Ai ∼= Cm−1,m+1(K), wenn man jenen Generatoren die

Standardgeneratoren dieser Algebren zuordnet.

Satz 13.100

C(q) sei die Clifford-Algebra einer nichtentarteten reellen quadratischen

Form q der Signatur (n+, n−). Es sei t = n+ − n− der Trägheitsindex und

n = n+ + n− der Rang. Es sei n = 2m, falls t ≡ 0 mod 2, und n = 2m+ 1,

falls t ≡ 1 mod 2. Schließlich sei τ die Restklasse von t modulo 8. Dann ist

C(q) als assoziative R-Algebra mit 1 isomorph zu der Algebra, die in der

Tabelle auf der folgenden Seite angegeben ist.

Beweis:

Aus 13.95, 13.96 und 13.99 erhält man leicht folgende Implikationen:

τ = 0, 2 ⇒ C(q) ∼= Cm,m(R),

τ = 4, 6 ⇒ C(q) ∼= Cm−1,m+1(R),

τ = 1 ⇒ C(q) ∼= Cm,m(R)⊕ Cm,m(R),

τ = 5 ⇒ C(q) ∼= Cm−1,m+1(R)⊕ Cm−1,m+1(R).

Daher folgt für diese Fälle die Behauptung des Satzes aus 13.97 und 13.98.

In Satz 13.94 (ii) hatten wir bereits

τ = 3, 7⇒ C(q) ∼= C(2m)
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bewiesen, allerdings unter Benutzung des Satzes von Wedderburn. Selbst-

verständlich hätten wir auch in diesem Fall einen ebenso einfachen und ele-

mentaren Beweis geben können wie in den übrigen Fällen. Wir haben den

Satz von Wedderburn nur zitiert, um die zu Satz 13.100 führende Argumen-

tationskette zu motivieren und durchsichtig zu machen.

τ C(q)

0, 2 R(2m)
1 R(2m)⊕ R(2m)

3, 7 C(2m)
4, 6 H(2m)

5 H(2m)⊕H(2m)

Tablelle zu Satz 13.100

Bemerkungen:

(1) Die in Satz 13.100 bewiesene Periodizität modulo 8 für die reel-

len Clifford-Algebren hängt eng mit dem berühmten von R. Bott

1957 bewiesenen Bottschen Periodizitätssatz πi(O) ∼= πi+8(O) für

die Homotopiegruppen πi(O) der unendlichen orthogonalen Gruppe

O = ∪n≥1 O(n,R) zusammen. Dieser Zusammenhang wird von M. F.

Atiyah, R. Bott und A. Shapiro in ihrem Artikel
”
Clifford Modules“ [2]

in Topology 3, Supplement 1, p. 3–38 (1964) herausgearbeitet. Der ers-

te Teil dieses Artikels ist eine sehr lesenswerte knappe Einführung in

die Theorie der Clifford-Algebren und Spin-Gruppen.

(2) Wir weisen ausdrücklich darauf hin, dass Satz 13.100 die reellen

Clifford-Algebren nur als abstrakte R-Algebren beschreibt. Um diese

Matrizenalgebra A aber mit der Cliffordalgebra C(q) einer reellen qua-

dratischen Form q : V → R zu identifizieren, ist zusätzlich die Anga-

be eines injektiven K-Vektorraumhomomorphismus V → A erforder-

lich, so dass V → A die universelle Eigenschaft der Clifford-Algebren

hat. Am einfachsten geschieht dies durch Angabe eines Systems von

Standardgeneratoren ei ∈ A gemäß 13.98. In dieser Weise werden wir

nachher für einige kleine Werte von n+, n− die Clifford-Algebra C(q)

explizit beschreiben.
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In der folgenden Sequenz von Definitionen führen wir die auch in der Ele-

mentarteilchenphysik sehr wichtigen Spin-Gruppen ein.

Definition:

K sei ein Körper und K∗ seine multiplikative Gruppe. q : V → K sei eine

quadratische Form auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V , und C(q) sei

die Clifford-Algebra von V . Wir identifizieren V kanonisch mit seinem Bild

in C(q) und K mit K · 1 ⊂ C(q)

(i) Der Haupthomomorphismus von C(q) ist der eindeutig bestimmte

Algebrenautomorphismus α von C(q) mit α(x) = −x für x ∈ V .

(ii) Der Hauptantihomomorphismus von C(q) ist der eindeutig be-

stimmte Algebra-Antiautomorphismus β von C(q) mit β(x) = x für

alle x ∈ V .

(iii) C(q)+ := {x ∈ C(q) | α(x) = x}
C(q)− := {x ∈ C(q) | α(x) = −x}

(iv) G(q) := {x ∈ C(q) | x invertierbar und xV x−1 = V }
G(q)+ := G(q) ∩ C(q)+

G(q) heißt die Clifford-Gruppe von q.

G(q)+ heißt die spezielle Clifford-Gruppe von q.

(v) N : G(q)+ → K∗ mit N(x) := β(x) · x heißt Spinornorm.

(vi) G(q)+
0 = KernN heißt reduzierte Clifford-Gruppe von q.

(vii) Für V = Kp+q und q(x1, . . . , xp+q) = x2
1 + . . . + x2

p − x2
p+1 − . . . −

x2
p+q heißt G(q)+

0 die Spin-Gruppe vom Typ (p, q) und wird mit

Spin(p, q;K) bezeichnet, für q = 0 auch mit Spin(p,K), für K = R
auch mit Spin(p, q) bzw. Spin(p).

Bemerkungen:

Wir identifizieren C(q) durch Wahl einer Orthogonalbasis mit

A(a1, . . . , an;K). Dann gilt:

(i) α(ei1 , . . . , eik) = (−1)kei1 · · · eik
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(ii) β(ei1 , . . . , eik) = eik · · · ei1

(iii) C(q)+ hat die Basis ei1 · · · eik , k gerade.

C(q)− hat die Basis ei1 · · · eik , k ungerade.

C(q) = C(q)+⊕C(q)− als K-Vektorraum, und C+C+ ⊂ C+, C−C+ ⊂
C−, C+C− ⊂ C−, C−C− ⊂ C+, das heißt: C(q) = C(q)+ ⊕C(q)− ist

eine {±1}-graduierte Algebra. Insbesondere ist C(q)+ eine Unter-

algebra mit 1 von C(q).

(iv) Für x ∈ G(q) und v ∈ V gilt:

q(xvx−1) = (xvx−1)2 = xv2x−1 = q(v).

Der innere Automorphismus von C(q) zu x induziert also eine or-

thogonale Transformation ρ(x) von V , und man hat dadurch einen

kanonischen Homomorphismus

ρ : G(q)→ O(q)

der Clifford-Gruppe G(q) auf die orthogonale Gruppe O(q) von q.

(v) Dass N(x) = β(x) · x ∈ K∗ für alle x ∈ G(q)+, folgert man aus

13.90, indem man N(x) ∈ Z∗ ∩ C(q)+ zeigt. Weil N(x) zentral ist,

folgt dann leicht N(xy) = N(x)N(y). Die Spinornorm ist also ein

Homomorphismus, und ihr Kern G(q)+
0 eine Gruppe.

Da O(q) = Aut(V, q) eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe

GL(V ) ist, kann man den oben definierten Homomorphismus ρ auch als

einen Homomorphismus G(q) → GL(V ) mit Bild in O(q) auffassen. Ein

Homomorphismus einer Gruppe G in die lineare Gruppe GL(V ) eines Vek-

torraumes ist natürlich nichts anderes als eine Operation von G auf V durch

lineare Transformationen.

Definition:

Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphismus ρ : G→ GL(V )

von G in die allgemeine lineare Gruppe eines Vektorraumes V über irgendei-

nem Körper. V heißt der Darstellungsraum von ρ. Die Darstellung heißt

treu, wenn ρ injektiv ist.
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Definition:

Es sei K ein Körper mit charK 6= 2, V ein endlichdimensionaler K-

Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform 〈·, ·〉 und q die zugehörige

quadratische Form mit q(x) = 〈x, x〉. Wir bezeichnen mit O(q) := Aut(V, q)

die orthogonale Gruppe von (V, q) und mit SO(q) die spezielle orthogo-

nale Gruppe, sowie mit G(q) die Clifford-Gruppe von q. Ferner bezeich-

nen wir mit V (q) ⊂ V die Teilmenge der nicht-isotropen Vektoren, also

V (q) = {v ∈ V | q(v) 6= 0}. Für v ∈ V (q) ist die Spiegelung sv ∈ O(q)

definiert durch

sv(x) := x− 2
〈x, v〉
〈v, v〉v.

Die Vektordarstellung der Clifford-Gruppe ist der Homomorphismus

ρ : G(q)→ O(q),

ρ(x)(v) = xvx−1.

Die für das Verständnis der Vektordarstellung grundlegende Tatsache ist die

folgende Verallgemeinerung von Satz 13.15.

Proposition 13.101

Es sei q eine nichtentartete quadratische Form auf einem endlichdimensio-

nalen Vektorraum V über einem Körper K mit charK 6= 2 und O(q) die

zugehörige orthogonale Gruppe. Dann wird O(q) von den Spiegelungen zu

den nicht-isotropen Vektoren erzeugt, d. h. es gilt:

O(q) = 〈sv | v ∈ V (q)〉 .

Beweis:

Der Beweis erfolgt durch Induktion über dimV . Der Induktionsanfang

dimV = 0 ist trivial. Sei also dimV > 0. Dann ist V (q) nach II.12.24 nicht

leer. Wir wählen ein v ∈ V (q). Nun sei ϕ ∈ O(q) gegeben. Wir wollen

zeigen, dass ϕ ein Produkt von Spiegelungen ist. Dazu unterscheiden wir

drei Fälle, die wir sukzessive auf den ersten reduzieren.
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(a) ϕ(v) = v: Es sei V ′ das orthogonale Komplement zu Kv und q′ die

Beschränkung von q auf V ′. Dann gilt für die Beschränkung ϕ′ : V ′ →
V ′ von ϕ, dass ϕ′ ∈ O(q′). Nach Induktionsannahme existieren deshalb

v1, . . . , vk ∈ V ′, so dass für die zugehörigen Spiegelungen s′vi ∈ O(q′)

gilt: ϕ′ = s′v1 · · · s′vk . Für die zu vi gehörigen Spiegelungen svi ∈ O(q)

gilt dann ϕ = sv1 · · · svk .

(b) ϕ(v) = −v: Dann gilt svϕ(v) = v, also svϕ = sv1 · · · svk nach (a), also

ϕ = svsv1 · · · svk .

(c) ϕ(v) 6= ±v: Wir setzen v′ = v − ϕ(v) und v′′ = v + ϕ(v). Man sieht

leicht: q(v′) 6= 0 oder q(v′′) 6= 0 wegen q(v) 6= 0. Wenn q(v′) 6= 0, gilt

sv′ϕ(v) = v, und andernfalls gilt sv′′ϕ(v) = −v. Damit ist (c) auf (a)

oder (b) reduziert.

Satz 13.101 gestattet uns, einen Homomorphismus v : SO(q)→ K∗/K∗2 zu

definieren, den man auch als Spinornorm bezeichnet. Um für ϕ ∈ SO(q) die

Spinornorm ν(ϕ) zu definieren, stellen wir ϕ als Produkt von Spiegelungen

dar: ϕ = sv1 · · · svk . Da die vi nicht isotrop sind, gilt q(v1) · · · q(vk) ∈ K∗.
Das so erhaltene Element K∗ hängt natürlich von der Darstellung von ϕ als

Produkt von Spiegelungen ab. Beim Beweis des nächsten Satzes wird sich

jedoch ergeben, dass die Restklasse dieses Elementes in K∗/K∗2 nur von

ϕ abhängt. Bei Vorwegnahme dieses Ergebnisses ist die folgende Definition

zulässig.

Definition:

Unter den gleichen Voraussetzungen wie in der vorhergehenden Definition

ist die Spinornorm der Homomorphismus

ν : SO(q)→ K∗/K∗2,

welcher ϕ = sv1 · · · svk die Restklasse ν(ϕ) des Produktes q(v1) · · · q(vk)
zuordnet.

Die reduzierte orthogonale Gruppe SO(q)0 ist definiert als

SO(q)0 = Kern ν.
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Bemerkung:

Für K = R folgt aus dem nächsten Satz und aus der Stetigkeit der Spinor-

norm N : G(q)+ → R∗, dass die Spinornorm ν : SO(q) → R∗/R∗2 = {±1}
ebenfalls stetig ist und daher die hier gegebene Definition von SO(q)0 mit

der in 13.75 (iii) gegebenen übereinstimmt.

Satz 13.102

Es sei q eine nichtentartete quadratische Form mit Witt-Index i auf einem

n-dimensionalen Vektorraum V über einem Körper K mit charK 6= 2. Es

sei C(q) die Clifford-Algebra von q und Z∗(q) die Gruppe der invertierbaren

Elemente in ihrem Zentrum. G(q) sei die Clifford-Gruppe und G(q)+ die

spezielle Clifford-Gruppe. O(q) sei die orthogonale Gruppe und SO(q) die

spezielle orthogonale Gruppe. N : G(q)+ → K∗ und ν : SO(q) → K∗/K∗2

seien die Spinornormen und G(q)+
0 bzw. SO(q)0 ihre Kerne. ρ : G(q) →

O(q) sei die Vektordarstellung der Clifford-Gruppe und ρ+ bzw. ρ+
0 ihre

Beschränkung auf G(q)+ bzw. G(q)+
0 . Schließlich sei µ : K∗ → K∗ der

durch µ(z) = z2 definierte Homomorphismus und π : K∗ → K∗/K∗2 der

Restklassenhomomorphismus. Dann gilt:

(i) ρ(v1, . . . , vk) = (−1)ksv1 . . . svk für v1, . . . , vk ∈ V (q).

(ii) Kern ρ = Z∗(q)

(iii) Bild ρ = O(q) für n ≡ 0 mod 2.

Bild ρ = SO(q) für n ≡ 1 mod 2.

(iv) G(q) = {x ∈ C(q) | x = zv1 · · · vk, z ∈ Z∗(q); v1, . . . , vk ∈ V (q)}

(v) G(q)+ = {x ∈ C(q) | x = cv1 · · · v2m, c ∈ K∗; v1, . . . , v2m ∈ V (q)}

(vi) Kern ρ+ = K∗

(vii) Bild ρ+ = SO(q)

(viii) N(cv1 · · · v2m) = c2q(v1) · · · q(v2m) für c ∈ K∗, vi ∈ V (q).

(ix) π ·N = ν · ρ+
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(x) Kern ρ+
0 = {±1}

(xi) Bild ρ+
0 = SO(q)0

(xii) i > 0⇒ BildN = K∗

(xiii) ρ+, ρ+
0 , π und N,µ, ν bilden zusammen mit den kanonischen Inklusio-

nen das folgende kommutative Diagramm von Gruppenhomomorphis-

men. In diesem Diagramm sind alle drei Spalten und die erste Zeile

exakt. Für i > 0 sind sie auch an der dritten Stelle exakt.

1

��

1

��

1

��
1 // {±1} //

��

K∗
µ //

��

K∗2 //

��

1

1 // G(q)+
0

ρ+0
��

// G(q)+

ρ+

��

N // K∗

π
��

// 1

1 // SO(q)0

��

// SO(q)

��

ν // K∗/K∗2

��

// 1

1 1 1

Beweis:

(i) Für v ∈ V (q) und w ∈ V gilt wegen 13.84

vwv−1 = q(v)−1vwv =
1

〈v, v〉(−wv + 2 〈v, w〉 · 1)v

= −(w − 2 〈v, w〉
〈v, v〉 v) = −sv(w).

Daraus folgt v ∈ G(q) und ρ(v) = −sv.

(ii) Z∗(q) ⊂ Kern ρ ist trivial. Die umgekehrte Inklusion folgt daraus, dass

C(q) als Algebra von V erzeugt ist.

(iii) Es sei N ≡ 0 mod 2 und ϕ ∈ O(q). Nach 13.101 existieren

v1, . . . , vk ∈ V (q) mit ϕ = sv1 · · · svk . Ist k gerade, so folgt aus (i) sofort
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ϕ = ρ(v1 · · · vk). Es sei also k ungerade. Wir wählen eine Orthogonal-

basis w1, . . . , wn. Dann gilt sw1 · · · swn = −1, also ρ(w1 · · ·wn) = −1

nach (i) und daher ϕ = ρ(w1 · · ·wnv1 · · · vk).
Nun sei n ≡ 1 mod 2. Für ϕ ∈ SO(q) gilt ϕ = sv1 · · · svk mit geradem

k, also ϕ = ρ(v1 · · · vk) nach (i). Insbesondere folgt SO(q) ⊂ Bild ρ. Die

umgekehrte Inklusion gilt auch. Denn sonst gäbe es ein x ∈ G(q) mit

ρ(x) = −1. Für dieses x und eine Orthogonalbasis e1, . . . , en von V

würde dann xe1 · · · enx−1 = −e1 · · · en gelten, im Widerspruch dazu,

dass nach 13.90 ja e1 · · · en ∈ Z∗(q) gilt.

(iv) Es sei x ∈ G(q). Im Beweis von (iii) wurde gezeigt, dass es v1, . . . , vk ∈
V (q) gibt, so dass gilt: ρ(x) = ρ(v1 · · · vk). Nach (ii) folgt daraus x =

zv1 · · · vk mit z ∈ Z∗(q). Dass umgekehrt jedes Element zv1 · · · vk mit

z ∈ Z∗(q) und vi ∈ V (q) zu G(q) gehört, ist wegen (i) und (ii) trivial.

(v) Es sei zunächst n ≡ 0 mod 2. Für den Hauptautomorphismus α von

C(q) und für x = zv1 · · · vk ∈ G(q) folgt aus 13.90 sofort α(zv1 · · · vk) =

(−1)k(zv1 · · · vk), und daher x ∈ G(q)+ genau wenn k ≡ 0 mod 2 und

z ∈ K∗.

Nun sei n ≡ 1 mod 2 und x = zv1 . . . vk ∈ G(q) mit z ∈ Z∗(q) und

vi ∈ V (q). Es sei e1, . . . , en eine Orthogonalbasis von V . Nach 13.90

gilt z = a · 1 + be1 · · · en mit a, b ∈ K. Dann gilt α(zv1 · · · vk) =

(−1)k(a · 1− be1 · · · en)v1 · · · vk. Also gilt α(x) = x genau wenn k ≡ 0

mod 2 und b = 0 oder k ≡ 1 mod 2 und a = 0. In beiden Fällen ist

x von der Form x = cw1 · · ·w2m mit c ∈ K∗ und wi ∈ V (q). Dass

umgekehrt Elemente dieser Form zu G(q)+ gehören, ist wegen (iv)

trivial.

(vi) Die Behauptung folgt aus (ii) und 13.90.

(vii) Die Behauptung folgt aus (i), (ii), (v) und 13.101.

(viii) Die Behauptung folgt aus N(x) = β(x) · x und v2 = q(v) · 1 für alle

v ∈ V .
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(ix) Zunächst beweisen wir die früher aufgestellte Behauptung, dass ν

wohldefiniert ist. Für ϕ ∈ SO(q) folgt nach (i) und (vi) aus ϕ =

sv1 · · · sv2m = sw1 · · · sw2l
, dass v1 · · · v2m = cw1 · · ·w2l mit c ∈ K∗,

und nach (viii) folgt daraus q(v1) · · · q(v2m) = c2q(w1) · · · q(w2l). Die

Quadratklasse von q(v1) · · · q(v2m) ist also durch ϕ eindeutig bestimmt.

Es sei nun x = cv1 · · · v2m ∈ G(q)+ mit c ∈ K∗ und vi ∈ V (q). Nach

(i) und (viii) gilt π · N(x) = π(q(v1) · · · q(v2m)) = ν(sv1 · · · sv2m) =

ν · ρ+(x), wie behauptet.

(x) Die Behauptung folgt trivial aus (vi) und (viii).

(xi) Die Behauptung folgt leicht durch Diagrammjagd aus (vi), (vii), (ix)

und den Definitionen von G(q)+
0 und SO(q)0.

(xii) Da q nichtentartet ist und der Witt-Index i > 0, existieren nach

II.12.37 (ii) in V Vektoren e, f mit q(ae+ bf) = 2ab für alle a, b ∈ K.

Ist c ∈ K∗ beliebig gegeben und setzt man v = e+ c
2f sowie w = e+ 1

2f ,

dann gilt q(v) = c und q(w) = 1. Also ist vw ∈ G(q)+ ein Element mit

N(vw) = c.

(xiii) Diese Aussage ist eine Zusammenfassung von (vi), (vii) und (ix) bis

(xii).

Proposition 13.103

q : V → K sei eine quadratische Form auf dem endlichdimensionalen K-

Vektorraum V und −q die quadratische Form it (−q)(v) = −(q(v)). Wir

identifizieren V kanonisch mit seinem jeweiligen Bild in der Clifford-Algebra

C(q) bzw. C(−q). Dann gilt:

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus

θ : C(q)+ ∼=−−→ C(−q)+,

so dass für alle v, w ∈ V gilt: θ(vw) = −vw.
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(ii) θ induziert Isomorphismen der speziellen Clifford-Gruppen:

G(q)+
∼= //

⊂

G(−q)+

⊂

G(q)+
0 ∼=

// G(−q)+
0

(iii) Diese Isomorphismen sind mit den Vektordarstellungen verträglich,

d. h. das folgende Diagramm kommutiert:

G(q)+
∼= //

��

G(−q)+

��
SO(q) SO(−q)

Beweis:

Wir wählen eine Orthogonalbasis in V und bezeichnen mit eI bzw. e′I die

entsprechenden Basiselemente von C(q) bzw. C(−q), wobei I ⊂ {1, . . . , n}
und n = dimV (vgl. 13.86, 13.87). Dann hat C(q)+ bzw. C(−q)+ die Basis

eI bzw. e′I mit |I| ≡ 0 mod 2, und θ(eI) = (−1)|I|/2e′I definiert einen Iso-

morphismus, so dass (i) bis (iii) gelten. Dass θ durch θ(vw) = −vw eindeutig

bestimmt ist, ist klar: θ(eiej) = −e′ie′j , und die eI mit |I| ≡ 0 mod 2 sind

Produkte der eiej .

Im Folgenden stellen wir einige einfache Definitionen und Aussagen über die

reelle Divisionsalgebra H der Quaternionen zusammen.

Definition:

Die Quaternionenalgebra H ist die reelle Divisionsalgebra, deren zugrun-

de liegender Vektorraum R4 ist, und deren Multiplikation wie folgt durch

die Produkte der Standardbasisvektoren definiert ist:

1 := (1, 0, 0, 0), i := (0, 1, 0, 0), j := (0, 0, 1, 0), k := (0, 0, 0, 1),

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik.
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Die Elemente q ∈ H heißen Quaternionen. Für q = (w, x, y, z) definieren

wir:

q := (w,−x,−y,−z),

die zu q konjugierte Quaternion ‖q‖ := +
√
w2 + x2 + y2 + z2.

Wir identifizieren den Körper R mit R · 1 ⊂ H und wir identifizieren den

Körper C mit R · 1⊕ Ri ⊂ H.

P(H) := Ri+ Rj + Rk ist die Menge der reinen Quaternionen.

S3(H) := {q ∈ H | ‖q‖ = 1} ist die Menge derEinheitsquaternionen.

Proposition 13.104

(i) Die Konjugation ist ein involutiver Antiautomorphisms auf

H = R⊕ Ri⊕ Rj ⊕ Rk, das heißt:

q = q,

q1 + q2 = q1 + q2,

q1q2 = q2 · q1.

(ii) H = R⊕ P(H) ist die Eigenraumzerlegung der Konjugation, d. h.

q = q ⇔ q ∈ R,
q = −q ⇔ q ∈ P(H).

(iii) ‖q‖2 = qq = qq

(iv) ‖q1q2‖ = ‖q1‖ · ‖q2‖

(v) S3(H) ist eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe H∗.

(vi) Identifiziert man den Standardvektorraum R3 mit P(H) durch

(x, y, z) 7→ ix + jy + kz, dann geht das Kreuzprodukt von Vekto-

ren in das Produkt der entsprechenden reinen Quaternionen über:

v × w = v · w.

Beweis: Übung.

Definition:

S3(H) mit der quaternionalen Multiplikation heißt die Gruppe der Ein-

heitsquaternionen.
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Die folgende Sequenz der Proposition 13.105 bis 13.109 beschreibt im An-

schluss an die Bestimmung der reellen Clifford-Algebren C(q) in Satz 13.100

für einige kleine Werte der Signatur (n+, n−) auch die Unteralgebra C(q)+,

die spezielle Clifford-Gruppe G(q)+, die Norm N und die reduzierte spezi-

elle Clifford-Gruppe G(q)+
0 . Dabei ist q die Standardform auf Rn mit Signa-

tur (n+, n−), wobei (n+, n−) die Werte (0, 1), (0, 2), (0, 3), (3, 0) und (1, 3)

durchläuft. Entsprechend 13.100 ist C(q) dann isomorph zu C bzw. H bzw.

H⊕H bzw. C(2) bzw. H(2). In den Beweisen zu 13.105–13.109 wird ein derar-

tiger Isomorphismu dadurch fixiert, dass die Bilder der Standardgeneratoren

ei angegeben werden. Außerdem werden der Hauptautomorphismus α und

der Hauptantiautomorphismus β angegeben. Dabei werden die ei sowie α, β

und N so angegeben, als ob C(q) durch den konstruierten Isomorphismus

mit der entsprechenden Matrizenalgebra identifiziert wäre. Nach Angabe der

ei, α, β und N ist der Rest der Beweise eine triviale Übung wegen 13.88.

Proposition 13.105

Für q(x) = −x2
1 existiert ein Isomorphismus von C(q) mit C mit folgenden

Eigenschaften:

(i) C(q) ∼= C

(ii) C(q)+ ∼= R

(iii) G(q)+ ∼= R∗

(iv) N(x) = x2

(v) G(q)+
0
∼= S0 := {±1}.

Beweis: e1 = i und α(z) = z sowie β(z) = z.

Proposition 13.106

Für q(x) = −x2
1 − x2

2 existiert ein Isomorphismus von C(q) mit H mit fol-

genden Eigenschaften:

(i) C(q) ∼= H

(ii) C(q)+ ∼= C
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(iii) G(q)+ ∼= C∗

(iv) N(z) = |z|2

(v) G(q)+
0
∼= S1 := {z ∈ C | |z| = 1}.

Beweis:

e1 = j und e2 = k sowie α(z) = iqi−1 und β(z) = α(q).

Proposition 13.107

Für q(x) = −x2
1 − x2

2 − x2
3 existiert ein Isomorphismus von C(q) mit der

direkten Summe H ⊕ H von zwei Quaternionenalgebren mit folgenden Ei-

genschaften: Identifiziert man H durch die Zuordnung q 7→ (q, q) mit der

Unteralgebra {(q, q) ∈ H⊕H | q ∈ H}, dann gilt:

(i) C(q) ∼= H⊕H

(ii) C(q)+ ∼= H

(iii) G(q)+ ∼= H∗

(iv) N(q) = ‖q‖2

(v) G(q)+
0
∼= S3(H).

Beweis:

e1 = (i,−i), e2 = (j,−j), e3 = (k,−k) sowie α(q1, q2) = (q2, q1) und

β(q1, q2) = (q2, q2).

Proposition 13.108

Für q(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 existiert ein Isomorphismus von C(q) mit C(2) mit

folgenden Eigenschaften:

(i) C(q) ∼= C(2)

(ii) C(q)+ ∼= {
[
u −v
v u

]
∈ C(2) | (u, v) ∈ C2}

(iii) G(q)+ ∼= C(q)+ ∩GL(2,C)

(iv) N(A) = detA
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(v) G(q)+
0
∼= SU(2,C).

Beweis:

e1 =

[
0 1

1 0

]
e2 =

[
0 i

−i 0

]
e3 =

[
1 0

0 −1

]

α

[
a b

c d

]
=

[
d −c
−b a

]
β

[
a b

c d

]
=

[
a c

b d

]

Proposition 13.109

Für q(x) = x0−x2
1−x2

2−x2
3 existiert ein Isomorphismus von C(q) mit H(2)

mit folgenden Eigenschaften:

(i) C(q) ∼= H(2)

(ii) C(q)+ ∼= C(2)

(iii) C(q)+ ∼= {A ∈ C(2) | detA ∈ R∗}

(iv) N(A) = detA

(v) G(q)+
0
∼= SL(2,C).

Beweis:

e0 =

[
0 −j
j 0

]
e1 =

[
j 0

0 −j

]
e2 =

[
k 0

0 k

]
e3 =

[
0 −j
−j 0

]

α(A) = iAi−1 β(A) = e0
tAe−1

0

Wir verdeutlichen die Bedeutung der gerade bewiesenen Sätze für die

Matrizen-Darstellung der Spingruppen durch einige Definitionen, Bemer-

kungen und Zusätze.

Um verständlich zu machen, warum gerade die von uns betrachteten Darstel-

lungen der Spingruppen eine besondere Rolle spielen, brauchen wir erstens
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einige ganz grundlegende allgemeine Definitionen aus der Darstelungstheo-

rie, und wir brauchen zweitens die Grundtatsachen aus der Darstellungs-

theorie von SU(2,C) und SL(2,C) – nicht als Beweismittel, aber als Hinter-

grundinformation. Um möglichst konkret zu bleiben, formulieren wir unsere

Definitionen für Darstellungen mit dem Standardvektorraum Kn als Dar-

stellungsraum, d.h. für Homomorphismen ρ : G→ GL(r,K).

Definition:

G sei eine Gruppe.

(i) Eine Matrixdarstellung von G vom Grad r über K ist ein Homo-

morphismus ρ : G→ GL(r,K).

(ii) Zwei Matrixdarstellunggen ρ, ρ′ : G → GL(r,K) heißen äquivalent,

wenn es eine Matrix A ∈ GL(r,K) gibt, so dass für alle g ∈ G gilt:

ρ′(g) = Aρ(g)A−1.

(iii) Eine Darstellung ρ : G → GL(r,K) heißt reduzibel, wenn sie einen

echten Teilraum 0 6= V & Kr invariant lässt. ρ ist genau dann reduzi-

bel, wenn es eine Zahl 0 < s < r gibt – nämlich s = dimV – und eine

zu ρ äquivalente Darstellung ρ′ durch Blockmatrizen der folgenden

Gestalt:

ρ′(g) =
A1(g) B(g) } s

0 A2(g) } r − s︸ ︷︷ ︸
s

︸ ︷︷ ︸
r−s

.

Andernfalls heißt ρ irreduzibel.

(iv) Eine Darstellung ρ : G → GL(r,K) ist zerlegbar, wenn Kr direk-

te Summe von zwei echten ρ-invarianten Unterräumen ist. ρ ist genau

dann zerlegbar, wenn ρ äquivalent zu einer Darstellung ρ′ durch Block-

diagonalmatrizen ist:

ρ′(g) =
A1(g) 0

0 A2(g)
.

Jede zerlegbare Darstellung ist reduzibel.Die Umkehrung gilt im All-
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gemeinen nicht, wohl aber unter speziellen Voraussetzungen wie z.B.

G endlich und char(K)=0.

(v) Eine Darstellung ρ zerfällt in die Darstellung ρ1, . . . , ρk, in Zeichen:

ρ = ρ1⊕. . .⊕ρk, wenn Kr = V1⊕. . .⊕Vk mit ρ-invarianten Teilräumen

Vi und ρi = ρ|Vk.

(vi) Wenn eine Darstelung ρ in lauter irreduzible Darstellungen zerfällt,

heißt ρ vollständig zerlegbar (oder auch
”
voll reduzibel“ oder

auch
”
halbeinfach“ ).

Die Darstellungstheorie ist ein weites Feld und führt deutlich über den

Rahmen dieses Buches hinaus. Uns interessieren hier nur zwei Beispiele: Die

reellen Lieschen Gruppen G = SU(2,C) und G = SL(2,C). Noch einmal:

SL(2,C) wird hier nicht als komplexe, sondern als reelle Liesche Gruppe

aufgefasst! Wir berichten ohne Beweis einige grundlegende Tatsachen über

die Darstellung dieser beiden Gruppen. Einzelheiten und Beweise suche

man in den Büchern über Darstellungstheorie, z.B. M. A. Naimark; A. I.

S̆tern: Theory of Group Representations, p. 208 und p. 297 [26] oder Weyl,

H.: The Classical Groups, Theorem 7.5.C und Theorem 8.11.B [37].

Unter Darstellungen der hier betrachteten Gruppen G werden im Folgenden

stets stetige Homomorphismen G → GL(r,C) verstanden. Eine derartige

Voraussetzung ist notwendig, denn sonst, erhält man keine brauchbare

Theorie, weil der Körper C überabzählbar viele unstetige Automorphismen

hat. Die nachfolgende Beschreibung der stetigen Darstellungen zeigt, dass

sie in Warheit sogar reell analytisch sind. Die Darstellungen von SU(2,C)

und SL(2,C) sind vollständig zerlegbar. Es genügt daher, die irreduziblen

Darstellungen zu beschreiben. SU(2,C) hat für jeden Grad r = d + 1 bis

auf Äquivalenz genau eine Darstellung δd : SU(2,C) → GL(r,C), nämlich

diejenige, welche von der kanonischen Operation von SU(2,C) auf dem

r-dimensionalen komplexen Vektorraum der homogenen Polynome P (z1, z2)

vom Grade d mit komplexen Koeffizienten kommt.

δd ist die triviale Darstellung, und δ1 die Inklusion ρ1 : SU(2,C) ↪→ GL(2,C).

Die Darstellung δd ist treu, wenn d ≡ 1 mod 2, und sie hat den
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Kern {±1}, wenn d ≡ 0 mod 2, d > 0. Die Standdarddarstellung

δ1 : SU(2,C) → GL(r,C) ist also die treue Darstellung vom niedrigsten

Grad, und in gewissem Sinne sind alle anderern irreduziblen Darstellung

– durch die obige Konstruktion mit den homogenen Polynomen – daraus

abgeleitet. Diese Darstellung heißt daher auch die Fundamentaldarstel-

lung von SU(2,C).

Für SL(2,C) können wir zunächst einmal die gleiche Konstruktion wie für

SU(2,C) ausführen. SL(2,C) operiert auf dem Vektorraum der homogenen

Polynome vom Grad d mit komplexen Koeffizienten, und dadurch erhalten

wir für jedes r = d+1 eine irreduzible Darstellung δd : SL(2,C)→ GL(r,C).

Man kann zeigen, dass dies bis auf Äquivalenz die einzigen irreduziblen

komplex-analytischen Darstellungen der komplexen Liegruppe SL(2,C)

sind. Wir betrachten SL(2,C) hier aber als reelle Liegruppe und lassen

auch reell-analytische Darstellunge zu. Dann gibt es mehr. Zum Beispiel

hat man zu der fundamentalen Darstellung δ1 : SL(2,C) ↪→ GL(2,C) die

konjugierte Darstellung δ1 : SL(2,C) → GL(2,C) mit δ1(A) = A, wo A die

zu A konjugierte Matrix bezeichnet. δ1 ist nicht zu δ1 äquivalent, denn für

äquivalente Darstellungen ρ, ρ′ gilt Spurρ(g) = Spurρ′(g). Entsprechend

erhalten wir für jedes d ≥ 0 zu δd eine konjugierte Darstellung δd. Aus

den Darstellungen δd und δd kann man nun weitere Darstellungen durch

Bildung aller Tensorprodukte δd ⊗ δd′ gewinnen (dabei ist allgemein

das Tensorprodukt der Matrix-Darstellungen ρ : G→ GL(n,K) und

ρ′ : G → GL(n′,K) die Matrix-Darstellung ρ⊗ ρ′ : G→ GL(nn′,K) mit

ρ ⊗ ρ′(g) = ρ(g) ⊗ ρ′(g), wobei das Tensorprodukt von Matrizen wie in

Aufgabe 17 zu § II.10 definiert ist).

Man kann beweisen: Die Darstellungen δd⊗δ′d mit d, d′ ≥ 0 sind untereinan-

der paarweise inäquivalent, und sie sind bis auf Äquivalenz genau die stetigen

irreduziblen komplexen Matrix-Darstellungen von SL(2,C). Im Fall SL(2,C)

sind also alle Darstellungen aus den zwei irreduziblen Darstellungen δ1 und

δ1 gewonnen, die wir daher auch die beiden Fundamentaldarstellungen der

reellen Lieschen Gruppe SL(2,C) nennen wollen.
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Bemerkung:

In der Literatur ist eine anderen Bezeichnung für diese Darstellungen

üblich, nämlich Dj = δ2j , wobei der Index j die halb-ganzzahligen Werte

j = 0, 1
2 , 1,

3
2 , . . . durchläuft. Die Darstellung Dj von SU(2,C) bzw. SL(2,C)

faktorisiert genau dann über SO(3,R) bzw. SO(1, 3)0, wenn j ganz ist, und

die Fundamentaldarstellungen sind D1/2 und D
1/2

.

Definition:

Die Elemente des Darstellungsraumes der Darstellung δd ⊗ δd heißen Spi-

noren vom Rang (d, d′).

Der Grund für unser Interesse an der Darstellungstheorie von SU(2,C und

SL(2,C) ist das Paar von Isomorphismen

Spin(0, 3) ∼= SU(2,C)

Spin(1, 3) ∼= SL(2,C),

die wir in 13.108 und 13.109 konstruiert haben. Diese Isomorphismen sind

nicht nur einfach Isomorphismen von Gruppen, sondern offenbar sogar

reell-analytisch, d.h. Isomorphismen reeller Liescher Gruppen, und daher

natürlich erst recht Homöomorphismen. Die stetigen Darstellungen von

SU(2,C) sind also im wesentlichen das gleiche wie die stetigen Darstellun-

gen von Spin(3), und die stetigen Darstellungen von SL(2,C) sind im we-

sentlichen das gleiche wie die stetigen Darstellungen von Spin(1, 3). Die obi-

gen Aussagen beschreiben also vollständig die endlichdimensionalen komple-

xen Darstellungen der beiden physikalisch wichtigen reellen Lieschen Grup-

pen Spin(3) und Spin(1, 3). Insbesondere gehören zu Spin(3) eine und zu

Spin(1, 3) zwei fundamentale Darstellungen, deren Beziehung zu den jewei-

ligen Clifford-Algebren in den beiden folgenden Definitionen herausgestellt

wird:

Definition:

Jede Wahl eines R-Algebrenisomorphismus C3,0(R) ∼= C(2) definiert durch

Beschränkung auf Spin(3, 0) ⊂ C3,0(R) eine treue Darstellung Spin(3, 0) →
GL(2,C). Alle derartigen Darstellungen sind äquivalent untereinander und
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insbesondere äquivalent zu der im Beweise von 13.108 definierten treuen

Darstellung

σ3,0 : Spin(3, 0)
∼=→ SU(2,C) .

Diese bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmte Darstellung von Spin(3, 0,R)

heißt die Spin-Darstellung von Spin(3, 0). Durch Komposition von σ3,0

mit dem kanonischen Isomorphismus Spin(0, 3) ∼= Spin(3, 0) erhält man die

Spin-Darstellung vo Spin(0, 3)

σ0,3 : Spin(0, 3)
∼=→ SU(2,C) .

Für die Gruppe Spin(1, 3) liegen die Dinge etwas komplizierter. Im Be-

weis von 13.109 haben wir einen bestimmten R-Algebrenisomorphismus

C1,3(R) ∼= H(2) konstruiert und folgendes gezeigt. Erstens: Die Be-

schränkung dieses Isomorphismus auf C1,3(R)+ induziert einen R-

Algebrenisomorphismus C1,3(R)+ = C(2). Zweitens: Dieser Isomorphismus

C1,3(R)+ ∼= C(2) induziert bei Beschränkung auf Spin(1, 3) einen offensicht-

lich reell-analytischen Gruppenisomorphismus

σ1,3 : Spin(1, 3)
∼=→ SL(2,C) .

Die Wahl eines anderen Isomorphismus C1,3(R) ∼= H(2) würde durch ei-

ne analoge Konstruktion wieder zu einer treuen Darstellung von Spin(1, 3)

führen. Jedoch würde diese nicht in jedem Fall zu σ1,3 äquivalent sein. Kom-

ponieren wir z.B. den ursprünglich gewählten Isomorphismus C1,3(R) ∼=
H(2) mit dem inneren Automorphismus von H(2), der x in j×j−1 überführt,

dann erhalten wir statt σ die konjugierte Darstellung

σ1,3 : Spin(1, 3)→ SL(2,C) ,

also σ1,3(g) = σ1,3(g).

Unabhängig von Wahlen ist hingegen die Konjugationsklasse der Darstel-

lung σ1,3 ⊗ σ1,3 vom Grade 4. Diese Darstellung konstruiert man wie folgt

mit Hilfe der Clifford-Algebra. Zunächst wählt man einen Isomorphismus
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C1,3(R) ∼= H(2). Dann fasst man H2 als 4-dimensionalen komplexen Vektor-

raum auf und identifiziert – durch Wahl einer C-Basis – H(2) mit einer Unter-

algebra von C(4). Die Komposition der beiden Algebrenisomorphismen lie-

fert bei Beschränkung auf Spin(1, 3) eine Darstellung Spin(1, 3)→ GL(4,C).

Die Äquivalenzklasse dieser Darstellung ist unabhängig von der Wahl der

Isomorphismen. Dies folgt – wie man in der Darstellungstheorie der Alge-

bren beweist – aus der Einfachheit der Algebra C1,3(R) (siehe z.B. Hermann,

R.:
”
Spinors, Clifford and Cayley Algebras“, [20]).

Um die Äquivalenzklasse der Darstellung Spin(1, 3)→ GL(4,C) explizit zu

bestimmen, wählen wir den Isomorphismus C1,3(R) ∼= H(2) wie im Beweis

von 13.109, und wir identifizieren H = C(2)⊗ jC(2) durch die Zuordnung

A+ jB →
[
A −B
B A

]
A,B ∈ C(2)

mit der folgenden R-Unteralgebra von C(4):{[
A −B
B A

]
∈ C(4)

∣∣∣∣∣ A,B ∈ C(2)

}
.

Man rechnet ganz leicht nach, dass sich dann als 4-dimensionale Darstellung

von Spin(1, 3) gerade die zerfallende Darstellung σ1,3 ⊗ σ1,3 ergibt.

Definition:

Stellt man die Cliffor-Algebra C1,3(R) als R-Unteralgebra von C(4) dar, dann

induziert die Beschränkung dieser Darstellung auf Spin(1, 3) eine treue Dar-

stellung Spin(1, 3)→ GL(4,C). Alle derartigen Darstellungen sind unterein-

ander äquivalent und insbesondere äquivalent zu σ1,3 ⊗ σ1,3. Die so bis auf

Äquivalenz eindeutig bestimmte Darstellung heißt die Spin-Darstellung

von Spin(1, 3). Die beiden inäquivalenten irreduziblen Darstrellungen

σ1,3 : Spin(1, 3)
∼=→ SL(2,C)

σ1,3 : Spin(1, 3)
∼=→ SL(2,C),

in welche die Spin-Darstellung zerfällt, heißen die Halb-Spin-

Darstellungen von Spin(1, 3).
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Die Elemente des Darstellungsraumes der Spin-Darstellung nennt man

auch Spinoren, und die Elemente des Darstellungsraumes der Halb-Spin-

Darstellung Halb-Spinoren.

Zusatz zu 13.106

P(H) mit dem Lieschen Klammerprodukt [v, w] = vw−wv ist eine Liealgebra

und als solche isomorph zur Liealgebra so(3,R) von SO(3,R).

Beweis: 13.104 (vi) und § II.10, Aufgabe 41, 42.

Bemerkung:

Allgemein gilt: Cp,q(R) mit [v, w] := vw − wv ist eine reelle Liealgebra.

Bei kanonischer Einbettung des Standardraumes V = Rp+q in Cp,q(R) ist

V + [V, V ] eine Lie-Unteralgebra und als solche isomorph zur Liealgebra

so(p, q+ 1;R) von SO(p, q+ 1;R) (vgl. Hermann [20], p.143–148). Der obige

Zusatz ist wegen 13.106 der Spezialfall (p, q) = (0, 2).

Zusatz zu 13.107

(i) Identifiziert man P(H) ⊂ H mit V ⊂ C(q) durch v 7→ (v,−v) ∈ V für

v ∈ P(H), dann identifiziert sich die Operation von G(q)+ auf V durch

die Vektordarstellung ρ+ : G(q)+ → SO(q) mit der Operation von H∗

auf P(H) durch innerer Automorphismen, also ρ+(x)(v) = xvx−1 für

x ∈ H∗ und v ∈ P(H).

(ii) Durch Komposition des im Beweis von 13.107 definierten Isomorphis-

mus S3(H) ∼= G(q)+
0 mit der Vektordarstellung ρ+

0 von Spin(0, 3) erhält

man den folgenden Homomorphismus ρ′0,3 : S3(H)→ SO(3,R),

ρ′0,3(w + ix+ jy + kz) =

w2 + x2 − y2 − z2 2(xy − wz) 2(xz + wy)

2(xy + wz) w2 − x2 + y2 − z2 2(yz − wx)

2(xz − wy) 2(yz + wx) w2 − x2 − y2 + z2

.
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Bemerkung:

Die Parametrisierung von SO(3,R) durch die Abbildung S3 → SO(3,R)

wurde bereits 1770 von Euler entdeckt [14] (Novi Comm. Acad. Sci. Petrop.,

15, 1770, 75–106 = Opera, (1), 6, 287–315). In dieser Arbeit von Euler

werden zum ersten Mal die orthogonalen Koordinatentransformationen

durch die Bedingung tAA = 1 charakterisiert, natürlich noch nicht in

Matrizenschreibweise.

Die Parametrisierung wird nicht mittels der Quaternionen abgeleitet, die erst

1843 von Hamilton entdeckt wurden (Eine solche Ableitung gab erst Cayley).

Euler gibt die Parametrisierung einfach ohne Beweis an. Mutmaßlich kam er

auf sie durch 20 Jahre zurückliegende Versuche, die von Fermat aufgestellte

zahlentheoretische Behauptung zu beweisen, dass jede natürliche Zahl sich

als Summe von 4 Quadraten darstellen lässt.

Zusatz zu 13.108

(i) Die Komposition der in 13.107, 13.103 und 13.108 definierten Isomor-

phismen

H ∼= C+
0,3
∼= C+

3,0
∼=
{[
u −v
v u

] ∣∣∣∣∣ u, v ∈ C

}
ist der folgende Isomorphismus von R-Algebren

H
∼=→
{[
u −v
v u

]
∈ C(2)

∣∣∣∣∣ u, v ∈ C

}
,

w + ix+ jy + zk 7→
[
w + iz −y + ix

y + ix w − iz

]
.

(ii) Dieser Algebrenisomorphismus induziert durch Beschränkung einen

Gruppenisomorphismus

σ′0,3 : S3(H)
∼=→ SU(2,C)

nämlich die Komposition des Isomorphismus S3(H) ∼= Spin(0, 3) mit

der Spindarstellung σ0,3.
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Zusatz zu 13.109

Das auf der nächsten Seite folgende Diagramm von Gruppenhomomorphis-

men ist kommutativ.

Die mit ∼= gekennzeichneten Pfeile bezeichnen Isomorphismen.

Die mit �
� // gekennzeichneten Pfeile bezeichnen Inklusionen.

Die senkrechten Pfeile der ersten Zeile sind Surjektionen mit Kern {±1}.

SU(2,C)

( � ))

π′
��

Spin(0, 3;R)
σ03

∼=
oo � � ι //

ρ0,3
��

Spin(1, 3;R)
σ13

∼=
//

ρ13
��

SL(2,C)

π
��

PSU(2,C)

∼=
λ′ &&

SO(3,R)
σ̂03oo � � ι̂ //

κ′∼=
��

SO(1, 3;R)0
σ̂13 //

∼=κ
��

PSL(2,C)

λ

∼=
xx

I(S2)+ � � ˆ̂ι // Conf(S2)+

ρ13 ist die Vektordarstellung von Spin(1, 3).

ρ03 ist die Vektordarstellung von Spin(0, 3).

σ13 ist die Halb-Spin-Darstellung von Spin(1, 3) wie oben.

σ03 ist die Spin-Darstellung von Spin(0, 3) wie oben.

σ̂13 ist die von σ13 induzierte Abbildung.

σ̂03 ist die von σ03 induzierte Abbildung.

κ ist die Operation auf Q1,3(R) ≈ S2 nach 13.72.

λ ist die Operation auf C ∪ {∞} ≈ S2 nach 13.80.

κ′ ist die durch κ induzierte Abbildung.

λ′ ist die durch λ induzierte Abbildung.

ι, ι̂, ˆ̂ι sind kanonische Inklusionen.

π, π′ sind kanonische Restklassenabbildungen.
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Bemerkungen:

(i) Mit diesem Diagramm haben wir unser Versprechen eingelöst, die am

Ende von Abschnitt 13.3 angegebenen verschiedenen Beschreibungen

der Gruppen I(S2)+ und Conf(S2)+ in einen allgemeineren Zusam-

menhang zu bringen. Das Ziel, ein derartiges kommutatives Diagramm

zu bekommen, war der Grund für die auf den ersten Blick vielleicht

willkürlich erscheinende Wahl der Isomorphismen C3,0(R) ∼= C(2) und

C1,3(R) ∼= H(2) in 13.108 und 13.109. Die drei Matrizen aus C(2),

auf welche wir die Standardgeneratoren e1, e2, e3 von C3,0 abgebildet

haben, genauer, die drei Matrizen

σ1 =

[
0 1

1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0

0 −1

]

nennt man übrigens Pauli-Matrizen. Die Bilder der vier Standard-

generatoren e0, e1, e2, e3 von C1,3 bei der Spindarstellung C1,3(R) →
C(4) nennt man Dirac-Matrizen.

(ii) Durch ρ′1,3 := ρ1,3 ◦ σ−1
1,3 definieren wir einen Homomorphismus von

Gruppen

ρ′1,3 : SL(2,C)→ SO(1, 3;R)0 .

Es ist nützlich, diesen Homomorphismus explizit zu beschreiben.

Durch die von uns gewählte Darstellung σ : C1,3(R) → H(2) der

Clifford-Algebra geht der Vektor x = x0e0 + · · · + x3e3 in die Matrix

σ(x) = X(x) · j über, wo X(x) ∈ C(2) die folgende Matrix ist:

X(x) :=

[
x1 + ix2 −x0 − x3

x0 − x3 −x1 + ix2

]
.

Die Matrix A ∈ SL(2,C) operiert auf der Menge der Matrizen σ(x)

durch X(x)j 7→ A ·X(x)j ·A−1 = A ·X(x) ·A−1
j, also auf der Menge

der Matrizen X(x) durch

X(x)
A7→ A ·X(x) ·A−1.
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Es ist dann eine triviale Übung, die reelle 4×4-Matrix ρ′1,3(A) explizit

hinzuschreiben.

In der physikalischen Literatur wird statt ρ′1,3 ein anderer Homomorphismus

benutzt, nämlich der Homomorphismus

ρ′′1,3 : SL(2,C)→ SO(1, 3;R)0 ,

der wie folgt definiert wird. Man identifiziert x mittels der Pauli-Matrizen

σ1, σ2, σ3 mit der folgenden Hermiteschen Matrix

Y (x) :=

[
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

]
= x0 · 1 + x1σ1 + x2σ2 + x3σ3.

A ∈ SL(2,C) operiert dann auf diesen Matrizen durch

Y (x)
A7→ A · Y (x) · tĀ.

Man prüft leicht nach, dass zwischen den beiden Homomorphismen ρ′1,3 und

ρ′′1,3 die folgende Beziehung besteht

ρ′′1,3(A) = ρ′1,3(Ā).

Wir wollen jetzt die spezielle orthogonale Gruppe SO(3,R) nicht nur als

Gruppe, also als ein algebraisches Objekt betrachten, sondern auch als ein

geometrisches Objekt, genauer: als topologischen Raum oder als Mannig-

faltigkeit. Die Vektordarstellung ρ0,3 der Gruppe Spin(0, 3;R), die wir im

Zusatz zu 13.107 explizit als Homomorphismus ρ′0,3 : S3(H) → SO(3,R)

beschrieben haben, liefert uns sofort die folgende Beschreibung des topolo-

gischen Raumes SO(3,R).

Proposition 13.110

(i) Der Isomorphismus der Gruppe Spin(0, 3;R) mit der 3-Sphäre S3 =

S3(H) ist ein Homöomorphismus.

(ii) Dieser Homöomorphismus induziert einen Homöomorphismus von
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SO(3,R) = Spin(0, 3;R)/{±1} mit dem 3-dimensionalen projektiven

Raum P3(R) = S3/{±1}.

(iii) Diese Homöomorphismen bilden zusammen mit der Vektordarstellung

ρ0,3 und der kanonischen Restklassenabbildung ρ : S3 → P3(R) das

folgende kommutative Diagramm.

Spin(0, 3;R)
≈ //

ρ0,3
��

S3

ρ
��

SO(3,R)
≈ // P3(R)

.

Beweis: 13.102 und 13.107.

Die Sätze 13.102 und 13.110 zeigen, dass wir mit der Konstruktion der

Spin-Gruppen, d.h. der reduzierten speziellen Clifford-Gruppen genau

das geleistet haben, was wir uns in der motivierenden Einleitung dieses

Abschnitts vorgenommen hatten. Insbesondere ist uns SO(3,R) als topo-

logischer Raum vollständig bekannt. Das heißt aber nur, dass wir wissen:

SO(3,R) ist der reelle projektive Raum P3(R). Die Geometrie dieses Raumes

kann man nun unter den verschiedensten Gesichtspunkten untersuchen.

Hier an dieser Stelle wollen wir nur eine ganz grundlegende Eigenschaft des

topologischen Raumes P3(R) hervorheben. Diese geometrische Eigenschaft

lässt sich am besten dadurch mathematisch knapp formulieren, dass wir von

dem geometrischen Objekt, nämlich dem topologischen Raum X = P3(R),

wieder zu einem algebraischen Objekt, nämlich der Fundamentalgruppe

π1(X) dieses Raumes übergehen.

Dazu folgt jetzt ein ganz knapper Bericht über Fundamentalgruppen

und Überlagerungsräume. Alle Einzelheiten und Beweise findet man

in Lehrbüchern der algebraischen Topologie, z.B. in der gut lesbaren

Einführung
”
Lecture Notes on Elementary Topology and Geometry“ von

I.M. Singer und J.A. Thorpe[31], Chapter 3 und Chapter 4.4.



Kapitel 13.4 199

Definition:

X sei ein topologischer Raum, x0, x1 ∈ X und I = [0, 1] das Einheitsinter-

vall. Zwei stetige parametrisierte Kurven f, g : I → X mit dem gemeinsamen

Anfangspunkt x0 und dem gemeinsamen Endpunkt x1 heißen homotop,

wenn es eine stetige Abbildung F : I × I → X gibt, so dass Folgendes gilt:

(i) F (t, 0) = f(t)

(ii) F (t, 1) = g(t)

(iii) F (0, s) = x0

(iv) F (1, s) = x1 .

Illustration:

Homotopie ist eine Äquivalenzrelation

Definition:

X sei ein topologischer Raum, x0, x1, x2 ∈ X und f : I → X sowie g : I → X

stetig mit f(0) = x0 und f(1) = x1 sowie g(0) = x1 und g(1) = x2. Dann
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ist das Produkt f · g die parametrisierte Kurve f · g : I → X mit

f · g(t) =

f(2t) für t ∈
[
0, 1

2

]
g(2t− 1) für t ∈

[
1
2 , 1
]

.

Die so definierte Komposition zwischen Wegen mit zueinander passenden

Anfangs- beziehungsweise Endpunkten ist nicht assoziativ, hat keine neu-

tralen und keine inversen Elemente. Wenn wir jedoch zu Homotopieklassen

von parametrisierten Kurven in einem topologischen Raum X übergehen,

ändert sich das. Die induzierte Komposition von Homotopieklassen ist dann

wohldefiniert und assoziativ.

Illustration zur vorherigen Definition:

Für jeden Punkt x ∈ X ist die Homotopieklasse der konstanten Abbildung

[0, 1] → {x} ein Einselement für die Klassen der Wege mit Anfangs- und

Endpunkt x. Und für alle x, y ∈ X gilt: Ist f : [0, 1] → X ein stetiger Weg

mit f(0) = x und f(1) = y, dann definiert g(t) = f(1 − t) einen stetigen

Weg g : [0, 1] → X mit g(0) = y und g(1) = x, so dass f · g und g · f
homotop zu den konstanten Wegen in x bzw. y sind. Die Homotopieklasse

von g ist also invers zu der von f .
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Man drückt dies kurz wie folgt aus: Die Menge der Homotopieklassen von

Wegen in einem topologischen Raum X bildet ein Gruppoid.

Der Begriff des Gruppoids wurde 1926 von H. Brandt eingeführt. Modern

gesprochen ist ein Gruppoid eine Kategorie mit folgenden zwei Eigenschaf-

ten: (i) Die Objekte bilden eine Menge, (ii) zu jedem Morphismus gibt es

einen inversen Morphismus. Die Objekte des fundamentalen Gruppo-

ids von X sind die Punkte von X. Die Morphismen von x nach y sind die

Homotopieklassen der Wege in X mit Anfangspunkt x und Endpunkt y.

Definition:

X sei ein topologischer Raum, x0 ∈ X. Die Fundamentalgruppe π1(X,x0)

des Raumes X mit Basispunkt x0 ist die Menge der Homotopieklassen [f ]

geschlossener stetiger parametrisierter Kurven f : I → X mit Anfangs- und

Endpunkt f(0) = f(1) = x0, wobei die Multiplikation wie folgt definiert ist:

[f ] · [g] = [f · g].

Die Fundamentalgruppe hängt vom Basispunkt ab, aber für wegzusam-

menhängende Räume X gilt π1(X,x0) ∼= π1(X,x1) für alle x0, x1 ∈ X.

Definition:

ρ : X → Y sei eine stetige Abbildung, x ∈ X und y = ρ(x). Der durch ρ

induzierte Homomorphismus

ρ∗ : π1(X,x)→ π1(Y, y)

ist durch ρ∗([f ]) = [ρ ◦ f ] definiert.

π1 ist ein covarianter Funktor von der Kategorie der topologischen Räume

mit Basispunkt (X,x) in die Kategorie der Gruppen. Mit Hilfe dieses Funk-

tors kann man geometrische Probleme in algebraische transformieren und

auch umgekehrt algebraische in geometrische.

Definition:

Ein wegzusammenhängender Raum X heißt einfach zusammenhängend,

wenn π1(X,x) = {1} für alle x ∈ X gilt.
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Beispiele:

(1) Rn ist einfach zusammenhängend. Dies ist trivial.

(2) Die Sphäre Sn ist einfach zusammenhängend für n > 1. Dies ist kei-

neswegs trivial. Da es nämlich stetige Abbildungen f : I → Sn mit

f(I) = Sn gibt (Peanokurven), besteht das Problem darin, für jedes

f die Existenz eines zu f homotopen g : I → Sn mit g(I) 6= Sn zu

beweisen. Hat man dies, so ist man fertig, denn für p 6∈ g(I) reduziert

die stereographische Projektion Sn−{p} → Rn das Problem für g auf

den Fall (1). Siehe zur Konstruktion von g z.B. Singer und Thorpe

[31], Chapter 4.4, Theorem 6 oder Berger [6] 18.2.2.

Definition:

X und X̃ seien zusammenhängende topologische Räume. Eine stetige sur-

jektive Abbildung ρ : X̃ → X heißt eine Überlagerung von X, wenn Fol-

gendes gilt: Zu jedem x ∈ X existiert eine Umgebung U ⊂ X von x, so dass

ρ−1(U) in disjunkte offene Mengen Ui zerfällt, für welche die Beschränkung

ρi = ρ|Ui ein Homöomorphismus ρi : Ui → U ist.

Beispiele:

(1) Die kanonische Abbildung ρ : Sn → Pn(R) ist eine Überlagerung.

(2) Die zweifache Überlagerung des Möbiusbandes durch den Zylinder aus

Kapitel ist eine Überlagerung. Wir haben zu Beginn von Kapitel ge-

sehen, wie dieses Beispiel mit dem vorigen Beispiel zusammenhängt:

Den Zylinder können wir als Äquatorzone in S2 einbetten, und das

Möbiusband ist dessen Bild in P2(R) bezüglich ρ.

Definition:

Eine Überlagerung X̃ → X heißt universelle Überlagerung, wenn es für

jede andere Überlagerung Y → X eine Überlagerung X̃ → Y gibt, so dass

das folgende Diagramm kommutiert:
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X̃

��

��
Y

~~
X

.

Beispiel:

R→ S1 mit t 7→ e2πit ist die universelle Überlagerung von S1.

Es sei nun X ein wegzusammenhängender, lokal wegzusammenhängen-

der und lokal einfach zusammenhängender Raum und x ∈ X ein Basispunkt.

Dann kann man Folgendes beweisen:

(1) Es existiert eine universelle Überlagerung X̃ → X. Sie ist durch X

im wesentlichen eindeutig bestimmt und unter allen Überlagerungen

dadurch ausgezeichnet, dass X̃ einfach zusammenhängend ist.

(2) Für jede Überlagerung ρ : X̃ → X und x̃ ∈ X̃ mit ρ(x̃) = x ist

ρ∗ : π1(X̃, x̃)→ π1(X,x) injektiv. Für die Restklassenmenge

π1(X,x)/ρ∗(π1(X̃, x̃)) erhält man eine bijektive Abbildung die-

ser Restklassenmenge auf die Faser ρ−1(x), indem man der Restklasse

von [f ] ∈ π1(X,x) den Endpunkt f̃(1) des eindeutig bestimmten

durch
”
Hochheben“ von f entstehenden Weges f̃ : I → X̃ mit

ρ ◦ f̃ = f und f̃(0) = x̃ zuordnet.

(3) Insbesondere erhält man so für die universelle Überlagerung ρ : X̃ →
X eine bijektive Abbildung π1(X,x)

≈→ ρ−1(x).

Aus dem einfachen Zusammenhang von S3, aus den obigen Aussagen (1) bis

(3) und aus 13.110 folgt sofort der folgende Satz.

Satz 13.111

Die Vektordarstellung ρ0,3 : Spin(0, 3;R) → SO(3,R) ist die universelle

Überlagerung von SO(3,R). Insbesondere ist die Spin-Gruppe Spin(0, 3;R)
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einfach zusammenhängend, und die Fundamentalgruppe von SO(3,R) ist

zyklisch von der Ordnung 2

π1(SO(3,R), e) ∼= Z/2Z .

e bezeichnet das Einselement von SO(3,R).

Satz 13.112

Die Vektordarstellung ρ1,3 : Spin(1, 3;R) → SO(1, 3;R)0 ist die universelle

Überlagerung von SO(1, 3;R)0. Insbesondere ist Spin(1, 3;R) ∼= SL(2,C)

einfach zusammenhängend, und für die Fundamentalgruppe gilt:

π1(SO(1, 3;R)0, e) ∼= Z/2Z .

Beweis:

Der Zusatz zu 13.109 identifiziert die Vektordarstellung mit dem kanonischen

Homomorphismus π : SL(2,C) → PSL(2,C). Die Iwasawa-Zerlegung nach

II.12.54 identifiziert SL(2,C) mit SU(2,C) × R+2 × C sowie PSL(2,C) mit

PSU(2,C)×R+2×C, und π mit π′× id. Daher identifiziert man schließlich

wegen 13.109 und 13.110 die Vektordarstellung ρ1,3 mit der Abbildung

ρ× id : S3 × R3 → P3(R)× R3.

Dies ist eine zweiblättrige Überlagerung, und π1(S3 × R3) ∼= π1(S3) = {1}.
Damit folgen alle Behauptungen aus den obigen Aussagen (1)–(3).

Bemerkung:

Die obige Aussage (2) macht auch klar, wie man einen Repräsentanten f

für das nicht triviale Element von π1(SO(3,R), e) finden kann. Man braucht

dazu nur eine stetige Abbildung f : I → SO(3,R) mit f(0) = f(1) = e an-

zugeben, so dass für die hochgehobene Kurve f̃ : I → Spin(0, 3;R) mit

f̃(0) = 1 gilt: f̃(1) = −1.
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Die folgende Abbildung f hat diese Eigenschaft:

f(t) :=

cos 2πt − sin 2πt 0

sin 2πt cos 2πt 0

0 0 1

 .

Beweis:
Identifiziert man Spin(0, 3) nach 13.107 mit der Gruppe der Einheitsquater-

nionen S3(H), dann folgt aus dem Zusatz von 13.107 und dem Additions-

theorem 13.56

f̃(t) = cosπt+ k sinπt.

Die Sätze
”
π1(SO(3,R)) ∼= Z/2Z“ und

”
π1(SO(1, 3;R)0) ∼= Z/2Z“ drücken

fundamentale geometrische Eigenschaften des euklidischen 3-dimensionalen

Raumes bzw. des Minkowskischen 4-dimensionalen Raumes der spezi-

ellen Relativitätstheorie aus. Um 1927/28 erkannten die theoretischen

Physiker, insbesondere Pauli und Dirac, dass diese Tatsache grundlegend

für die quantenmechanische Behandlung von Elementarteilchen mit Spin ist.

Dirac dachte sich auch einfache makroskopische Experimente aus, um diese

Eigenschaft des euklidischen Raumes zu illustrieren. Ein solches Experiment

besteht in dem Versuch, ein mit der Hand gehaltenes Objekt, zum Beispiel

einen japanischen Teekessel, durch Armbewegungen um eine feste Achse

rotieren zu lassen, ohne die Position des übrigen Körpers dabei zu ändern.

Es ist möglich, dies so auszuführen, dass nach einer Rotation um 2 · 2π die

Ausgangsposition in allen Teilen vollständig wieder hergestellt ist, während

es unmöglich ist, nach einer Rotation um 1 · 2π die Ausgangsposition zu

erreichen. Die folgende Bildseite zeigt eine Serie von Momentaufnahmen

dieses Experimentes.

Wir wollen das Experiment durch ein mathematisches Modell beschreiben

und durch π1(SO(3,R)) = Z/2Z
”
erklären“.



206 Spiegelungen und Drehungen

In einer ersten Phase der Modellbildung machen wir uns durch Betrach-

tung der vorstehenden vier Zeichnungen klar, dass das Experiment mit

dem Teekessel im wesentlichen Äquivalent zu dem folgenden Experiment ist.

Wir betrachten eine Hohlkugelschale, d.h. den Raum zwischen zwei

konzentrischen Sphären im 3-dimensionalen euklidischen Raum. Durch

radiale Projektion entspricht jeder Punkt der inneren Randsphäre einem

Punkt der äußeren Randsphäre. In der Hohlkugelschale befindet sich ein

elastisches Band, das mit einem Ende entlang einem Großkreisbogen an der

inneren Randsphäre befestigt ist und mit dem anderen Ende entlang dem

emtsprechenden Bogen an der äußeren Randsphäre.

In der Anfangslage soll das Band so verlaufen, dass es die beiden Bögen

radial miteinander verbindet. Relativ zu dieser Anfangslage wird das Band

nun zweifach verdrillt, indem man das innere Ende festhält, das äußere löst

und das Band radial von innen nach außen verlaufend zunehmend um seine

Mittellinie verdrillt, bis am äußeren Ende eine Drehung um 4π erreicht ist.

Dann wird das äußere Ende wieder befestigt.
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Das Experiment besteht in dem Versuch, das verdrillte Band durch Her-

umführen im Inneren der Hohlkugelschale bei festgehaltenen Enden in die

unverdrillte Ausgansposition zu überführen. Dies ist tatsächlich möglich. Die

nächsten 8 Zeichnungen illustrieren dies.

Die zweite Phase ist die Übersetzung in ein mathematisches Modell. Die

Hohlkugelschale wird durch S2× [0, 1] modelliert, das Band in unverdrillter

Ausgangsposition durch J × [0, 1], wo J ⊂ S2 ein Großkreisbogen mit Mit-

telpunkt (0, 0, 1) ist. Das zweimal verdrillte Band ist das Bild der folgenden

Abbildung

J × [0, 1] → S2 × [0, 1]

(x, t) 7→
(
f(t)2(x), t

)
Dabei ist f : [0, 1]→ SO(3,R) die oben definierte Abbildung, und f(t)2 das

Quadrat des Gruppenelementes f(t) ∈ SO(3,R). Andererseits können wir

für den geschlossenen Weg f auch das Quadrat f2 = f ◦ f bilden. Es gilt

f2(t) = f(t)2. Die Homotopieklasse [f ] ist das von 1 verschiedene Element

von π1(SO(3,R)). Für das Quadrat gilt aber wegen[f ]2 = [f2] = 1 wegen

π1(SO(3,R)) ∼= Z/2Z. Also existiert eine Homotopie von f2 zur konstanten

Abbildung auf e, d.h. eine Abbildung

F : [0, 1]× [0, 1]→ SO(3,R)

mit folgende Eigenschaften:
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(i) F (t, 0) = f2(t)

(ii) F (t, 1) = e

(iii) F (0, s) = F (1, s) = e

Mit Hilfe von F definieren wir für 0 ≤ s ≤ 1 die folgende 1-parametrige

Familie von Einbettungen:

Gs : J × [0, 1] → S2 × [0, 1]

(x, t) 7→
(
f(t)2(x), t

)
Das Bild von G0 ist das zweifach verdrillte Band, das Bild von G1 ist

das unverdrillte Band, und die Bilder von Gs mit 0 ≤ s ≤ 1 bilden eine

1-parametrige Familie von Bändern, durch welche das Bild von G0 stetig in

das Bild von G1 überführt wird, wobei wegen (iii) die Enden festgehalten

werden. Damit ist erklärt, dass und wie das zweifach verdrillte Band in das

unverdrillte überführt werden kann. Dass etwas Analoges für das einfach

verdrillte Band nicht möglich ist, folgt auf dieselbe Weise, aber mit mehr

technischem Aufwand, aus [f ] 6= 1.

Die Rolle der Clifford-Algebren und der Spin-Gruppen für die quantenmechanische

Behandlung von Systemen mit Spin will ich – soweit mir das mit meinen geringen

physikalischen Kenntnissen möglich ist – am Beispiel der Dirac-Gleichung für das

freie relativistische Elektron aufzeigen. Einem physikalischen System kann ein inne-

res, von einer Bewegung unabhängiges Drehmoment eigen sein, der Spin. Der Spin

ist eine nicht-klassische Observable quantenmechanischer Systeme, die nur diskrete

Werte 0, 12 , 1,
3
2 , . . . annehmen kann. Die Notwendigkeit der Einführung einer sol-

chen Observablen zeigte sich zuerst bei Versuchen zur theoretischen Erklärung des

Stern-Gerlach-Versuchs von 1922 und des Zeeman-Effekts. So beschrieb Pauli 1927

in einem Artikel
”

Zur Quantenmechanik des magnetischen Elektrons“ (Zeitschrift f.

Physik 23 (1927), 601-623 [27]) das nicht-relativistische Elektron durch eine Diffe-

rentialgleichung für eine spinorwertige Wellenfunktion mit Werten im Darstellungs-

raum C2 der Spin-Darstellung von Spin(3), natürlich ohne dies so auszudrücken.

Er weis selbst auf die Unvollkommenheit der nicht-relativistischen Behandlung hin.

1928 stellte Dirac dann die Wellengleichung für das relativistische freie Elektron

auf.
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In der speziellen Relativitätstheorie wird die Menge aller Raum-Zeit-Punkte

durch einen 4-dimensionalen affinen Minkowski-Raum modelliert, d.h. einen

4-dimensionalen reellen affinen Raum X, auf dessen Translationsvektorraum V ei-

ne quadratische Form q : v → R mit der Signatur (n+, n−) = (1, 3) gegeben ist. Als

Standard-Modell X1,3 eine solchen Raumes benutzen wir den affinen Raum R4 mit

den Koordinaten x0, x1, x2, x3, dessen Translationsvektorraum R4 die quadratische

Form ζ20 − ζ21 − ζ22 − ζ23 trägt. Ein Koordinatensystem in X ist ein Isomorphismus

affiner Minkowski-Räume X ∼= X1,3. Der Wechsel von einem Koordinatensystem

zu einem anderen wird durch einen Automorphismus von X1,3 beschrieben, d.h.

durch eine Transformation x 7→ Ax+ b mit A ∈ O(1, 3;R) und b ∈ R4. Die Gruppe

dieser Transformationen heißt die inhomogene Lorentzgruppe G1,3. Die Zu-

sammenhansgkomponente der 1 von G1,3 ist die eingeschränkte inhomogene

Lorentzgruppe G◦1,3. Sie besteht aus allen Transformationen x 7→ Ax + b mit

A ∈ SO(1, 3;R)◦. Man hat also eine spaltende exakte Sequenz

O → R4 → G◦1,3
λ−−−−−−−→←−−−−−−− SO(1, 3;R)◦ → 1,

wobei λ der Transformation x 7→ Ax + b den Linearteil A zuordnet. Wir be-

trachten im Folgenden nur Koordinatenwechsel durch Transformationen g ∈ G◦1,3.

Physikalisch bedeutet die Wahl eines Koordinatensystems in X die Wahl eines

Inertialsystems, in welchem ein Beobachter ein gegebenes physikalisches System S
beobachtet und beschreibt, und der Koordinatenwechsel bedeutet den Übergang

zu einem anderen Beobachter.

Freie relativistische Elementarteilchen sind besonders einfache physikalische Sys-

teme. Ein solches System – wie z.B. das Elektron – hat viele mögliche Zustände,

genauer: dynamische Zustände. Diese Zustände ζ werden von allen Beobachtern

des Systems S durch die von 0 verschiedenen Vektoren Ψ eines durch S eindeu-

tig bestimmen unendlich-dimensionalen komplexen Hilbertraumes H beschrieben.

Für einen bestimmten Beobachter beschreiben zwei Vektoren Ψ,Ψ′ den gleichen

Zustand ζ, wenn es eine komplexe Zahl c 6= 0 mit Ψ′ = cΨ gibt. Die Zuordnung

Ψ 7→ ζ definiert also für einen bestimmten Beobachter eine bijektive Abbildung

P(H) → Z von dem projektiven Raum P(H) auf die Menge Z aller möglichen

Zustände von S. Ein anderer Beobachter benutzt eine andere Bijektion P(H)→ Z.

Beim Übergang von einem Beobachter zu einem anderen durch g ∈ G◦1,3 erhält man

daher eine bijektive Abbildung P(H)→ P(H). Diese ist durch einen unitären Ope-

rator H → H induziert, der allerdings durch g nicht eindeutig bestimmt ist. Man

erhält auf diese Weise eine Operation von G◦1,3 auf P(H). Diese Operation lässt sich

jedoch im Allgemeinen nicht zu einer Operation von G◦1,3 auf H hochheben.
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Deshalb geht man zu der universellen Überlagerung G̃◦1,3 von G◦1,3 über. Man hat

das folgende kommutative Diagramm von spaltenden exakten Sequenzen:

0 // R4 // G̃0
1,3

ρ

��

λ̃ // Spin(1, 3;R)oo

ρ1,3

��

// 1

0 // R4 // G0
1,3

λ // SO(1, 3;R)0oo // 1

G̃◦1,3 ist das semidirekte Produkt von R4 und Spin(1, 3;R), bei dem Spin(1, 3;R)

auf R4 durch die Vektordarstellung ρ1,3 operiert. Man kann dann beweisen, dass die

Operation von G◦1,3 auf P(H) durch eine Operation von G̃◦1,3 auf H induziert wird,

und zwar durch eine Operation durch unitäre Operatoren. Zu dem betrachteten

System S gehört also eine unitäre Darstellung von G̃◦1,3 in H, d.h. ein Homomor-

phismus

G̃◦1,3 → U(H)

in die Gruppe U(H) der unitären Operatoren von H. Außerdem gehören dazu die

Observablen des Systems. Das sind gewisse hermitesche Operatoren von H, auf die

wir aber nicht weiter eingehen wollen, obwohl wir das müssten, wenn wir den Spin

eines bestimmten quantenmechanischen Systems mittels bestimmter Observablen

definieren wollten. Wir wollen jetzt für das freie relativistische Elektron des

Hilbertraum H und die Darstellung G̃◦1,3 → U(H) explizit beschreiben. Es gibt

eine mathematisch völlig befriedigende Beschreibung, bei der keine Koordinaten

benutzt werden. Bei dieser werden die Elemente Ψ von H als Spinorfelder auf X

beschrieben, für welche ein gewisser Differentialoperator D, der Dirac-Operator,

verschwindet: D(Ψ) = 0.

Da uns für eine solche Beschreibung nötigen Begriffe aus der Theorie der Fa-

serbündel mit Strukturgruppen fehlen, müssen wir auf diese koordinatenfreie Be-

schreibung verzichten. Wir wählen also einen Isomorphismus X ∼= X1,3. Dadurch

gehen die Spinorfelder in spinorwertige Funktionen Ψ = Ψ(x0, x1, x2, x3) auf X1,3

über und die Gleichung D(Ψ) = 0 in eine lineare partielle Differentialgleichung ers-

ter Ordnung für diese Funktionen Ψ. Der HilbertraumH wird also jetzt ein gewisser

Raum von Lösungen Ψ dieser Differentialgleichung. Wir beginnen damit, dass wir

eine Spin-Darstellung für die Clifford-Algebra C1,3(R) wählen, d.h. einen injektiven

Algebrenhomomorphismus

σ : C1,3(R)→ C(4).
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e0, e1, e2, e3 seien die Standardgeneratoren von C1,3(R). Ihnen entsprechen die vier

4× 4− Matrizen

γν := σ(eν).

Sie heißen Dirac-Matrizen zu σ. Die Elemente des Darstellungsraumes C4 nennen

wir σ-Spinoren. Unter einer spinorwertigen Funktion verstehen wir eine Abbil-

dung Ψ : X1,3 → C4. Diese Funktionen sind also Funktionen Ψ = Ψ(x0, x1, x2, x4)

von vier reellen Variablen, und zwar Funktionen mit vier komplexen Komponenten:

Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4). Das Wort
”
Funktion“ ist dabei cum grano salis zu verstehen;

wir lassen nämlich als Lösungen unserer Differentialgleichung nicht nur differenzier-

bare Funktionen zu, sondern allgemeiner temperierte Distributionen, d.h. Elemente

des Dualraumes zum Raum der schnell abnehmenden differenzierbaren Funktio-

nen. Schließlich ist zur genauen Definition der Elemente Ψ des Hilbertraumes

eine gewisse Normbedingung notwendig, auf die wir aber hier nicht eingehen wollen.

Wir können jetzt die Diracsche Wellengleichung für ein freies relativistisches

Elementarteilchen mit positiver Masse m und Spin 1
2 hinschreiben. Sie lautet:

3∑
ν=0

γν
∂Ψ

∂x
+ im Ψ = 0. (∗)

Der zu diesem physikalischen System gehörige Hilbertraum H ist ein gewisser

Hilbertraum temperierter spinorwertiger Distributionen Ψ auf X1,3, welche

Lösungen der Diracschen Wellengleichung (∗) sind.

Wir beschreiben nun auch die Darstellung G̃◦1,3 → U(H). Zu diesem Zweck müssen

wir ausgehend von der anfangs gewählten Spindarstellung

σ : Spin(1, 3;R)→ GL(4,C)

eine bestimme andere, zu σ äquivalente Spindarstellung

σ̌ : Spin(1, 3;R)→ GL(4,C)

definieren. Dazu bemerken wir zunächst, dass die kontragrediente Zuordnung

A 7→ Ǎ = tA−1 für A ∈ R4 einen Gruppenautomorphismus SO(1, 3;R)0
∨→

SO(1, 3;R)0 induziert. Dieser lässt sich eindeutig zu einem Automorphismus

Spin(1, 3;R)
∨→ Spin(1, 3;R) hochheben, so dass das folgende Diagramm kommu-

tiert. Das Bild von g ∈ Spin(1, 3;R) hierbei bezeichnen wir mit ǧ.
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Spin(1, 3;R)

ρ1,3

��

∨ // Spin(1, 3;R)

ρ1,3

��
SO(1, 3;R)

∨ // SO(1, 3;R)

Eine konkrete Beschreibung des hochgehobenen Automorphismus erhält man, wenn

man Spin(1, 3;R) mit SL(2,C) identifiziert Wählt man dafür die Isomorphismen,

die wir in Bemerkung (2) nach dem Zusatz 13.109 angaben, z.B. σ1,3, dann gilt

B̌ = tB−1 für B ∈ SL(2,C). Wir definieren jetzt die neue Spindarstellung σ̌ durch

die Gleichung

σ̌(g) = σ(ǧ).

Damit können wir nun die Operation von G̃0
1,3 auf den HilbertraumH durch unitäre

Operatoren explizit hinschreiben. Das Element g ∈ G̃0
1,3 überführt Ψ ∈ H in das

folgende Element gΨ ∈ H:

gΨ(x) := σ(λ(g))Ψ(ρ(g)−1x). (∗∗)

Es ist eine leichte Übung, nachzurechnen, dass für jede Lösung Ψ der Diracschen

Wellengleichung auch gΨ eine Lösung ist.

Die Wellengleichung (∗) und die Transformationsgleichung für Spinorfelder (∗∗)
wurden 1928 von Dirac gefunden: The Quantum Theory of the Electron in Proc. of

the Royal Soc. of London, Ser. A, Vol. CXVII, p.610–624 [12]. Sie waren der erste

große Schritt in der quantenmechanischen Behandlung relativistischer Systeme.

Dass die Verwendung der nicht-kommutativen Clifford-Algebren wirklich etwas

Neuartiges war, sieht man aus einem Kommentar von C. G. Darwin im nächsten

Band der gleichen Zeitschrift:

There are probably readers who will share the present writer’s feeling that the

methods of non-commutative algebra are harder to follow, and certainly much more

difficult to invent, than are operations of types long familiar to analysis. Wherever

it is possible to do so, it is surely better to present the theory in a mathematical

form that dates from the time of Laplace and Legendre...
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Inzwischen haben sich die Physiker an die Clifford-Algebren und Spin-Gruppen

gewöhnt. Die Wellengleichung der freien relativistischen Elementarteilchen können

in einer mathematisch befriedigenden Weise aus wenigen physikalischen Grundprin-

zipien und aus der Darstellungstheorie der inhomogenen Lorentzgruppe abgeleitet

werden. Eine solche Ableitung, die vor allem auf den bahnbrechenden Arbeiten

von E. P. Wigner aufbaut, findet man in dem Buch von V. S. Varadarajan:

Geometry of Quantum Theory, Vol. II, Chapter XII [36].
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13.5 Die Klassifikation der Isometrien

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist die Klassifikation der Isometrien der

euklidischen affinen Räume. Das Prinzip der Klassifikation erklären wir

ganz allgemein für Räume beliebiger Dimension. Bei der Durchführung der

Klassifikation in allen Einzelheiten beschränken wir uns dann auf Räume,

deren Dimension höchstens drei ist.

Klassifikation der Isometrien eines euklidischen affinen Raumes X –

das bedeutet für mich nicht einfach nur eine Aufzählung irgendwelcher

Typen von Isometrien. Wer nur das will, studiere gleich die Tabelle zu

Satz 13.123. Ich will mehr. Ich will in einsichtiger Weise die Prinzipien

entwickeln, die der Klassifikation zugrunde liegen. Dazu gehört auch, dass

ich die Isometriegruppe I(X) nicht einfach nur als Gruppe auffasse, also

als algebraisches Objekt, sondern darüberhinaus auch als geometrisches

Objekt. Ich will wissen, in welcher Weise dieses I(X) sich in die noch zu

definierenden Klassen zerlegt.

Als was für ein geometrisches Objekt wollen wir I(X) auffassen? Identifizie-

ren wir X mit dem euklidischen affinen Standardraum, dann identifiziert

sich I(X) nach 13.6 als Menge mit Rn × O(n,R). Daher hat I(X) die

Struktur einer Mannigfaltigkeit der Dimension n(n + 1)/2, und da die

Gruppenstruktur mit dieser Mannigfaltigkeitsstruktur verträglich ist, ist

I(X) sogar eine Liesche Gruppe.

Daher ist es angemessen, zu erwarten, dass die noch zu definierenden Klas-

sen von Isometrien nicht nur einfach Teilmengen von I(X) sind, sondern

sogar Untermannigfaltigkeiten der Mannigfaltigkeit I(X). Die feinsten Zer-

legungen von I(X), deren Betrachtung geometrisch sinnvoll ist, sind die Zer-

legungen in Konjugationsklassen von I(X) bzw. in solche von I(X)+. Diese

Konjugationsklassen sind jedenfalls Untermannigfaltigkeiten, und ihre Be-

stimmung ist natürlich eine unserer Aufgaben. Aber: Ist das eine in jeder –

auch in geometrischer – Hinsicht befriedigende Klassifikation?
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Betrachten wir den einfachsten Fall dimX = 1. Dann besteht I(X)−,

die Komponente der orientierungsumkehrenden Isometrien, aus allen

Inversionen. Diese bilden eine einzige Konjugationsklasse, so dass wir

also I(X)− in eine einzige Untermannigfaltigkeit
”
zerlegt“ haben, die zu

R diffeomorph ist. So weit, so gut. Nun zu I(X)+. Diese Komponente

besteht aus der Identität und den davon verschiedenen Translationen

τ . Die Konjugationsklasse von τ ist das Paar {τ, τ−1}. Also haben wir

I(X)+ in unendlich viele, ja sogar überabzählbar viele Konjugationsklassen

zerlegt, von denen eine nur aus einem Punkt besteht und alle anderen

aus zwei. Diese Zerlegung ist für sich allein genommen ist zu fein, um

übersichtlich zu sein. Übersichtlicher wäre es in diesem Fall, I(X)+ in zwei

Untermannigfaltigkeiten zu zerlegen, nämlich die nur aus einem Punkt

bestehende Klasse {id} und die zu R \ {0} diffeomorphe Menge aller echten

Translationen τv. Die in dieser Untermannigfaltigkeit enthaltenen unendlich

vielen Konjugationsklassen kann man dann mittels ‖v‖ durch die positiven

reellen Zahlen parametrisieren.

Gesucht ist also eine Vergröberung der
”
zu feinen“ Zerlegung von I(X) in

Konjugationsklassen: I(X) soll in endlich viele Untermannigfaltigkeiten zer-

legt werden, wobei jede dieser Untermannigfaltigkeiten eine Vereinigungs-

menge von Konjugationsklassen ist. Natürlich möchte man auch, dass bei

der Zerlegung die einzelnen Untermannigfaltigkeiten in I(X) relativ zuein-

ander eine kontrollierbare Lage haben. Eine Bedingung, die dies präzisiert,

ist die, dass die Zerlegung eine Stratifikation ist.

Definition:

Eine Stratifikation einer Mannigfaltigkeit M ist eine disjunkte Zerlegung

von M in endlich viele Untermannigfaltigkeiten Mj , j ∈ J , welche Strata

genannt werden, so dass die abgeschlossene Hülle M j jedes Stratums eine

Vereinigung von Strata7 ist.

7Stratum kommt von lateinisch sternere, sterno, stravi, stratus mit der indogermani-
schen Wurzel

”
ster“ = streuen, ausbreiten, bedecken. Die Bedeutung hier ist also: etwas,

das die Mannigfaltigkeit M glatt ausbreitet und überdeckt.
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Beispiel:

Die Konjugationsklassen in jeder einzelnen Faser der charakteristischen

Abbildung m(n × n,K) → Kn für K ∈ {R,C} haben die charakteristische

Eigenschaft einer Startifikation: Aus 11.49 und 11.50 folgt, dass jede Faser

in endlich viele Konjugationsklassen C zerfällt, und dass jedes C eine Ver-

einigung von Konjugationsklassen ist. Allerdings sind hier nicht alle Fasern

glatte Mannigfaltigkeiten, sondern sie sind Varietäten mit Singularitäten –

siehe auch die Beispiele in 11.7. Aber auch für solche singulären Varietäten

kann man Stratifikationen definieren, und die sind dann ein wesentliches

Hilfsmittel zur Untersuchung der Singularitäten.

Eine sehr große Vergröberung der Zerlegung von I(X) in Konjugationskla-

sen ist die im Folgenden definierte Zerlegung in Schichten, welche durch die

in 13.13 eingeführte kanonische Zerlegung der Isometrien nahegelegt wird.

Definition:

X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum mit Translationsvektor-

raum V und λ : I(X) → O(V ) der kanonische Homomorphismus, der jeder

Isometrie ϕ ihren linearen Anteil λϕ zuordnet.

(i) Für χ ∈ OG(V ) sei n+(χ) bzw. n−(χ) die Dimension des Eigenraumes

von χ zum Eigenwert 1 bzw. -1.

(ii) Für ϕ ∈ I(X) mit der kanonischen Zerlegung ϕ = τ ◦ ψ = ψ ◦ τ in

eine Translation τ und eine Isometrie ψ mit Fixpunkt sei m(ϕ) =

dim Fix (ψ) die Dimension des maximalen Translationsunterraumes

von ϕ.

(iii) O(V )k := {χ ∈ O(V ) | n+(χ) = k} für k = 0, . . . , n.

(iv) I(X)k := {ϕ ∈ I(X) | m(ϕ) = k} für k = 0, . . . , n.

Für O(V )k bzw. I(X)k führen wir ad hoc die Namen k-Schicht von O(V )

bzw. von I(X) ein.
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Nach 13.8 gilt (mϕ) = n+(λϕ), und daher induziert λ für k = 0, . . . , n

Abbildungen

λk : I(X)k → O(V )k,

die man durch Wahl einer Spaltung gemäß 13.4 mit der Projektion

V × O(V )k → O(V )k identifizieren kann. Wir untersuchen diese Abbil-

dungen später noch genauer. Man kann beweisen, dass die Zerlegung in

Schichten eine Stratifikation von O(V ) bzw. I(X) ist, welche die Zerlegung

in Konjugationsklassen vergröbert. Allerdings ist diese Stratifikation für

unsere Zwecke noch zu grob, da eine einzelne Schicht Konjugationsklassen

von ganz verschiedener Art enthält.

Durch die folgende Überlegung gelangen wir zu einer Zerlegung in Strata, die aus

gleichartigen Orbits bestehen. Es sei ganz allgemein G irgendeine Gruppe. G ope-

riert auf sich selbst von links durch innere Automorphismen. Man hat also einen

Gruppenhomomorphismus

ρ : G→ Aut(G)

ρ(g)(x) = gxg−1.

Der Kern dieses Homomorphismus ist das Zentrum Z(G), und das Bild G = ρ(G)

ist die Gruppe der innerern Automorphismen von G und heißt auch die ad-

jungierte Gruppe zu G. Natürlich induziert ρ einen kanonischen Isomorphismus

G = G/Z(G).

Die Orbits der Operation von G auf G sind natürlich die gleichen wie die Orbits

der Operation von G auf G. Sie sind einfach die Konjugationsklassen von G.

Der Orbitraum G/G ist also gerade die Menge der Konjugationsklassen von G,

und wir haben G hier gerade dazu eingeführt, dass wir die Notation G/G für die

Menge der Konjugationsklassen zur Verfügung haben. Denn die auch mögliche

Notation G/G ist auf Grund früherer Konventionen aus §3 leider doppeldeutig:

G/G bezeichnet zum einen den Orbitraum der Operation von G auf sich durch

innere Automorphismen, also die Menge der Konjugationsklassen, zum anderen

aber die triviale Quotientengruppe.

Für jedes x ∈ G ist der G-Orbit G · x die Konjugationsklasse von x. Der

Zentralisator von x in G ist die Untergruppe
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ZG(x) = {g ∈ G | gxg−1 = x},

also die Isotropiegruppe von x in G bezüglich der Operation von G auf sich

selbst durch innere Automorphismen. Die Zuordnung g 7→ gxg−1 induziert

eine kanonische bijektive Abbildung

G/ZG(x)→ G · x

von der Menge der Linksnebenklassen von ZG(x) auf die Konjugationsklasse

G · x. Es ist klar, dass für Elemente x, y im gleichen G-Orbit die Zentrali-

satoren konjugiert sind: Aus y = axa−1 folgt ZG(y) = aZG(x)a−1. Die Um-

kehrung gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Es kann durchaus verschiedene

G-Orbits geben, zu denen die gleiche Konjugationsklasse von Zentralisato-

ren gehört. Wählt man in zwei derartigen G-Orbits Repräsentanten x und

y mit ZG(x) = ZG(y), dann hat man für die Orbits offenbar eine kanonische

bijektive Abbildung

G · x ∼= // G · y.

Es liegt nahe, solche gleichartigen Orbits zu einem Stratum zusammenzufas-

sen. Die zu einem Zentralisator Z ⊂ G gehörige Klasse von zu Z konjugierten

Gruppen bereichnen wir mit (Z), also

(Z) := {Z ′ ⊂ G | ∃a ∈ G : Z ′ = aZa−1}.

Definition:

G sei eine Gruppe. Elemente x, y ∈ G haben den gleichen Zentralisator-

typ, wenn ihre Zentralisatoren ZG(x) und ZG(y) in G konjugiert sind. Ist

Z ⊂ G ein Zentralisator, dann ist die zugehörige Z-Klasse in G die Menge

GZ := {x ∈ G | ZG(x) ∈ (Z)}.

Natürlich hängt GZ nur von (Z) ab.

Satz 13.113

Für eine kompakte Liesche Gruppe G sind alle Z-Klassen GZ differenzier-

bare Untermannigfaltigkeiten von G.
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Beweis: K. Jänich: Differenzierbare G-Mannigfaltigkeiten, 1.4

Wir können diesen Satz auf die orthogonalen Gruppen O(V ) anwenden und

erhalten so, dass die Z-Klassen von O(V ) differenzierbare Untermannigfal-

tigkeiten sind. Für die Fälle dimV = 1, 2, 3 können wir das auch ganz leicht

direkt einsehen, indem wir die Z-Klassen explizit beschreiben (vgl. 13.122).

Allerdings ist die Zerlegung von O(V ) in Z-Klassen für unsere Zwecke noch

ein klein wenig zu grob. Das liegt daran, dass die Multiplikation mit dem

zentralen Element -1 zwar die Z-Klassen in sich überführt, nicht aber die

für uns auch wichtigen k-Schichten. Wir führen daher die gemeinsame Ver-

feinerung dieser beiden Zerlegungen ein.

Definition:

V sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, O(V ) seine orthogonale

Gruppe, Z ⊂ O(V ) ein Zentralisator und k eine Zahl 0 ≤ k ≤ n, so dass die

k-Schicht O(V )k die Z-Klasse O(V )Z trifft. Dann ist die zugehörige (Z, k)-

Klasse die Menge

O(V )Z,k := O(V )Z ∩O(V )k.

Wir werden später in 13.121 sehen, dass jede Z-Klasse in O(V ) in genau

ein oder zwei (Z, k)-Klassen zerfällt, und dass diese ebenfalls Untermannig-

faltigkeiten von O(V ) sind.

Die Liesche Gruppe I(X) ist nicht kompakt, und deswegen kann man den

Satz 13.112 nicht direkt anwenden. Trotzdem werden wir zeigen (13.119),

dass die (Z, k)-Klassen von I(X) Untermannigfaltigkeiten von I(X) sind.

Mit dem Wort
”
Mannigfaltigkeit“ gehen wir hier absichtlich etwas großzügig

um. Alle hier auftretenden Mannigfaltigkeiten sind differenzierbar, und die

meisten Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, die wir konstruieren, sind

auch differenzierbar. Um Zeilen zu sparen, behaupten und beweisen wir

aber weniger und geben uns mit Aussagen über stetige Abbildungen bzw.

Homöomorphismen usw. zufrieden. Nach all diesen Definitionen können wir

nun genauer sagen, in welchem Sinne wir die Isometrien eines euklidischen

affinen Raumes X klassifizieren wollen. Ziele:
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� Bestimmung der Z-Klassen in I(X) durch diskrete Invarianten der Z-

Klassen.

� Parametrisierung der Konjugationsklassen in einer Z-Klasse durch

kontinuierliche Invarianten der Konjugationsklassen.

� Geometrische Beschreibung der Stratifikation von I(X) durch Z-

Klassen und der Zerlegung der Z-Klassen in Konjugationsklassen.

Der Weg zur Erreichung dieser Ziele ist die Aufspaltung der Probleme in

Teilprobleme für Translationen und orthogonale Transformationen mit Hil-

fe der kanonischen Zerlegung, deren Existenz und Eindeutigkeit wir in 13.13

bewiesen haben. Die folgenden Propositionen geben zwei weitere Charak-

terisierungen dieser kanonischen Zerlegung. Die erste führt die kanonische

Zerlegung auf die multiplikative Jordanzerlegung zurück, und zwar mit Hilfe

der treuen Darstellung

ρ : I(n,R)→ GL(n+ 1,R),

die wir bereits in Aufgabe 2 zu §8 kennengelernt haben. Sie ordnet der

Isometrie

x 7→ Ax+ b, x ∈ Rn

die folgende Matrix Ab zu:

Ab :=

[
A b

0 1

]
∈ GL(n+ 1,R).

Proposition 13.114

Die treue Darstellung ρ : I(n,R) → GL(n + 1,R) überführt die kanonische

Zerlegung in die multiplikative Jordanzerlegung.

Beweis: ρ Überführt die Translationen in die Matrizen 1b, und diese sind

offenbar unipotent. Die Transformationen mit nicht-leerer Fixpunktmenge

sind nach 13.4(ii) konjugiert zu den orthogonalen Transformationen. Ihre

Bilder unter ρ sind daher konjugiert zu den Matrizen AO mit A ∈ O(n,R),
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also halbeinfach nach 12.58. Damit folgt: Ist φ = τ ·ψ = ψ · τ die kanonische

Zerlegung von φ ∈ I(n,R) in eine Translation τ und eine Isometrie ψ mit

Fixpunkt, dann gilt ρ(φ) = ρ(τ) · ρ(ψ) = ρ(ψ) · ρ(τ), wobei ρ(ψ) halbeinfach

und ρ(τ) unipotent ist. Wegen der in 11.26(2)(ii) bewiesenen Eindeutigkeit

der multiplikativen Jordanzerlegung folgt also:

ρ(ψ) = ρ(φ)s ρ(τ) = ρ(φ)u.

Die Identifikation von kanonischer Zerlegung und Jordanzerlegung erlaubt es

uns, das Klassifikationsproblem für I(n,R) im Lichte unserer Ergebnisse aus

Abschnitt 11.6 über die Klassifikation von Matrizen in GL(n+1,R) zu sehen.

Wir überlassen dies dem Leser und beschränken uns auf die Bemerkung, dass

unsere früheren Ergebnisse über die Jordanzerlegung, insbesondere 11.19,

uns die konstruktive Ausführung der kanonischen Zerlegung ermöglichen.

Beispiel:

Für eine beliebige Isometrie des R3 aus der 1-Schicht I(3,R)1 lässt sich die

kanonische Zerlegung wie folgt berechnen. Ps(ζ) sei das folgende Polynom

in ζ mit Koeffizienten im rationalen Funktionenkörper R(s)

Ps(ζ) =
1

2(s− 3)
[(−s+ l)ζ5 + (2s2 − 2s− 2)ζ4 + (−s3 − s2 + 5s+ 3)ζ3

+ (2s3 − 3s2 − 4s− 1)ζ2 + (−s3 + s2 + 6s− 4)ζ + (s2 − 2s− 3)].

Ist nun ϕ ∈ I(3,R) und ϕ = ψ · τ = τ · ψ die kanonische Zerlegung sowie

λ(ϕ) der lineare Anteil, dann lässt sich ψ und damit auch τ wie folgt rational

berechnen:

ρ(ψ) = Ps(ρ(ϕ)) mit s = Spur λ(ϕ).

Insbesondere sieht man, dasss für alle ϕ aus dieser Schicht die kanonische

Zerlegung stetig von ϕ abhängt, während sie beim Übergang von dieser

Schicht zur 3-Schicht einen Sprung macht. Durch die folgenden Konstruk-

tionen werden wir zeigen, dass ganz allgemein die Jordanzerlegung in den

einzelnen Schichten stetig ist.
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Definition:

V sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und O(V ) seine orthogo-

nale Gruppe. In V ×O(V ) definieren wir die folgenden Teilmengen:

E := {(v, ψ) ∈ V ×O(V ) | v ∈ Fix ψ}
F := {(v, ψ) ∈ V ×O(V ) | v ∈ (Fix ψ)⊥}
Ek := E ∩ V ×O(V )k

F := F ∩ V ×O(V )k .

Die folgenden Abbildungen seien durch die Projektion V × O(V ) → O(V )

induziert:
p : E → O(V ) q : F → O(V )

pk : Ek → O(V )k qk : Fk → O(V ) .

Die Abbildungen p bzw. q sind reelle Vektorraumbündel mit typischer Faser

Rk bzw. Rn−k. Der grundlegende Begriff
”
Vektorraumbündel“ ist wie folgt

definiert.

Definition:

Ein stetiges reelles Vektorraumbündel mit typischer Faser Rk ist eine

stetige Abbildung p : E → B zusammen mit einer reellen Vektorraum-

struktur auf jeder Faser Ex = p−1(x), x ∈ B, die lokal-trivial von x

abhängt. Lokale Trivialität bedeutet Folgendes: Zu jedem Punkte von

B existiert eine offene Umgebung U ⊂ B und ein fasertreuer Homöomor-

phismus p−1(U) → Rk × U , der auf jeder Faser Ex, x ∈ U einen Vektor-

raumisomorphis Ek ∼= Rk × {x} induziert. B heißt der Basisraum des

Vektorraumbündels und E der Totalraum.

Ein Vektorraumbündel p : E → B ist also eine durch die Punkte x ∈ B

stetig parametrisierte Familie von Vektorräumen Ex von fester Dimension.

Lokal, d.h. über genügend kleinen Umgebungen U eines jeden Punktes von

B ist das Bündel trivial, d.h. es sieht so aus wie das Produkt Rk×U . Global

jedoch braucht das Bündel nicht trivial zu sein.

Beispiel:

Für V = R2 ist O(V )1 die Menge der Spiegelungen an Geraden durch den
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Nullpunkt und identifiziert sich daher kanonisch mit der Menge dieser Ge-

raden, also mit P1(R). Die Faser von p1 : E1 → O(V )1 über dem Punkt

x ∈ P1(R) ist gerade der x entsprechende 1-dimensionale Untervektorraum

von R2. Das eben beschriebene Vektorraumbündel nennt man auch das

Hopf-Bündel über P(R). Der Totalraum ist offenbar fasertreu homöomorph

zum Möbiusband, während der Totalraum des trivialen Bündels R× P1(R)

homöomorph zum Zylinder R× S1 ist.

Die oben definierten pk : Ek → O(V )k und qk : Fk → O(V )k sind

tatsächlich Vektorraumbündel. Die Fasern haben eine Vektorraumstruktur,

denn sie sind als gewisse Untervektorräume von V definiert. Und die Be-

dingung der lokalen Trivialität ist erfüllt. Wir beweisen das zum Beispiel

für qk : Fk → O(V ). Man sieht leicht, dass für A ∈ O(V )k, die Faser

q−1
k (A) gleich Bild(A − 1) ist. Gegeben sei ein A ∈ O(V )k. Da A − 1 den

Rang n − k hat, kann man n − k linear unabhängige Spalten von A − 1

auswählen. Es gibt dann eine Umgebung U von A in O(V )k, so dass die

gleichen n − k Spalten auch für alle B ∈ U linear unabhängig sind. Die-

se Spalten sind aber gerade eine Basis von q−1
k (B) = Bild(B − 1). Bildet

man diese Basis auf die Standardbasis von Rn−k ab, dann erhält man einen

Isomorphismus φB : q−1
k (B) → Rn−k. Die Abbildung q−1

k (U) → Rn−k × U
mit (v,B) 7→ (φB(v), B) ist dann ein fasertreuer Homöomorphismus, der auf

jeder Faser einen Vektorraumisomorphismus induziert. Damit ist die lokale

Trivialität bewiesen.

Die Vektorraumbündel Ek → O(V )k und Fk → O(V )k sind Untervektor-

raumbündel des trivialen Vektorraumbündels V × O(V )k. Für die Fasern

über jedem Punkt x ∈ O(V )k gilt v × {x} = (Ek)x ⊕ (Fk)x. Das triviale

Vektorraumbündel V × O(V )k → O(V )k ist also die
”
direkte Summe“ der

Vektorraumbündel Ek → O(V )k und Fk → O(V )k. Allgemein definiert man

die direkte Summe von Vektorraumbündeln E → B und F → B als

das Vektorraumbündel E ⊕F → B mit den Fasern (E ⊕F )x = Ex ⊕Fx für

alle x ∈ B. In ähnlicher Weise kann man übrigens fast alle wichtigen Funk-

toren der linearen Algebra von der Kategorie der R-Vektorräume auf die

Kategorie der Vektorraumbündel über einem festen Basisraum übertragen,

z.B. Hom, ⊗, ∧p.
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Wir haben also das triviale Bündel in die direkte Summe E ⊕ F gespalten.

Indem wir faserweise auf die beiden orthogonalen Summanden projizieren,

erhalten wir zwei stetige fasertreue Projektionsoperatoren

πE,k : V ×O(V )k → Ek,

πF,k : V ×O(V )k → Fk.

Natürlich sind dies einfach die Beschränkungen der entsprechend definierten

Abbildungen

πE : V ×O(V )→ E,

πF : V ×O(V )→ F.

Aber E und F sind keine Untervektorraumbündel von V ×O(V ), weil ihre

Faserdimension von einer Schicht zur anderen ja springt, und πE , πF sind

nicht stetig.

Jetzt sei X ein euklidischer affiner Raum mit Translationsvektorraum V .

Wir betrachten die kanonische exakte Sequenz

1→ V → I(X)
λ→ O(V )→ 1

Die Fasern von X sind in kanonischer Weise affine Räume mit Translations-

vektorraum V . Die Abbildung λ : I(X) → O(V ) ist also an sich kein Vek-

torraumbündel, sondern nur ein lokal triviales Bündel von affinen Räumen.

Wir können aber daraus ein triviales Vektorraumbündel machen, indem wir

in dem affinen Raum X einen Punkt x wählen und die zugehörige Spaltung

der kanonischen exakten Sequenz betrachten:

1→ V → I(X)
λ
→←
µx

O(V )→ 1.

Dies gibt uns für jeden Punkt ψ ∈ O(V ) des Basisraumes O(V ) einen Punkt

µx(ψ) in der Faser λ−1(ψ), und diesen nehmen wir als Nullvektor in dieser

Faser. Dadurch wird das affine Bündel λ : I(X) → O(V ) zu einem Vektor-

raumbündel, und zwar zu einem trivialen Vektorraumbündel, weil alle Fa-
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sern den gleichen Translationsvektorraum V haben. Wir trivialisieren dies

Vektorraumbündel dementsprechend durch die folgende bijektive Abbildung

V ×O(V )
φx−→ I(X)

(v, ψ) 7→ τv · µx(ψ).

Bei dieser Abbildung wird V ×O(V )k gerade auf die k-Schicht I(X)k abge-

bildet, und wir erhalten so die schon erwähnte Trivialisierung von λk:

V ×O(V )k I(X)k

O(V )k O(V )k

λk

Man könnte einwenden, dies alles sei nichts anderes als eine komplizierte

Umschreibung mit vielen neuen Worten und Begriffen für die wohlbekann-

te und einfache Tatsache, dass sich jede Isometrie des Rn eindeutig durch

x 7→ Ax + b mit A ∈ O(n,R) und b ∈ Rn beschreiben läßt. Trotzdem

ist es wahr, dass die Sprache der lokal trivialen Faserbündel für die Art von

Situationen, die wir hier betrachten – Operationen von Liegruppen auf Man-

nigfaltigkeiten – adäquat ist. Ein Hinweis darauf ist schon die Tatsache, dass

die Vektorraumbündel Ek → O(V )k und Fk → O(V )k nicht trivial sind. Wir

geben jetzt unsere zweite Charakterisierung der kanonischen Zerlegung an.

Proposition 13.115

Es sei F = {ϕ ∈ I(X) |Fix ϕ 6= 0} und κ : I(X)→ F die Abbildung, welche

ϕ ∈ I(X) mit der kanonischen Zerlegung ϕ = ψ · τ = τ · ψ das Element

ψ ∈ F zuordnet. Diese Abbildung lässt sich wie folgt durch die Projektion

πF : V × O(V ) → F beschreiben. Man wähle ein x ∈ X . Dann ist das

folgende Diagramm kommutativ:

V ×O(V ) I(X)

F F

φx

πF κ

Beweis: Übung.
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In Matrizensprache kann man den wesentlichen Gehalt von 13.115 wie folgt

ausdrücken.

Korollar 13.116

Die Isometrie ϕ(x) = Ax+ b von Rn hat die folgende kanonische Zerlegung

ϕ = ψ · τ = τ · ψ:

τ(x) = x+ c

ψ(x) = Ax+ d

Dabei ist b = c + d die Zerlegung von b zu der orthogonalen Zerlegung

Rn = Fix (A)⊕ (Fix A)⊥ in den Eigenraum von A zum Eigenwert 1 und

sein orthogonales Komplement.

Bemerkung:

Aus 13.115 und der Stetigkeit von πF,k folgt, dass die kanonische Zerlegung

bei Beschränkung auf die Schichten I(X)k stetig ist.

Wir definieren jetzt diejenige Invariante – genauer: diejenige unter Konju-

gation invariante Funktion auf I(X) – welche den Translationsanteil in der

kanonischen Zerlegung beschreibt.

Definition:

t : I(X) → R+ ist die folgendermaßen definierte Abbildung von der Isome-

triegruppe I(X) auf die Menge R+ der nicht negativen reellen Zahlen. Hat

ϕ ∈ I(X) die kanonische Zerlegung ϕ = τv ·ψ = ψ · τv, dann gilt (vgl. Zusatz

zu 13.13):

t(ϕ) := ‖v‖ = min{d(x, ϕ(x)) | x ∈ X}.

Bemerkung:

Aus der vorhergehenden Bemerkung folgt: Die Beschränkung von t auf die

Schichten I(X)k ist stetig.

Definition:

(i) Die kanonische Abbildung I(X) → E ⊂ V × O(V ) ordnet ϕ ∈ I(X)

mit der kanonischen Zerlegung ϕ = τv · ψ = ψ · τv und dem Linearteil

λϕ das Element (v, λϕ) ∈ E zu.
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(ii) O(V ) operiert kanonisch auf E ⊂ V × O(V ). Das Element χ ∈ O(V )

überführt dabei (v, ψ) ∈ V ×O(V ) in (χ(v), χψχ−1).

Proposition 13.117

(i) Die kanonische Abbildung I(X) → E induziert eine kanonische bijek-

tive Abbildung I(X)/I(X)→ E/O(V ).

(ii) Die disjunkte Zerlegung E = ∪Ek induziert eine disjunkte Zerlegung

E/O(V ) = ∪Ek/O(V ).

(iii) Für k = 0 induziert die Abbildung pk : E → O(V )k eine kanonische

bijektive Abbildung

E0/O(V )
'−→ O(V )0/O(V ).

(iv) Für k > 0 induziert das Paar von Abbildungen (t, pk) eine kanonische

bijektive Abbildung

Ek/O(V )
'−→ Rx ×O(V )k/O(V ).

Beweis:

(i) Wir wählen einen Punkt x ∈ X und identifizieren I(X) durch die

Abbildung φ : V × O(V ) → I(X) mit V × O(V ). Die Operation von

I(X) auf sich selbst durch innere Automorphismen geht dadurch in die

Operation des semidirekten Produktes V ·O(V ) auf V ×O(V ) über.

Dabei operiert O(V ) kanonisch wie oben, und bei der Operation von

V ist w ∈ V die Transformation (v, ψ) 7→ (v + w − ψ(w), ψ). Nun gilt

aber

Bild(ψ − 1) = Kern(ψ − 1)⊥ = E⊥ψ = Fψ.

Für den Orbitraum bezüglich der normalen Untergruppe V von V ·
O(V ) induziert πE daher eine kanonische bijektive Abbildung

V ×O(V )/V
'−→ E.
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Diese Abbildung ist mit der Operation von O(V ) verträglich. Daher

erhält man schließlich die folgenden bijektiven Abbildungen von Orbi-

träumen.

I(X)/I(X)
'−→ V ×O(V )/V ·O(V )

'−→ E/O(V ).

(ii) und (iii) sind trivial.

(iv) Die Abbildung Ek/O(V )→ R+×O(V )k/O(V ) ist offensichtlich wohl-

definiert. Sie ist surjektiv, denn Ek → R+ × O(V )k ist surjektiv.

Zum Nachweis der Injektivität genügt es, zu zeigen, dass Elemente

(v, ψ) und (w,ψ) mit ‖v‖ = ‖w‖ im gleichen O(V )-Orbit liegen. We-

gen ‖v‖ = ‖w‖ existiert ein χ ∈ O(V ) mit χ(Fix ψ) = Fix ψ und

χ(v) = w derart, dass X auf (Fix ψ)⊥ als Identität operiert. Daraus

folgt (χ(v), χψχ−1) = (w,ψ).

Proposition 13.117 reduziert die Bestimmung der Konjugationsklassen in

I(X), d.h. der Elemente des Orbitraumes I(X)/I(X), auf die Bestimmung

der Konjugationsklassen in O(V ), d.h. der Elemente von O(V )/O(V ). Die-

se Aufgabe haben wir aber in Satz 12.64∗ erledigt. Auch die Bestimmung

der Zentralisatoren von Elementen aus I(X) lässt sich mit Hilfe der kanoni-

schen Zerlegung auf das entsprechende Problem für O(V ) reduzieren. Das

geschieht durch die folgende Proposition.

Proposition 13.118

Es sei ϕ ∈ I(X) eine Isometrie mit kanonischer Zerlegung ϕ = τ ◦ ψ = ψ ◦ τ
und mit linearem Anteil λ(ϕ) ∈ O(V ), und es sei Fϕ := (Fix λ(ϕ))⊥. Dann

gibt es einen kanonischen Gruppenisomorphismus

ZI(Fixψ)(τ)× ZO(Fϕ)(λ(ϕ) |Fϕ)→ ZI(X)(ϕ).

Er ordnet dem Paar (χ1 , χ2) die folgende Isometrie χ von X zu:

χ(x) = χ1(π(x)) + χ2(
−−−→
π(x)x).

Dabei ist π die kanonische orthogonale Parallelprojektion von X auf Fix ψ.
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Beweis:

Man verifiziert leicht, dass der Homomorphismus in der umgekehrten Rich-

tung, welcher χ ∈ ZI(X)(ϕ) das Paar (χ |Fix ψ, λ(χ) |Fϕ) zuordnet, rechts-

und linksinvers zu dem im Satz definierten Homomorphismus ist.

Der Zentralisator ZI(Fixψ)(τ) wird durch den folgenden Zusatz berechnet.

Zusatz zu 13.118:

ZI(Y )(τ) sei der Zentralisator einer Translation τ des euklidischen affinen

Raumes Y . Für τ = id gilt ZI(Y )(τ) = I(Y ). Die anderen Zentralisatoren für

die T 6= id sind alle zueinander konjugiert und isomorph zu I(k − 1,R) ×
I(1,R), wo k = dimY .

Beweis: Übung.

Proposition 13.119

Der kanonische Homomorphismus λ : I(X) → O(V ) bildet die Z-Klassen

von I(X) surjektiv auf die (Z, k)-Klassen von O(V ) ab. Das Urbild einer

(Z, k)-Klasse von O(V ) besteht für k = 0 aus einer Z-Klasse von I(X).

Für k > 0 zerfällt das Urbild in zwei Z-Klassen. Die eine Klasse enthält die

Elemente im Urbild, die einen Fixpunkt haben, und die andere die Elemente

ohne Fixpunkt. Insbesondere sind die Z-Klassen Untermannigfaltigkeiten

von I(X).

Beweis:

ϕ und ϕ′ seien Elemente von I(X) in der gleichen Z-Klasse. Es ist zu zeigen,

dass λϕ und λϕ′ in der gleichen (Z, k)-Klasse liegen. O.B.d.A. nehmen wir

an, dass ϕ und ϕ′ den gleichen Zentralisator Z in I(X) haben. Aus 13.118

folgt für den Durchschnitt von Z mit dem Vektorraum V der Translationen

Fix λϕ = Z ∩ V = Fix λϕ′.

Daraus folgt erstens, dass λϕ und λϕ′ in der gleichen k - Schicht von O(V )

liegen. Ferner folgt daraus Fϕ = Fϕ′ , und wegen 13.118 folgt dann

ZO(Fϕ)(λϕ |Fϕ) = ZO(Fϕ′ )
(λϕ′ |Fϕ′).
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Dass die Z-Klassen Untermannigfaltigkeiten sind, folgt nun aus 13.115 und

daraus, das die (Z, k)-Klassen nach 13.121 Untermannigfaltigkeiten von

O(V ) sind.

Wir bestimmen jetzt die Zentralisatoren und die (Z, k)-Klassen in O(V ). Da-

zu erinnern wir daran, dass man nach Proposition 12.52 die unitäre Gruppe

U(m,C) als Untergruppe von SO(2m,C) darstellen kann. Leicht von der

Darstellung in 12.52 abweichend wollen wir das hier so machen, dass wir

Cm mit R2m durch die Abbildung

(x1 + iy1, . . . , xm + iym) 7→ (x1, y1, . . . , xm, ym)

identifizieren. Wir erhalten so:

U(m,C) ⊂ SO(2m,R).

Behauptung:

g ∈ SO(2m,R) sei ein Element in orthogonaler Normalform, und zwar mit

m gleichen Diagonalblocks [
a −b
b a

]
b > 0

Dann gilt: ZO(2m,R)(g) = U(m,C).

Beweis: Übung.

Hinweis: Identifiziere R2m mit Cm. Dann gilt g(z) = (a + ib) · z. Für

h ∈ ZO(2m,R)(g) folgt daraus h ∈ GL(m,C) ∩O(2m,R) = U(m,C).

Satz 13.120

g ∈ O(n,R) habe die nicht reellen verschiedenen Eigenwerte λ1, . . . , λr,

λ, . . . , λr mit den Multiplizitäten n1 ≥ · · · ≥ nr > 0 und die Eigenwerte

+1 bzw. −1 mit den Multiplizitäten n+ ≥ 0 bzw. n− ≥ 0. Dann ist der Zen-

tralisator ZO(n,R)(g) konjugiert zu der Gruppe von Block-Diagonalmatrizen

O(n+)×O(n−)×U(n1)× · · · ×U(nr).
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Beweis:

Wegen der obigen Behauptung und wegen Satz 12.64? ist der Beweis ei-

ne Übung, denn die Elemente aus dem Zentralisator von g lassen die Ei-

genräume von g invariant.

Definition:

Für g ∈ O(n,R) wie oben sei ζ(g) := (n+, n−, n1, . . . , nr).

Korollar 13.121

Die (Z, k)-Klassen von O(n,R) werden durch die Invariante ζ klassifiziert,

d.h. die Funktion ζ ist auf jeder (Z, k)-Klasse konstant und nimmt auf ver-

schiedenen (Z, k)-Klassen verschiedene Werte an. Die (Z, k)-Klassen sind

Untermannigfaltigkeiten von O(n,R).

Beweis:

Z ⊂ O(n,R) sei ein Zentralisator. Nach 13.120 können wir o.B.d.A. anneh-

men, dass es Zahlen p, q ≥ 0 und n1, . . . , nr > 0 gibt, so dass

Z = O(p)×O(q)×U(n1)× · · · × U(nr).

Jedes hinreichend allgemein gewählte Element aus dem Zentrum von Z ist

dann eine Block-Diagonalmatrix von folgender Art: Die ersten zwei Diago-

nalblöcke sind ±1 ∈ O(p) bzw. ±1 ∈ O(q), und dann kommen r Diago-

nalblöcke, die jeweils ein einziges Paar von konjugiert komplexen Eigenwer-

ten λi.λi haben, i = l, . . . , r, und zwar so, dass diese r Paare {λi.λi} paar-

weise verschieden sind. Das Tupel (n1, . . . , nr) und das ungeordnete Paar

{p, q} sind also durch Z eindeutig bestimmt. Wegen 13.120 folgt hieraus:

Für g mit ZO(V )(g) = Z gilt

ζ(g) = (p, q, n1, . . . , nr) oder ζ(g) = (q, p, n1, . . . , nr).

Daraus folgt:

O(V )Z =

{
O(V )Z,p ∪O(V )Z,q wenn p 6= q

O(V )Z,p wenn p = q

Insbesondere ist ζ auf den ein oder zwei (Z, k)-Klassen, in die O(V ) zerfällt,
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konstant, und es nimmt auf verschiedenen (Z, k)-Klassen verschiedene Wer-

te an. Ferner ist ζ auf O(V )Z lokal konstant, da die Funktionen n+ und n−

offenbar beide oberhalbstetig sind und n+ +n− = p+ q auf O(V )Z konstant

ist. ζ ist also konstant auf den Zusammenhangskomponenten von O(V )Z .

Also sind O(V )Z,p und O(V )Z,q Vereinigungen von Zusammenhangskom-

ponenten von O(V )Z und daher insbesondere Untermannigfaltigkeiten von

O(V ).

Für n ≤ 3 wird die Bestimmung der (Z, k)-Klassen in O(n,R) besonders

einfach:

Proposition 13.122

� Für n ≤ 3 sind die (Z, k)-Klassen von O(n,R) durch (n+, n−) ein-

deutig bestimmt. Die beigefügte Tabelle gibt die möglichen Werte von

(n+, n−) an sowie für jedes (n+, n−) einen Typnamen und eine Be-

schreibung der (Z, k)-Klasse als Untermannigfaltigkeit von O(n,R).

Dabei wird O(2,R)+ mit S1 ⊂ C identifiziert, O(2,R)− mit P1(R)

und O(3,R)+ bzw. O(3,R)− mit zwei Exemplaren P+
3 (R) und P−3 (R)

von P3(R).

� Die Zerlegung in (Z, k)-Klassen ist eine Stratifikation.

� Die Konjugationsklassen sind durch Spur und Determinante eindeutig

bestimmt. Die Menge der Klassen in einem (Z, k)-Stratum wird durch

die Spur bijektiv auf einen Punkt oder ein offenes Intervall abgebildet,

wie es in der Spalte s der Tabelle angegeben ist.

Beweis: Übung.

Nach all diesen Vorbereitungen kommen wir jetzt endlich zur Beschreibung

der Z-Klassen in I(X) für dimX ≤ 3. Dazu benutzen wir die folgenden

Invarianten.

Es sei ϕ ∈ I(X) mit linearem Anteil λϕ ∈ O(V ) und mit kanonischer

Zerlegung ϕ = τv ◦ ψ = ψ ◦ τv.
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n (n+, n−) Typ O(n,R)Z,k s

1
(1, 0) Identität {1} 1
(0, 1) Inversion {−1} −1

2

(2, 0) Identität {1} 2
(0, 2) Inversion {−1} -2
(0, 0) Drehung S1 \ {±1} ]− 2, 2[
(1, 1) Spiegelung P+

2 (R) 0

3

(3, 0) Identität {1} 3

(1, 2) Geraden-Symmetrie P
(
2R) −1

(1, 0) Drehung P+
3 (R)− P+

2 (R) \ {1} ]− 1, 3[
(0, 3) Inversion {−1} -3
(2, 1) Spiegelung P−2 (R) 1
(0, 1) Drehspiegelung P−3 (R)− P−2 (R) \ {−1} ]− 3, 1[

Tabelle zu Proposition 13.122

Invarianten der Z-Klasse von ϕ :

n+ = n+(λϕ)

n− = n−(λϕ)

ε =

0 wenn Fix ϕ 6= ∅
1 wenn Fix ϕ = ∅

κ =

2 wenn n+ = ε und n− = 0

1 sonst.

λ =
1

2

[
n2 − n2

+ − n− (n− − 2)
]

+ ε(n+ − 1)

µ =
1

2
[n− n+ − n−] + ε

ν =
1

2
[n (n+ 1)− n+ (n+ + 1)− n− (n− − 1)] + εn+

Die geometrische Bedeutung von κ, λ, µ, ν erklärt Satz 13.123. Hier sei dazu

nur soviel gesagt:
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κ =

2 wenn Z ⊂ I(X)+

1 wenn Z 6⊂ I(X)+

λ = dim I(X)− dimZ

ν = λ+ µ

Invarianten der Konjugationsklasse von ϕ:

d = Det(λϕ), s = Spur(λϕ), t = ‖v‖.

Zu jeder Z-Klasse definieren wir einen WertebereichDZ für (s, t) wie folgt:

DZ =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣∣ x = n+ − n− wenn n+ + n− = n, |x− (n+ − n−)| < 2 sonst.

y = 0 wenn ε = 0, y > 0 wenn ε = 1.

}

Zentralisatoren

geben wir gemäß 13.120 als direkte Produkte der folgenden Gruppen an:

I(m) := I(m,R) U(m) := U(m,C)

I(m)+ := I(m,R)+ O(m) := O(m,R) .

Satz 13.123

I(X) sei die Isometriegruppe eines euklidischen affinen Raumes X der Di-

mension n ≤ 3. Die Liesche Gruppe I(X) operiert auf sich selbst durch in-

nere Automorphismen und zerfällt dadurch in die Orbits dieser Operation,

die I(X)-Konjugationsklassen. Andererseits zerfällt I(X) in die Z-Klassen

I(X)Z , d.h. die Klassen der Elemente mit gleichem Zentralisatortyp. Die-

se beiden Zerlegungen von I(X) lassen sich mit Hilfe der oben definierten

Invarianten und mit der beigefügten Tabelle wie folgt beschreiben.

(i) I(x) zerfällt in endlich viele Z-Klassen I(X)Z .

(ii) Jede Z-Klasse ist durch die Invariante (n+, n−, ε) eindeutig bestimmt.

Die Tabelle zeigt in jeder Zeile den zu (n+, n−, ε) gehörigen Zentrali-

sator Z und außerdem die dadurch bestimmten Invarianten κ, λ, µ, ν

und einen Typ-Namen.
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(iii) Jede Z-Klasse hat κ Zusammenhangskomponenten, κ = 1 oder κ = 2.

Falls κ = 2, vertauscht die Konjugation mit Elementen aus I(X)+

die Komponenten nicht, während die Konjugation mit Elementen aus

I(X)− sie vertauscht.

(iv) Jede Z-Klasse ist eine Mannigfaltigkeit. Ihre Komponenten haben alle

die Dimension ν.

(v) Die Zerlegung von I(X) in Z-Klassen ist eine Stratifikation.

(vi) Jede Z-Klasse I(X)Z ist invariant unter Konjugation. Sie ist also die

Vereinigungsmenge der in ihr enthaltenen Konjugationsklassen. Der

Orbitraum I(X)Z/ I(X) ist die Menge dieser Konjugationsklassen. Er

wird mit der Quotiententopologie versehen. Die Fasern der kanoni-

schen Abbildung I(X)Z → I(X)Z/ I(X) sind die Konjugationsklassen,

die in I(X)Z enthalten sind.

(vii) Die Konjugationsklassen in I(X)Z sind zu I(X)/Z homöomorphe Man-

nigfaltigkeiten. Ihre Zusammenhangskomponenten haben alle die Di-

mension λ.

(viii) Die Konjugationsklassen in I(X)Z haben κ Zusammenhangskompo-

nenten. Diese sind die Durchschnitte der Konjugationsklassen mit den

κ Zusammenhangskomponenten von I(X)Z .

(ix) Eine I(X)-Konjugationsklasse mit κ = 1 ist zugleich eine I(X)+-

Konjugationsklasse. Eine I(X)-Konjugationsklasse mit κ = 2 zerfällt

in zwei I(X)+-Konjugationsklassen, nämlich ihre beiden Zusammen-

hangskomponenten.

(x) Die Invarianten (s, t) definieren eine stetige Abbildung I(X)Z → R2

mit Bild DZ , und dieses ist homöomorph zu Rµ. Die Abbildung indu-

ziert einen Homöomorphismus I(X)Z/ I(X)→ DZ .

(xi) Für die kanonische Abbildung I(X)Z → I(X)Z/ I(X) gibt es einen

Homöomorphismus I(X)Z/ I(X) → Rµ und einen I(X)-äquivarianten
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Homöomorphismus I(X)Z → I(X)/Z × Rµ, so dass das folgende Dia-

gramm kommutiert:

I(X)Z
≈ //

��

I(X)/Z × Rµ

��
I(X)Z/ I(X)

≈ // Rµ

Beweis:

(i) und (ii) folgen aus 13.118 und 13.120.

(iii) folgt aus dem ersten Satz von (viii) zusammen mit (vii), (ix), (xi).

(iv) Aus 13.119 und 13.115 folgt, dass jede Z-Klasse I(X)Z ein lokal trivia-

les Faseründel über der entsprechenden (Z, k)-Klasse von O(V ) ist.

Die Fasern sind dabei affine Räume der Dimension n − n+, wenn

ε = 0, und sie sind die Komplementmengen solcher Räume in einem

n-dimensionalen affinen Raum, wenn ε = 1. Die Faserdimension ist

also n+ (ε− 1)n+.

Die Basisräume der Faserung, d.h. die (Z, k)-Klassen von O(V ) sind

nach 13.122 Untermannigfaltigkeiten von O(V ), deren Komponenten

alle die Dimension 1
2 [n(n− 1)−n+(n+− 1)−n−(n−− 1)] haben. Dar-

aus folgt, dass I(X)Z eine Untermannigfaltigkeit von I(X) mit lauter

gleichdimensionalen Komponenten ist, und dass ihre Dimension die

Summe der Dimensionen von Faser und Basis ist. Diese Summe ist

gleich ν.

(v) Dies folgt aus 13.116, 13.119 und 13.122.

(vi) Dies ist trivial.

(vii) Aus 13.118 und 13.120 folgt λ = dim I(X) − dimZ. Daraus folgt die

Behauptung.

(viii) Aus 13.118 und 13.120 folgt κ = 2 genau wenn Z ⊂ I(X)+, und

sonst κ = 1. Wenn κ = 1, trifft jede Z-Nebenklasse I(X)+, und

daher ist I(X)+/Z ∩ I(X)+ → I(X)/Z surjektiv, also I(X)/Z zu-

sammenhängend, weil I(X)+ zusammenhängend ist. Hingegen ist für
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κ = 2 jede Nebenklasse entweder ganz in I(X)+ oder in I(X)− ent-

halten, und I(X)/Z hat zwei Zusammenhangskomponenten, die aus

den Nebenklassen in I(X)+ bzw. I(X)− bestehen. Der zweite Satz der

Behauptung folgt dann aus (xi).

(ix) Nach (viii) ist dies trivial, weil die I(X)+-Klassen in einer I(X)-Klasse

Zusammenhangskomponenten der letzteren sein müssen.

(x) s ist stetig auf ganz I(X), und t auf den Schichten I(X)k. Also

ist (s, t) sicher stetig auf I(X)Z . Dass das Bild DZ ist, folgt aus

13.117 und 13.119 und 13.122. Dass die induzierte stetige Abbildung

I(X)Z/ I(X) → DZ nicht nur surjektiv, sondern auch injektiv ist,

folgt aus 13.117 und 13.122. Dass die Umkehrabbildung auch stetig

ist, folgt z.B. daraus, dass man für jede Z-Klasse leicht einen stetigen

Schnitt DZ → I(X)Z angeben kann, d.h. eine stetige Abbildung, de-

ren Komposition mit I(X)Z → DZ die Identität von DZ ist. Dass DZ

homöomorph zu Rµ ist, ist trivial.

(xi) Die Existenz eines Homöomorphismus I(X)Z/ I(X)
∼−→ Rµ haben wir

schon in (x) nachgewiesen, und wir wählen einen solchen Homöomor-

phismus. Durch Komposition mit I(X)Z → I(X)Z/ I(X) erhalten wir

eine stetige Abbildung π : I(X)Z → Rµ auf die Basis des trivialen Fa-

serbündels I(X)/Z ×Rµ → µ. Wir konstruieren jetzt auch eine stetige

Abbildung ω : I(X)Z → I(X)/Z auf die Faser.

Wenn µ = 0 ist, besteht I(X)Z aus einem einzigen Orbit, und nach

Wahl eines x ∈ I(X)Z mit Zentralisator Z haben wir wie früher eine

kanonische Abbildung ω : I(X)Z → I(X)/Z. Nun sei µ > 0. Wir

wählen zunächst einen Orbit beliebig aus und bilden diesen wie eben

auf I(X)/Z ab. Alle übrigen Orbits bilden wir nun in geeigneter Weise

auf den ausgezeichneten Orbit ab. Dazu unterscheiden wir drei Fälle.

1. Fall: µ = 1 und ε = 1.

t0 sei der t-Parameterwert des ausgezeichneten Orbits. Dann ordnen

wir jedem ϕ ∈ I(X)Z mit der kanonischen Zerlegung ϕ = τv◦ψ = ψ◦τv
das Element ϕ′ ∈ τw ◦ ψ = ψ ◦ τw zu mit w = t0 · v/‖v‖.
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2. Fall: µ = 1 und ε = 0.

s0 sei der s-Parameterwert des ausgezeichneten Orbits. Dann sind die

Elemente ϕ von I(X)Z Drehungen, und wir ordnen jedem ϕ diejenige

Drehung ϕ′ mit der gleichen Drehachse Fix ϕ′ = Fix ϕ und mit der

Spur s0 zu, für welche λϕ′|−−−→Fix ϕ⊥ in der gleichen Komponente von

O(
−−−→
Fix ϕ⊥) \ {1,−1} liegt wie λϕ|−−−→Fix ϕ⊥.

3. Fall: µ = 2.

In diesem Fall sind die Elemente von I(X)Z Schraubungen, und wir

kombinieren die Methoden von Fall 1 und 2: Wir normieren die Länge

des Translationsanteils auf t0, und wir normieren die Spur auf s0.

In jedem Fall erhalten wir durch Komposition der Abbildung von

I(X)Z auf den ausgezeichneten Orbit und der Abbildung dieses

Orbits auf I(X)/Z eine stetige Abbildung ω : I(X)Z → I(X)/Z.

Wir definieren dann eine Abbildung I(X)Z → I(X)/Z × Rµ durch

ϕ 7→ (ω(ϕ), π(ϕ)), und dies ist der gesuchte, mit der Operation von

I(X) verträgliche Homöomorphismus.

Damit ist alles bewiesen.

Bemerkungen:

Die obige Klassifikation der Isometrien mag vielleicht auf den ersten Blick

kompliziert erscheinen. Trotzdem sollte klar sein, dass das Prinzip der

Klassifikation einfach ist: Die Klassifikation vollzieht sich in zwei Schritten.

Der erste Schritt ist die Zerlegung von I(X) in Z-Klassen, der zweite Schritt

die Zerlegung der Z-Klassen in I(X)-Orbits. Die folgenden Bemerkungen

haben einen doppelten Zweck: Zum einen sollen sie die Geometrie dieser

beiden Zerlegungen noch weiter konkretisieren, und zum anderen sollen sie

zeigen, dass dieser Ansatz zur Klassifikation wirklich der Natur der Sache

angemessen ist.

Bemerkung 1:

Über die Stratifikation von I(X) durch Z-Klassen kann man zusätzlich

zu den Aussagen von Satz 13.123 aus 13.115, 13.119 und 13.122 noch
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d (n+, n−, ε) Z Typ κ λ µ ν

n = 1

1
(1,0,0) I(1) Indentität 1 0 0 0
(1,0,1) I(1)+ Translation 2 0 1 1

-1 (0,1,0) O(1) Inversion 1 1 0 1

n = 2

1

(2,0,0) I(2) Indentität 1 0 0 0
(2,0,1) I(1)+ × I(1) Translation 1 1 1 2
(0,2,0) O(2) Inversion 1 2 0 2
(0,0,0) U(1) Drehung 2 2 1 3

-1
(1,1,0) I(1)×O(1) Spiegelung 1 2 0 2
(1,1,1) I(1)+ ×O(1) Gleitspiegelung 1 2 1 3

n = 3

1

(3,0,0) I(3) Indentität 1 0 0 0
(3,0,1) I(1)+ × I(2) Translation 1 2 1 3
(1,2,0) I(1)×O(2) Geraden-Symmetrie 1 4 0 4
(1,2,1) I(1)+ ×O(2) Geraden-Gleitsymmetrie 1 4 1 5
(1,0,0) I(1)×U(1) Drehung 1 4 1 5
(1,0,1) I(1)+ ×U(1) Schraubung 2 4 2 6

-1

(2,1,0) I(2)×O(1) Spiegelung 1 3 0 3
(2,1,1) I(1)+ × I(1)×O(1) Gleitspiegelung 1 4 1 5
(0,3,0) O(3) Inversion 1 3 0 3
(0,1,0) U(1)×O(1) Drehspiegelung 1 5 1 6

Zerlegungen von I(X), Tabelle zu Satz 13.123

weitere interessante Informationen gewinnen. Insbesondere ergibt sich

daraus, aus welchen Strata die abgeschlossene Hülle eines jeden Stratums

besteht. Wir kodieren diese Information – ganz ähnlich wie früher im

Anschluss an Proposition 11.50 – durch einen gerichteten Graphen. Die

Punkte p des Graphen entsprechen bijektiv den Strata und sind mit dem

zugehörigen Tripel (n+, n−, ε) bezeichnet. Das Stratum zu p bezeichnen wir

für den Moment mit Cp und seinen Abschluss mit C̄p. Wir definieren eine

Partialordnung auf den Strata durch Cp ≥ Cq ⇔ C̄p ⊂ Cq. Wir verbinden

Punkte p und q des Graphen durch eine von p nach q gerichtete Strecke,

wenn Cp > Cq gilt und es kein r mit Cp > Cr > Cq gibt.
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Für jedes n zerfällt dann der gerichtete Graph in zwei Komponenten, eine

für d = +1 und eine für d = −1, die wir Adjazenzdiagramme nennen wollen.

Die beigefügte Tabelle auf der kommende Seite zeigt die sechs Adjazenz-

diagramme für n = 1, 2, 3 und d = ±1. Punkte eines Graphen auf gleicher

Zeile haben die gleiche Dimension ν des entsprechenden Stratums.

Bemerkung 2:

In jedem der sechs Fälle n = 1, 2, 3 und d = ±1 gibt es ein absolut maximales

Stratum, das offen und dicht in der entsprechenden Zusammenhangskom-

ponente von I(n,R) ist. Den I(X)-Orbittyp dieses Stratums nennen wir den

Hauptorbittyp. Beispielsweise haben für n = 3 und d = 1 die Schraubun-

gen den Hauptorbittyp. Die Orbits des Haupttyps haben – in ihrer Zusam-

menhangskomponente von I(X) – maximale Dimension, z.B. λ = 4 für die

Schraubungen. Außer den Hauptorbits kann es noch andere Orbits ma-

ximaler Dimension geben. Diese nennen wir Ausnahmeorbits. Beispiel:

Für n = 3 und d = 1 bilden die Geraden-Gleitsymmetrien, die Drehungen

und die Geradensymmetrien Ausnahmeorbits. Schließlich bleiben noch die

Orbits niedriger Dimension übrig. Wir nennen sie singuläre Orbits. Für

n = 3 und d = 1 sind dies die Translationen und die Identität.

Bemerkung 3:

Die Aussagen von Satz 13.123 über die Zusammenhangskomponenten

der Z-Strata bzw. der I(X)-Orbits gestatten uns, auf einem orientierten

euklidischen affinen Raum X für gewisse Arten von Isometrien von X

Rechts-Typen und Links-Typen zu unterscheiden. Dies ist genau für die

Strata mit κ = 2 der Fall, d.h. für die Drehungen in der Ebene und die

Schraubungen im Raum.

Drehungen in der Ebene

X sei eine orientierte euklidische affine Ebene, ϕ ∈ I(X) sei eine Drehung

und o ∈ X ihr Fixpunkt. x1 ∈ X sei ein beliebig gewählter anderer Punkt

und x2 = ϕ(x1). Es seien S1 und S2 die Strahlen mit Ausgangspunkt o durch

x1 bzw. x2 und 0 < α < π die Bogenlänge des nicht orientierten Winkels
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n = 1 d = 1 n = 1 d = −1 ν

1

0

101

100

010

n = 2 d = 1 n = 2 d = −1

3

2

0

111

110

000

020201

200

n = 3 d = 1 n = 3 d = −1

6

5

4

3

0

101

100 121

120

301

300

010

211

210 030

Tabelle 13.1: Adjazenzdiagramme der Z-Stratifikation von I(n,R)

{S1, S2}. Ferner seien v1 und v2 die Vektoren vi = −→oxi. Sie bilden eine Basis

(v1, v2) des Translationsvektorraumes V von X.

Definition:

(o) o heißt Drehpunkt von ϕ

(i) α heißt der Drehwinkel von ϕ

(ii) Die Drehung ϕ hat positiven Drehsinn, wenn die Basis (v1, v2) die

Orientierung von V repräsentiert, andernfalls negativen Drehsinn.
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Eine ebene Drehung ist durch Drehpunkt, Drehwinkel und Drehsinn ein-

deutig bestimmt. Die Drehungen mit positivem Drehsinn bilden die eine

Komponente des Stratums der Drehungen, die mit negativem Drehsinn die

andere.

Identifiziert man X mit der euklidischen Standardebene, dann werden die

Drehungen analytisch wie folgt beschrieben:

positiver Drehsinn:

(
x

y

)
7→
(

cosα − sinα

sinα cosα

)(
x

y

)
+

(
a

b

)
0 < α < π

negativer Drehsinn:

(
x

y

)
7→
(

cosα sinα

− sinα cosα

)(
x

y

)
+

(
a

b

)
0 < α < π.

Drehungen im Raum

X sei ein 3-dimensionaler orientierter euklidischer affiner Raum und ψ ∈
I(X) eine Drehung.

Definition:

Die affine Gerade Fix ψ heißt Drehachse von ψ.

Da das Stratum der räumlichen Drehungen nur eine Zusammenhangskom-

ponente hat, ist es definitiv sinnlos, einer Drehung einen Drehsinn zuordnen

zu wollen, wenn weiter nichts gegeben ist als die Drehung. Das ist auch

anschaulich klar: Blickt man für eine gegebene Drehung in Richtung der

Drehachse, so erscheint die Drehung je nach Wahl einer der beiden mögli-

chen Richtungen als Linksdrehung oder Rechtsdrehung. Ein Drehsinn lässt

sich erst dann bestimmen, wenn eine Richtung ausgezeichnet wird. Das ge-

schieht durch Wahl einer Orientierung der Drehachse.
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ϕ sei eine räumliche Drehung mit orientierter Drehachse L. Wir wählen eine

zu L orthogonale affine Ebene H. Mittels der Orientierungen von X und

L wird eine Orientierung von H bestimmt, und zwar durch die folgende

Bedingung: Ist (v1, v2) eine positiv orientierte Basis von
−→
H und v3 eine

positiv orientierte Basis von
−→
L , dann ist (v1, v2, v3) eine positiv orientierte

Basis von
−→
X . Da ϕ die Ebene H invariant lässt und ϕ|H eine Drehung ist,

können wir nun Folgendes definieren.

Definition:

Eine räumliche Drehung ψ mit orientierter Drehachse L heißt Rechts-

drehung, wenn die Beschränkung ψ|H auf eine zu L orthogonale wie oben

orientierte Ebene H positiven Drehsinn hat. ψ heißt Linksdrehung, wenn

ψ|H negativen Drehsinn hat. Der Drehwinkel von ψ ist der Drehwinkel von

ψ|H.

Eine Drehung ist durch orientierte Drehachse, Drehwinkel und Drehsinn ein-

deutig bestimmt. Aber diese Beschreibung ist nicht eineindeutig. Vielmehr

gibt es zu einer Drehung zwei Orientierungen der Drehachse, und zu diesen

gehört ein unterschiedlicher Drehsinn, während der Drehwinkel eindeutig

bestimmt ist. Man muss daher zwischen einer Drehung einerseits und einer

Drehung mit Orientierung der Drehachse andererseits deutlich unterschei-

den. Letztere wollen wir deswegen bei Verwechslungsgefahr lieber polarisier-

te Drehung nennen, und der Deutlichkeit halber polarisierte Rechtsdrehung

bzw. polarisierte Linksdrehung sagen, denn für eine nicht-polarisierte Dre-

hung hat die Unterscheidung zwischen rechts und links keinen Sinn.

Was bedeutet der Übergang von Drehungen zu polarisierten Drehungen?

Um diese Frage zu beantworten, beschränken wir uns auf die Drehungen,

deren Achsen durch einen festen Punkt gehen, d.h. auf die Drehungen aus

SO(3,R). Und dann lautet unsere Antwort: Der Übergang zu polarisierten

Drehungen entspricht dem Übergang zu der zweifachen Überlagerung

Spin(3,R)→ SO(3,R). Dies lässt sich wie folgt präzisieren:

2. Zusatz zu 13.106

R3 = P(H) sei der euklidische Vektorraum der reinen Quaternionen. Dabei
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wird R3 durch (x, y, z) 7→ ix+ jy+ kz mit P(H) identifiziert. π : H→ P(H)

sei die Projektion π(q) = 1
2(q − q̄). Ferner sei S3 := S3(H) die 3-Sphäre der

Einheitsquaternionen, 1 ∈ S3 der Nordpol, −1 ∈ S3 der Südpol und S2 :=

S3 ∩ P(H) der Äquator. Ferner sei β(q) ∈ [0, π/2] für q ∈ S3 das Minimum

der Abstände von Nord- und Südpol. Schließlich sei ρ : S3 → SO(3,R) die

Darstellung ρ(q)(x) = qxq−1. Dann lässt sich ρ(q) wie folgt charakterisieren.

(i) ρ(1) = ρ(−1) = id

(ii) Für q ∈ S2 ist ρ(q) die Geradensymmetrie mit Zentrum Rq.

(iii) Für q ∈ S3 \ S2 \ {±1} gilt:

(a) ρ(q) ist eine Drehung mit Drehachse Rπ(q) und Drehwinkel 2β(q).

(b) ρ(q) mit der durch π(q) gegebenen Polarisierung ist eine Rechts-

drehung, wenn q auf der Nordhalbkugel liegt, und eine Linksdre-

hung, wenn q auf der Südhalbkugel liegt.

Beweis: Übung unter Benutzung des ersten Zusatzes zu 13.106.
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Schraubungen

X sei ein 3-dimensionaler orientierter euklidischer Raum und ϕ eine Schrau-

bung. Es sei ϕ = τv ◦ψ = ψ ◦τv die kanonische Zerlegung und L = Fix ψ der

maximale Translationsunterraum. Die Gerade L ist durch v ∈ −→L orientiert,

die Drehung mit Drehachse L also polarisiert.

Definition:

ϕ sei eine Schraubung mit kanonischer Zerlegung ϕ = τv ◦ ψ = ψ ◦ τv

(i) Die orientierte affine Gerade L = Fix ψ heißt die Schraubachse von ϕ

(ii) Der Schraubungswinkel von ϕ ist der Drehwinkel von ψ

(iii) Der Translationsmodul von ϕ ist die Länge t = ‖v‖

(iv) ϕ heißt Rechtsschraubunq bzw. Linksschraubung, wenn die polarisierte

Drehung ψ eine Rechtsdrehung bzw. Linksdrehung ist.

Offensichtlich ist eine Schraubung durch ihre orientierte Schraubachse,

Schraubungswinkel, Translationsmodul und Schraubungssinn (rechts-links)

eindeutig bestimmt. Die eine Komponente des Stratums der Schraubungen

besteht aus den Rechtsschraubungen, die andere aus den Linksschraubun-

gen.

Bemerkung 4

Ein schönes Beispiel für das Verhältnis der Ausnahmeorbits zu den Or-

bits vom Haupttyp ist der Fall n = 2, d = 1. In diesem Fall gibt es zwei

Orbittypen: die Gleitspiegelungen als Haupttyp und die Spiegelungen als

Ausnahmetyp. Die Einbettung dieser Orbits in I(2,R)− analysieren wir wie

folgt. Wir identifizieren I(2,R)− = I(2,R)1 mit R2 ×O(V )−. Dann identifi-

zieren wir O(V )− mit P1(R), indem wir jedem Element aus O(V )− seinen

Eigenraum zum Eigenwert 1 zuordnen. Also identifizieren wir I(2,R)− mit

R2 × P1(R). Das triviale Vektorraumbündel R2 × P1(R) ist die orthogona-

le direkte Summe E1 ⊕ F1 der beiden früher definierten Vektorraumbündel

E1 → P1(R) und F1 → P1(R) mit typischer Faser R. E1 ist, wie schon früher

bemerkt, das Hopfbündel. Das Bündel F1 ist isomorph zu E1 – eine Drehung

um π/2 in R2 überführt F1 in E1.
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Also sind die Totalräume E1 und F1 beide homöomorph zum Möbiusband.

F1 ist aber nach 13.115 gerade das Stratum aller Spiegelungen und be-

steht aus einem einzigen Orbit. Der Ausnahmeorbit F1 ist also ein Möbius-

band, das so in R2 × P1(R) eingebettet ist, wie wir es früher im Anschluss

an Proposition 13.52 durch Figur 1 beschrieben haben. Das Komplement

R2×P1(R)−F1 zerfällt in eine 1-parametrige Familie von Orbits vom Haupt-

typ, d.h. Orbits von Gleitspiegelungen. Der Parameter, der die Orbits pa-

rametrisiert, ist t > 0, die Länge des Translationsanteils der kanonischen

Zerlegung. Für jeden Punkt x ∈ P1(R) schneidet der Orbit zu t die Faser

R2 × {x} in den zwei zu F1,x parallelen affinen Geraden mit Abstand t von

F1,x. Daraus folgt, dass jeder Hauptorbit homöomorph zu einem Zylinder

R×S1 ist, dass er durch die Projektion πF,1 als zweifache Überlagerung auf

den Ausnahme-Orbit F1 abgebildet wird, und dass die Lage jedes Hauptor-

bits in R2 × P1(R) relativ zu dem Ausnahmeorbit genau die gleiche ist wie

die von Zylinder und Möbiusband, die wir früher durch Figur 4 im Anschluss

an Proposition 13.52 beschrieben haben.
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Bemerkung 5

Wir betrachten jetzt die abgeschlossenen Hüllen der Z-Strata von I(n,R)±.

Die Strata, die schon selber abgeschlossen sind, sind die relativen Minima

bezüglich der oben definierten Partialordnung. Für die nicht abgeschlos-

senen Strata entsteht der Abschluss durch Vereinigung mit den kleineren

Strata. Welche das sind, entnimmt man sofort aus den Adjazenzdiagram-

men. Beispielsweise ist für n = 3 und d = 1 und (n+, n−, ε) = (1, 0, 0),

also das Stratum der räumlichen Drehungen, die abgeschlossene Hülle die

Vereinigung der vier Strata (1, 0, 0), (1, 2, 0), (3, 0, 1) und (3, 0, 0). Dieses

Stratum I(X)Z der räumlichen Drehungen ist aus dem folgenden Grunde

das interessanteste Stratum. Während für jedes andere Stratum in I(n,R),

n = 1, 2, 3, die abgeschlossene Hülle des Stratums wieder eine Untermannig-

faltigkeit von I(n,R) ist, ist dies für das Stratum I(3,R)Z der räumlichen

Drehungen nicht der Fall. Die abgeschlossene Hülle dieses Stratums hat in

1 ∈ I(3,R)Z eine Singularität. Diese Singularität wollen wir bestimmen. Wir

behaupten, dass die abgeschlossene Hülle des Stratums in einer Umgebung

von 1 genau so aussieht wie die 5-dimensionale Hyperfläche

{(x1, . . . , x6) ∈ R6|x1x4 + x2x5 + x3x6 = 0},

also wie der isotrope Kegel einer nicht entarteten quadratischen Form der

Signatur (3, 3).

Behauptung:

X sei ein 3-dimensionaler euklidischer affiner Raum mit Translationsvektor-

raum V und I(X)Z das Stratum der Drehungen. Dann gibt es eine Umge-

bung U von 1 ∈ I(X) und einen analytischen Diffeomorphismus U → V ×V ,

der I(X)Z ∩ U auf den Kegel C = (x, y) ∈ V × V | x ⊥ y abbildet.

Beweis:

Wir benutzen die in den beiden Zusätzen zu 13.106 beschriebene universelle

Überlagerung S3(H) → SO(3,R). Wir identifizieren V mit R3 und R3 mit

P(H), dem Raum der reinen Quaternionen. Dann bilden wir P(H) bijektiv

auf den Tangentialraum T1(S3) von S3(H) in 1 ab, und zwar durch die
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Abbildung τ : P(H)→ H∗ mit τ(p) = 1 + p. Schließlich bilden wir H∗ durch

die Darstellung ρ : H∗ → SO(V ) mit ρ(q)(x) = qxq−1 auf SO(V ) ab. Mit der

Komposition φ = ρ ◦ τ erhalten wir dann eine Abbildung φ : V → SO(V ),

für die man leicht die folgenden Aussagen beweist:

(a) φ(V ) = {ψ ∈ SO(V ) | Spurψ 6= −1} ist offen in SO(V ).

(b) φ : V → φ(V ) ist ein analytischer Diffeomorphismus.

(c) Fix φ(v) = R(v) für alle v ∈ V \ {0}.

Nun identifizieren wir I(X)+ wie üblich mit V × SO(V ) und definieren eine

Abbildung Ψ : V × V → V × SO(V ) = I(X)+ durch Ψ(v, w) = (v, φ(w)).

Ferner setzen wir U := V × φ(v). Dann folgen aus (a), (b), (c) und 13.115

leicht die folgenden Aussagen:

(d) U = Ψ(V × V ) ist eine offene Umgebung von 1 in I(X)+.

(e) Ψ : V × V → U ist ein analytischer Diffeomorphismus.

(f) Ψ(C) = I(X)Z ∩ U .

Damit ist die Behauptung bewiesen. Insbesondere ist damit für dimX ≤ 3

auch gezeigt, dass die abgeschlossene Hülle jedes Z-Stratums eine algebrai-

sche Untervarietät von I(X) ist.

Bemerkung 6

Wir haben gesehen, dass für jedes Z-Stratum I(X)Z der Raum der Kon-

jugationsklassen in diesem Stratum homöomorph zu DZ ≈ Rµ ist. Die

Homöomorphie wird durch die stetige Abbildung πZ : I(X)Z → DZ in-

duziert, die durch das Paar von Funktionen (s, t) gegeben ist. Die Konju-

gationsklassen in I(X)Z werden also durch die Parameterwerte (s, t) ∈ DZ

parametrisiert. Darüber hinaus impliziert die letzte Aussage von Satz 13.123,

dass es einen stetigen Schnitt νZ : DZ → I(X)Z gibt, d.h. eine stetige Ab-

bildung, so dass die Komposition πZ ◦ νZ die Identität von DZ ist. Jedem

Parameterwert (s, t) ∈ DZ ist dadurch eine bestimmte Isometrie ν(s, t) in

der zu (s, t) gehörigen Konjugationsklasse π−1
Z ({(s, t)}) zugeordnet. Dieses
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νZ(s, t) können wir per definitionem als die Normalform für die Isometri-

en dieser Konjugationsklasse ansehen, und diese Normalform νZ(s, t) hängt

stetig von dem Parameter (s, t) ab. Wichtig ist nun, dass darüber hinaus

auch die Abbildung νZ ◦ πZ stetig ist, also die Abbildung I(X)Z → I(X)Z ,

die jeder Isometrie ihre Normalform zuordnet.

Wir fragen uns nun, ob sich diese getrennte Behandlung der einzelnen Strata

nicht zu einer einheitlichen Behandlung aller Strata in einer Komponente in

I(X), etwa in I(X)+, zusammenfügt. Als Beispiel betrachten wir für X =

R3 die Strata in I(X)+, wobei I(X) = I(3,R) wie früher als Untergruppe

von GL(4,R) dargestellt ist. Zu jedem Stratum I(X)Z gehört ein Bereich

DZ ⊂ R2. Diese Bereiche sind disjunkt, und ihre Vereinigung ist die folgende

Teilmenge D ⊂ R2:

D = {(s, t) ∈ R2 | −1 ≤ s ≤ 3, 0 ≤ t}

Die Zerlegung von D in die DZ wird durch die folgende Skizze beschrie-

ben, wobei die DZ der 6 Strata durch die entsprechenden Tripel (n+, n−, ε)

indiziert sind.

Da I(X)+ die disjunkte Vereinigung seiner Strata I(X)Z ist und D die

disjunkte Vereinigung der DZ , definiert das Paar von Funktionen (s, t) eine

Abbildung π : I(X)+ → D, die auf den Strata die Abbildungen πZ induziert.

Wir definieren jetzt eine stetige Abbildung ν : D → I(X)+ in der umge-

kehrten Richtung durch ν(s, t) := A(s, t), wo A(s, t) ∈ I(3,R)+ ⊂ GL(4,R)

die folgende Matrix ist:
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A(s, t) =


a(s) −b(s) 0 0

b(s) a(s) 0 0

0 0 1 t

0 0 0 1

 a(s) := s−1
2

b(s) := +
√

1− a(s)2

Offenbar gilt π ◦ ν = idD. Daher definiert die Beschränkung von ν auf die

Strata stetige Schnitte νZ : DZ → I(X)Z von der oben beschriebenen Art.

Es stellt sich die Frage: Warum fassen wir nicht die durch π induzierte

bijektive Abbildung π̄ : I(X)+/ I(X) → D als Parametrisierung aller Kon-

jugationsklassen in I(X)+ auf? Warum fassen wir nicht ν : D → I(X)+ als

Familie von Normalformen für alle Isometrien in I(X)+ auf?

Bevor wir die Antwort geben, sehen wir ein Beispiel an. Wir betrachten die

für -1 ≤ s ≤ 3 definierte stetige Familie von Isometrien

B(s) :=


a(s) −b(s) 0 0

b(s) a(s) 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1


Man sieht leicht: Die

”
Normalform“ νπB(s) von B(s) ist A(s, 0) für s < 3,

aber A(3, 1) für s = 3. Die
”
Normalform“ νπ(B) von B hängt also nicht

stetig von B ab! Da ν stetig ist, kann dies nur daran liegen, dass π nicht

stetig ist, und dies liegt natürlich an der Unstetigkeit der kanonischen Zer-

legung, auf die wir schon früher hingewiesen haben. Da aber die kanonische

Abbildung I(X)+ → I(X)+/ I(X) auf den Orbitraum nach Definition der

Quotiententopologie stetig ist und π über π̄ faktorisiert, folgt aus der Un-

stetigkeit von π, dass auch π̄ nicht stetig ist. Die Abbildungen ν und π

induzieren also zueinander inverse Abbildungen ν̄ und π̄, und es gilt:

ν̄ : D → I(X)+/ I(X) ist stetig.

π̄ : I(X)+/ I(X)→ D ist nicht stetig.

D ist also nicht homöomorph zum Orbitraum I(X)+/ I(X). Während

D ein Raum mit einer
”
ordentlichen“ Struktur ist, kann man dies von
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I(X)+/ I(X) nicht behaupten. Insbesondere zeigt das obige Beispiel, dass

dieser Raum nicht einmal das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfüllt: Jede

Umgebung einer Translationsklasse hat mit jeder Umgebung der Klasse

{id} nichtleeren Durchschnitt.

Damit dürfte die Antwort auf die obige Frage klar sein: π̄ ist nicht stetig, und

deswegen wäre es problematisch, D als Parameterraum für die Konjugati-

onsklassen in I(X)+ aufzufassen, ν ◦π ist nicht stetig, und deswegen wäre es

problematisch, ν ◦ π als Normalformenabbildung aufzufassen. Dagegen sind

die Beschränkungen auf die Strata stetig, und dies ist einer der Gründe für

die Einführung der Z-Stratifikation. Ginge es nur um die Stetigkeit, so würde

allerdings schon die Zerlegung in k-Schichten genügen. Aber dann wären die

durch Vereinigung der entsprechenden DZ entstehenden Parameterräume

nicht mehr Mannigfaltigkeiten:

Bemerkung 7

Die Parametrisierung der Konjugationsklassen ist ein Beispiel aus einer

großen Vielzahl von mathematischen Problemen, bei denen es darum geht,

eine gewisse Menge von Objekten in Äquivalenzklassen einzuteilen und die

Menge der Äquivalenzklassen in geeigneter Weise zu parametrisieren. In die-

ser letzten Bemerkung geht es uns darum, gemeinsame Züge solcher Proble-

me hervorzuheben. Die Diskussion ist dabei notwendigerweise nicht forma-

lisierbar.

Das Wort Parameter kommt vom griechischen παρά− µέτρoν. Es bedeu-

tet etwa soviel wie
”
Neben-Maß“, eine veränderliche Größe, die gegenüber

anderen Veränderlichen des betrachteten Problems relativ festgehalten wird.
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Welche Größen man als Parameter ansieht, hängt von der jeweiligen Situati-

on und von der Betrachtungsweise des Mathematikers ab, der die Situation

analysiert.

Das Wort Parameter wird heutzutage in einem ziemlich allgemeinen Sinne

verwendet. Häufig z.B. hat man eine Situation von folgender Art. Gegeben

ist eine Menge X von Objekten und eine Menge S von Parameterwerten und

eine Abbildung π : X → S, die jedem Objekt x ∈ X einen Parameterwert

π(x) zuordnet. Zu jedem s ∈ S gehört dann die Menge Xs = π−1(s) der

Objekte mit dem Parameterwert s. Man hat also ein System von Mengen

(Xs)s∈S . Jedoch meint man mit einer
”
Parametrisierung“ im Allgemeinen

mehr als nur eine Abbildung π : X → S oder ein System von Mengen

(Xs)s∈S im rein mengentheoretischen Sinne. Gewöhnlich haben der Objekt-

bereich X oder auch die Objekte x ∈ X oder die Mengen Xs und auch

der Parameterbereich S zusätzliche Strukturen, und es wird von π : X → S

bzw. (Xs)s∈S verlangt, dass diese Strukturen in sinnvoller Weise aufeinander

bezogen sind. Bei den hier interessierenden Klassifikationsproblemen gehört

meist zu den Objekten x ∈ X eine bestimmte geometrische Struktur, aus der

sich eine Äquivalenzrelation auf X ergibt, und es wird von der Parametrisie-

rung verlangt, dass die Xs die Äquivalenzklassen dieser Äquivalenzrelation

sind.

Selbstverständlich handelt es sich dabei nicht um die Produktion mengen-

theoretischer Tautologien – sonst könnte man als Parametermenge S einfach

die Menge der Äquivalenzklassen nehmen – sondern oft um viel mehr. Oft

handelt es sich bei den Objekten x ∈ X um Objekte ziemlich gleichartiger

Struktur. Es geht dann darum, ein Maß für die Variation dieser Struktur zu

finden, wenn x in X variiert. Ein einfaches Beispiel: X sei die Menge der

orientierten ebenen Winkel, die Äquivalenzrelation auf X sei die Kongru-

enz, S das Intervall [0, 2π] und X → S die Abbildung, die jedem Winkel

sein Bogenmaß zuordnet.

Ein anderes Beispiel wäre die in Bemerkung 6 diskutierte Abbildung π :

I(3,R)+ → D. Hier ist X = I(3,R)+ die Menge der orientierungserhalten-

den Isometrien des R3, die Äquivalenzrelation ist die Konjugation, S = D

ist eine Teilmenge von R2, und π ist die Abbildung, die durch (s, t) gegeben
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wird. Hier werden also die Konjugationsklassen durch (s, t) ∈ D parametri-

siert. Allerdings ist diese Parametrisierung, wie wir gesehen haben, unstetig.

In gewissen besonderen Situationen stellt man an die Parametrisierung

einer Familie von Objekten besonders hohe Anforderungen. In solchen

Situationen sind die Objekte bezüglich einer genau bestimmten Struktur

weitgehend von gleicher Art, und der Parameter ist ein charakteristisches

Maß für die Variation dieser Struktur beim Durchlaufen der Äquivalenz-

klassen. S hat eine dem Problem angepasste Struktur, und von π : X → S

wird verlangt, dass diese Parameterabbildung mit den Strukturen von

X und S in einer ganz bestimmten Weise verträglich ist. In derartigen

Situationen nennt man den Parameter s ∈ S nicht einfach Parameter,

sondern Modul (von lateinisch modulus, der Verkleinerungsform von

modus=Maß). Man nennt dann den Parameterraum S einen Modulraum,

und gegebenenfalls nennt man seine Dimension die Anzahl der Moduln.

Das Problem des Auffindens einer solchen Parametrisierung mit guten

Eigenschaften nennt man ein Modulproblem. Was Moduln sind, lässt

sich selbstverständlich nicht allgemein in formaler Weise definieren. Um

ein Modulproblem genau und richtig zu formulieren, muss man jeweils

eine bestimmte konkrete Situation ganz genau studieren. Genau das haben

wir für die Isometrien getan. Unser Ergebnis können wir folgendermaßen

zusammenfassen: Für jedes Z-Stratum I(X)Z ist DZ ein Modulraum für

die Isometrien in diesem Stratum. Die Anzahl der Moduln ist µ. Die

Abbildung πZ : I(X)Z → DZ wird durch die Moduln (s, t) beschrieben.

Die Konstruktion des Homöomorphismus πZ : I(X)Z/ I(X) → DZ löst ein

”
grobes“ Modulproblem, und die Konstruktion der stetigen Familie von

Normalformen νZ : DZ → I(X)Z löst ein
”
feines“ Modulproblem.

Die bei der Klassifikation der Isometrien eingeführte Terminologie mit Na-

men wie
”
Drehung“ oder

”
Schraubung“ für gewisse Typen von Isometrien

könnte suggerieren, dass dabei von Bewegungen im Raume die Rede ist.

Das ist jedoch nicht so. Wir haben bereits früher in Abschnitt darauf hin-

gewiesen, dass der mathematische Begriff
”
orientierungserhaltende Isome-

trie“ nicht den physikalischen Begriff der Bewegung mathematisch fasst,
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sondern den Begriff der Lageänderung. Durch eine Lageänderung wird

ein beliebiger im Raum befindlicher Körper in eine andere Lage überführt.

Mathematisch: Durch eine Isometrie ϕ ∈ I(X) wird eine beliebige Teilmen-

ge Y ⊂ X auf eine zu Y kongruente Teilmenge Z = ϕ(Y ) abgebildet. Der

physikalische Begriff der Bewegung im Sinne der stetigen zeitabhängigen La-

geänderung von im Raume befindlichen starren Körpern wird mathematisch

durch den Begriff der parametrisierten Kurve in I(X) gefasst. Darunter

verstehen wir hier eine stetige Abbildung ϕ : J → I(X) eines offenen oder

abgeschlossenen Intervalls J ⊂ R in die Liesche Gruppe I(X) der Isometri-

en des euklidischen Raumes X. Im Folgenden sei stets das Intervall J = R
zugrundegelegt. Es sei also ϕ : R→ I(X) eine stetige Abbildung von R nach

I(X) und es sei ϕ(0) = 1. Für alle t1, t2 ∈ R ist dann ϕ(t2)ϕ(t1)−1 diejeni-

ge Lageänderung, welche die durch ϕ(t1) herbeigeführte Lage in die durch

ϕ(t2) herbeigeführte Lage überführt. Die einfachste Annahme über die Be-

wegung ϕ ist nun zweifellos die, dass diese Lageänderung ϕ(t2)ϕ(t1)−1 nur

von der Zeitdifferenz t2 − t1 abhängt. Diese Bedingung ist zusammen mit

der Bedingung ϕ(0) = 1 offensichtlich äquivalent zu der Bedingung

ϕ(s+ t) = ϕ(s) · ϕ(t).

Die einfachsten Bewegungen in einem euklidischen affinen Raum X sind also

die stetigen Homomorphismen ϕ : R→ I(X).

Definition:

G sei eine Liesche Gruppe. Eine einparametrige Untergruppe von G ist

ein stetiger Gruppenhomomorphismus ϕ : R→ I(X).

Für G = GL(n,R) und G = GL(n,C) hatten wir diesen Begriff schon

früher in Abschnitt 11.7 eingeführt. Die dort gewählte Bezeichnung
”
1-

Parametergruppe in G“ wäre eigentlich besser als
”
einparametrige Unter-

gruppe von G“, denn die Abbildung ϕ : R → G ist ja keine Untergruppe

von G und ist wohl zu unterscheiden von ihrem Bild ϕ(R), welches wirklich

eine Untergruppe von G ist. Da sich diese Terminologie aber nun einmal

eingebürgert hat, benutzen wir sie auch.

Die einparametrigen Untergruppen von GL(n,R) und GL(n,C) haben wir
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in Satz 11.56 mit Hilfe der Exponentialabbildung beschrieben, und mit Hil-

fe von Satz 12.69 und Satz 12.71 ergibt sich daraus im Prinzip auch eine

Beschreibung der einparametrigen Untergruppen von U(n,C) und O(n,R).

Ferner haben wir in Abschnitt 11.7 für GL(2,R) eine Tabelle aufgestellt, in

der die einparametrigen Untergruppen in 14 Typen eingeteilt wurden. Jetzt

ist es unser Ziel, die einparametrigen Untergruppen der Isometriegruppe

I(X) eines euklidischen Raumes X zu bestimmen, weil sie die einfachsten

Bewegungen in X beschreiben. Der Schlüssel dazu ist wieder die kanoni-

sche Zerlegung, durch die wir das Problem auf die Bestimmung der einpa-

rametrigen Untergruppen von O(n,R)reduzieren. Vor der dies darlegenden

Proposition beweisen wir noch die folgende

Behauptung:

Für die multiplikative Jordanzerlegung von kommutierenden Automorphis-

men ϕ,ϕ′ eines endlichdimensionalen Vektorraums über einem perfekten

Körper gilt

(a) (ϕ · ϕ′)s = ϕs · ϕ′s und (ϕ · ϕ′)u = ϕu · ϕ′u.

(b) ϕs, ϕs, ϕu und ϕ′u kommutieren paarweise.

Beweis:

(b) folgt daraus, dass die Jordanzerlegung eindeutig und konjugationsin-

variant ist.

(a) folgt aus (b) und daraus, dass das Produkt kommutierender Auto-

morphismen halbeinfach bzw. unipotent ist, wenn beide Faktoren es

sind.

Proposition 13.124

X sei ein euklidischer affiner Raum und ϕ : R → I(X) eine einparametrige

Untergruppe der Isometriegruppe I(X). Für jedes t ∈ R sei ϕ(t) = τ(t) ◦
ψ(t) = ψ(t) ◦ τ(t) die kanonische Zerlegung in eine Translation τ(t) und

eine Isometrie ψ(t) mit Fixpunkt. Für die dadurch definierten Abbildungen

τ : R→ I(X) und ψ : R→ I(X) gelten folgende Aussagen:

(i) Für alle s, t ∈ R kommutieren τ(s), τ(t), ψ(s), ψ(t) paarweise.
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(ii) Fix ψ := ∩t∈RFix ψ(t) 6= ∅.

(iii) ψ : R→ I(X)x ist eine einparametrige Untergruppe der Isotropiegrup-

pe I(X)x von x ∈ Fix ψ.

(iv) τ : R → T (X) ist eine einparametrige Untergruppe der Translations-

untergruppe, die Fix ψ invariant lässt.

Beweis:

(i) Die kanonische Zerlegung ist nach 13.114 ein Spezialfall der multipli-

kativen Jordan-Zerlegung. Daher folgt die zu beweisende Aussage aus

der vorhergehenden Behauptung.

(ii) Wir beweisen zunächst die schwächere Aussage, dass für endlich viele

t1, . . . , tk ∈ R stets Fix ψ(t1) ∩ · · · ∩ Fix ψ(tk) 6= ∅ gilt per Induk-

tion über k. Für k = 1 gilt Fix ψ(t1) 6= ∅ nach Voraussetzung. Für

den Schluss von k auf k + 1 sei x ∈ Fix ψ(t1) ∩ · · · ∩ Fix ψ(tk) und

y ∈ Fix ψ(tk+1) der eindeutig bestimmte Punkt in Fix ψ(tk+1) mit mi-

nimalem Abstand von x. Weil die ψ(ti) wegen (i) paarweise kommutie-

ren, ist Fix ψ(tk+1) invariant unter allen ψ(ti), und es gilt ψ(ti)(x) = x

für i = 1, . . . , k. Daraus folgt ψ(ti)(y) = y wegen der Eindeutigkeit von

y, also y ∈ Fix ψ(t1) ∩ · · · ∩ Fix ψ(tk+1).

Nun zur Hauptaussage. Die Durchschnitte Fix ψ(t1) ∩ . . . ∩ Fix ψ(tk)

sind also nichtleer und daher affine Teilräume. Es sei m =

min {dim (Fix ψ(t1) ∩ . . . ∩ Fix ψ(tk)) | t1, . . . , tk ∈ R}. Wir wählen

t1, . . . , tk ∈ R so, dass dim (Fix ψ(t1) ∩ . . . ∩ Fix ψ(tk)) = m. Aus der

abgeschwächten Behauptung und der Minimalität von m ist dann auch

Fix ψ(t) ∩ Fix ψ(t1) ∩ · · · ∩ Fix (tk) ein affiner Raum der Dimension

m. Aber daraus folgt Fix ψ(t) ⊃ Fix ψ(t1) ∩ · · · ∩ Fix (tk) für alle t,

also Fix ψ = Fix ψ(t1) ∩ · · · ∩ Fix ψ(tk) 6= ∅.

(iii) Wegen (i) und (ii) ist klar, dass es ein x ∈ Fix ψ gibt, und dass dann

ψ ein Gruppenhomomorphismus ψ : R→ I(X)x ist. Die Stetigkeit von

ψ folgt dann aus der Stetigkeit von ϕ, der Stetigkeit von λ : I(X) →
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O(V ), der Stetigkeit der zu x gehörigen Spaltung µx : O(V ) → I(X)

mit Bild I(X)x und aus ψ = µx ◦ λ ◦ ϕ.

(iv) Wegen (i) ist τ ein Gruppenhomomorphismus τ : R → T (X). Die

Stetigkeit von τ folgt aus der Stetigkeit von ϕ und ψ und aus τ(t) =

ϕ(t)ψ(t)−1. Da ferner τ(t)ψ(s) = ψ(s)τ(t) für alle s und t gilt, lässt

τ(s) alle Fix ψ(t) invariant, also auch Fix ψ.

Definition:

Die Zerlegung ϕ = τψ = ψτ einer einparametrigen Untergruppe ϕ von I(X)

im Sinne von 13.124 in die miteinander kommutierenden einparametrigen

Untergruppen τ und ψ von I(X) heißt die kanonische Zerlegung von ϕ.

Die einparametrigen Untergruppen τ und ψ nennen wir die Translations-

komponente von ϕ und die Rotationskomponente von ϕ.

Durch die folgende Definition erhalten wir eine grobe Typeneinteilung der

einparametrigen Untergruppen von I(X).

Notation:

ϕ ≡ 1 ⇔ ∀t ϕ(t) = 1

ϕ 6≡ 1 ⇔ ∃t ϕ(t) 6= 1

Definition:

ϕ sei eine einparametrige Untergruppe von I(X) mit Translationskomponen-

te τ und Rotationskomponente ψ. ϕ ist trivial, wenn ϕ ≡ 1.

Für ϕ 6≡ 1 definieren wir:

(i) ϕ ist eine Translationsbewegung ⇔ τ 6≡ 1, ψ ≡ 1

(ii) ϕ ist eine Rotationsbewegung ⇔ τ ≡ 1, ψ 6≡ 1

(iii) ϕ ist eine Schraubenbewegung ⇔ τ 6≡ 1, ψ 6≡ 1

Für dimX ≥ 3 ist diese Typeneinteilung – gemessen an der Z-Stratifikation

von I(X) – zu grob. Hingegen werden wir für dimX ≤ 3 sehen, dass sie

fein genug ist: Die Typen entsprechen bijektiv den Z-Strata I(X)Z mit 1 ∈
I(X)Z .

Korollar 13.125

ψ : R→ SO(n,R) und τ : R→ Rn seien einparametrige Untergruppen, und
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es sei T (R) ⊂ Fix ψ = ∩ Fix ψ(t). Es sei ϕ : R → I(n,R) definiert durch

ϕ(t) = τ(t)ψ(t). Dann ist ϕ eine einparametrige Untergruppe von I(n,R)

mit Translationskomponente τ und Rotationskomponente ψ. Man erhält so

alle einparametrigen Untergruppen von I(n,R), deren Rotationskomponente

0 ∈ Rn als Fixpunkt hat, und durch Konjugation mit Translationen erhält

man daraus alle einparametrigen Untergruppen von I(n,R).

Proposition 13.126

Die einparametrigen Untergruppen von Rn sind genau die Vektorraumho-

momorphismen τ : R→ Rn. Sie sind also die Abbildungen τv mit τv(t) = tv

und v ∈ Rn.

Beweis: Übung.

Definition:

Der Vektor v heißt die Geschwindigkeit der Translationsbewegung τv.

Proposition 13.127

Es sei n = 2k oder n = 2k + 1 und es sei SO(2,R)k = SO(2,R) × · · · ×
SO(2,R) ⊂ SO(n,R) der maximale Torus, der aus allen Blockdiagonalma-

trizen mit k Diagonalblöcken aus SO(2,R) an den ersten k Stellen besteht.

Dann ist jede einparametrige Untergruppe von SO(n,R) konjugiert zu einer

einparametrigen Untergruppe von SO(2,R)k.

Beweis:

Dies folgt aus einer Verallgemeinerung von 12.63: Jedes kommutieren-

de System von orthogonalen Matrizen lässt sich durch eine Konjugation

simultan in orthogonale Normalform überführen. (Siehe z.B. Gantmacher,

Band 1, §15, Satz 12).

Proposition 13.128

ψ : R → SO(2,R)k sei eine einparametrige Untergruppe des maximalen

Torus, πi : SO(2,R)k → SO(2,R) die Projektion auf den i-ten Faktor und

ψi := πi ◦ψ. Dann sind die ψi : R→ SO(2,R) einparametrige Untergruppen

von SO(2,R), und es gilt ψ(t) = ψ1(t)× · · · × ψk(t). Umgekehrt gehört auf

diese Weise zu jedem k-Tupel (ψ1, . . . , ψk) von einparametrigen Untergrup-

pen von SO(2,R) eine einparametrige Untergruppe von SO(2,R)k.
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Beweis: trivial.

Proposition 13.129

Die einparametrigen Untergruppen von SO(2,R) sind genau die folgenden

Abbildungen: ψω : R→ SO(2,R):

ψω(t) =

[
cos(ωt) − sin(ωt)

sin(ωt) cos(ωt)

]
ω ∈ R

Identifiziert man SO(2,R) mit S1(C), dann gilt also:

ψω(t) = eiωt)

Beweis: Übung.

Definition:

Für ω 6= 0 heißt ω ∈ R die Winkelgeschwindigkeit der ebenen Drehbe-

wegung ψω. Der Drehsinn von ψω ist positiv für ω > 0 und negativ für

ω < 0.

Proposition 13.130

Jede einparametrige Untergruppe von SO(3,R) ist in SO(3,R) konjugiert zu

einer eindeutig bestimmten einparametrigen Untergruppe ψω von folgender

Form:

ψω(t) =

 cos(ωt) − sin(ωt) 0

sin(ωt) cos(ωt) 0

0 0 1

ω ≥ 0

Beweis: Prop. 13.127 – 13.129.

Notation:

ω = ω(ψ)⇔ ψ ist konjugiert zu ψω.

Definition:

Die Winkelgeschwindigkeit der räumlichen Drehbewegung ψ : R →
SO(3,R) ist der eindeutig bestimmte Vektor w ∈ R3 mit folgenden Eigen-

schaften:
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(i) Rw = Fix ψ

(ii) ‖w‖ = ω(ψ)

(iii) Mit der durch w repräsentierten Orientierung von Fix ψ ist ψ(t) für

hinreichend kleine positive t eine Rechtsdrehung im orientierten Stan-

dardraum R3.

Unsere früheren Aussagen über die universelle Überlagerung

ρ : Spin (3,R) → SO(3,R) der orthogonalen Gruppe durch die Spin-

gruppe gestatten uns eine schöne und sehr anschauliche Beschreibung der

einparametrigen Untergruppen von SO(3,R). Jede solche einparametrige

Untergruppe lässt sich nämlich eindeutig zu einer einparametrigen Unter-

gruppe ψ̃ : R → Spin(3,R) von Spin(3,R) hochheben, d.h. es gibt genau

ein solches ψ̃ mit ψ = ρ ◦ ψ̃, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Spin(3,R)

R SO(3,R)

ρψ̃

ψ

Wir erinnern an die Zusätze zu 13.106 und an 13.109. Dort haben wir die

Überlagerung ρ mit der universellen Überlagerung S3 → P3(R) des pro-

jektiven Raumes durch die 3-Sphäre S3 = S3(H) der Einheitsquaternionen

identifiziert und den euklidischen Standardvektorraum R3 mit dem Raum

P(H) ⊂ H der reinen Quaternionen. Wir fassen P(H) ⊂ H als Äquatorebene

für S3(H) auf, S2 = P(H)∩S3 als Äquator und +1 bzw. −1als Nordpol bzw.

Südpol. Die Großkreise durch Nord- und Südpol nennen wir Längenkreise.

Proposition 13.131

Die nichttrivialen einparametrigen Untergruppen ψ̃ von Spin(3,R) und ψ

von SO(3,R) lassen sich geometrisch wie folgt beschreiben.

(i) Die Zuordnung ψ̃ 7→ ψ = ρ ◦ ψ̃ definiert eine Bijektion zwischen ein-

parametrigen Untergruppen von Spin(3,R) und SO(3,R).

(ii) Die Bilder ψ̃(R) sind genau die Längenkreise in S. Die Bilder ψ(R)

sind genau die projektiven Geraden durch 1 in P3(R).
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(iii) ψ̃ parametrisiert den Längenkreis durch ein konstantes Vielfaches der

Bogenlänge, nämlich l(ψ̃[0, t]) = 1
2ω(ψ)t.

(iv) Der Längenkreis ψ̃(R) schneidet den Äquator S in den beiden Punkten

(̃± π/ω(ψ)), und π/ω(ψ) ist das kleinste positive t mit ψ̃(t) ∈ S2.

(v) Die Drehachse Fixψ von ψ ist der Durchschnitt der Äquatorebene mit

der Ebene durch den Längenkreis R̃.

(vi) Die Winkelgeschwindigkeit von ψ ist der Vektor w = ω(ψ)ψ̃(π/ω(ψ)).

Die Propositionen 13.125 und 13.124 enthalten im Prinzip eine Bestimmung

aller einparametrigen Untergruppen von I(n,R). Sie zeigen insbesondere,

dass jede einparametrige Untergruppe ϕ : R → I(n,R) nicht nur stetig,

sondern sogar differenzierbar ist. Deswegen kann man der differenzierbar

parametrisierten Kurve ϕ in I(n,R) den Tangentialvektor ϕ̇(0) zuordnen.

Dies ist ein Tangentialvektor an die Mannigfaltigkeit I(n,R) im Punkte 1 ∈
I(n,R). Der Tangentialraum von I(n,R) im Punkte 1 ist per definitionem die

Liealgebra i(n,R) von I(n,R). Stellt man I(n,R) wie früher als Untergruppe

von GL(n+1,R) dar, dann wird i(n,R) eine Lie-Unteralgebra der Liealgebra

gl(n+1,R) =M((n+1)×(n+1),R) mit der Lieklammer [A,B] = AB−BA,

und zwar

i(n,R) =

{[
X v

0 0

]
∈ gl(n+ 1,R) | tX = −X

}
.

Dabei bilden die antisymmetrischen n × n–Matrizen gerade die Liealgebra

so(n,R) von SO(n,R), also:

so(n,R) = {X ∈ M(n× n,R) | tX = −X}.

Jeder einparametrigen Untergruppe ϕ von I(n,R) bzw. von O(n,R) ist also

ein Element Xϕ = ϕ̇(0) aus i(n,R) bzw. aus so(n,R) zugeordnet. Umgekehrt

gehört zu jedem Element X ∈ i(n,R) bzw. X ∈so(n,R) eine einparametrige

Untergruppe ϕX von I(n,R) bzw. O(n,R), nämlich

ϕX(t) := exp (tX)
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Aus den Sätzen 11.56 und 12.71 folgt, dass diese Zuordnungen zueinander

invers sind.

Proposition 13.132

Die Zuordnungen X 7→ ϕX und ϕ 7→ Xϕ definieren zueinander inverse

bijektive Abbildungen zwischen den Liealgebren i(n,R) bzw. so(n,R) und

den Mengen der einparametrigen Untergruppen von I(n,R) bzw. SO(n,R).

Die Liegruppen I(n,R) bzw. O(n,R) operieren auf ihren jeweiligen Liealge-

bren durch Konjugation. Dabei überführt die Matrix A aus der Gruppe die

MatrixX aus der Liealgebra in die Matrix AXA−1 aus der Liealgebra. Dieser

Operation entspricht natürlich die Operation der Gruppe auf der Menge ih-

rer einparametrigen Untergruppen durch Konjugation:XAXA−1 = AXϕA
−1.

Dadurch wird das Problem der Klassifikation der einparametrigen Unter-

gruppen von I(n,R) zu einem Klassifikationsproblem für die Orbits der

”
adjungierten Darstellung“, d.h. der Operation von I(n,R) auf i(n,R) durch

Konjugation.

Dieses Problem kann man nun ganz ähnlich behandeln wie vorher das Pro-

blem der Klassifikation der Orbits der Operation von I(n,R) auf sich selbst

durch Konjugation. Das neue Problem ist sogar, wie wir sehen werden, noch

etwas einfacher, weil wir es jetzt mit einer linearen Darstellung von I(n,R)

zu tun haben. Das Klassifikationsproblem wird wieder in zwei Schritten

gelöst. Man zerlegt i(n,R) zunächst in Strata mit gleichem Orbittyp, wobei

Elemente von i(n,R) gleichen Orbittyp haben, wenn ihre Isotropiegruppen

in I(n,R) konjugiert sind. Anschließend zerlegt man die Strata in I(n,R)-

Orbits. Die Menge der I(n,R)-Orbits kann man dann durch die Punkte eines

”
Modulraums“ in geeigneter Weise stetig parametrisieren und das Stratum

selbst als Faserbündel über diesem Modulraum mit dem typischen Orbit als

Faser darstellen. Dabei gewinnt man die Moduln aus der kanonischen Zerle-

gung der einparametrigen Gruppen. Dieser kanonischen Zerlegung entspricht

dabei in der Liealgebra genau die additive Jordanzerlegung.

Proposition 13.133

Hat X ∈ i(n,R) die additive Jordanzerlegung X = Xs + Xn in halbein-

fachen Anteil Xs und nilpotenten Anteil Xn, dann hat die zugehörige ein-



264 Die Klassifikation der Isometrien

parametrige Untergruppe ϕX von I(n,R) die kanonische Zerlegung in die

Translationskomponente τ = ϕXn und die Rotationskomponente ψ = ϕXs .

Wir führen dieses Programm für die Klassifikation der einparametrigen Un-

tergruppen von I(n,R) jetzt für n = 3 aus, während wir die Fälle n = 1

und n = 2 dem Leser überlassen. Das Besondere am Fall n = 3 besteht

aus dieser Sicht darin, dass man so(3,R) mit R3 identifizieren kann, also die

Liealgebra von SO(3,R) mit dem Raum R3, auf dem die Gruppe SO(3,R)

operiert. Für ζ = (ζ1, ζ2, ζ3) ∈ R3 definieren wir (vgl. Aufgabe 42 zu §10):

x(ζ) :=

 0 −ζ3 ζ2

ζ3 0 −ζ1

−ζ2 ζ1 0

 ∈ so(3,R)

Dann gilt X(ζ × η) = [X(ζ), X(η)]. Die Zuordnung ζ 7→ X(ζ) definiert

also einen Isomorphismus von Liealgebren R3 → so(3,R), wenn wir die

Lieklammer für ζ, η ∈ R3 durch [ζ, η] := ζ × η definieren. Ferner gilt

X(ζ) · η = [ζ, η] für das Produkt der Matrix X(ζ) mit dem Spaltenvek-

tor η, und für A ∈ O(3,R) gilt AX(ζ)A−1 = X(detA · Aζ). Nunmehr ist

klar, was die Bedeutung der oben definierten Winkelgeschwindigkeit ist.

Proposition 13.134

Für jede Drehbewegung ψ : R→ SO(3,R) sei w(ψ) die Winkelgeschwindig-

keit, und für ψ ≡ 1 sei w(ψ) = 0. Für X ∈ so(3,R) sei ψX die zugehöri-

ge einparametrige Untergruppe von SO(3,R), also ψX(t) = exp (tX). Für

ζ ∈ R3 sei X(ζ) ∈ so(3,R) wie oben definiert. Dann gilt: Die Zuordnungen

ζ 7→ X(ζ) und X 7→ w(ψX) definieren zueinander inverse Isomorphismen

von Liealgebren

R3
∼=
� SO(3,R)

Wir wenden uns nunmehr den einparametrigen Untergruppen von I(3,R) zu,

also den Elementen von i(3,R). Diese Liealgebra können wir folgendermaßen

beschreiben. Auf R3 × R3 definieren wir eine Lieklammer wie folgt:

[(ζ, v), (η, w)] := (ζ × η, ζ × w,−η × v).
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Wir ordnen der Matrix (η, v) ∈ R3 × R3 die folgende Matrix X(ζ, v) ∈
i(3,R) ⊂ gl(4,R) zu:

X(ζ, v) :=

[
X(ζ) v

0 0

]
Die Zuordnung definiert einen Isomorphismus von Liealgebren:

R3 × R3 ∼=→ i(3,R)

Die additive Jordanzerlegung, die ja nach 13.133 der kanonischen Zerlegung

der einparametrigen Untergruppen entspricht, können wir in R3 × R3 wie

folgt beschreiben.

(ζ, v)s = (ζ, v − 〈v,ζ〉〈ζ,ζ〉ζ) (0, v)s = (0, 0)

(ζ, v)n = (0, 〈v,ζ〉〈ζ,ζ〉ζ) (0, vn) = (0, v)

für ζ 6= 0. für ζ = 0.

Man sieht: Die additive Jordanzerlegung und damit auch die kanonische

Zerlegung einparametriger Untergruppen ist für ζ lim 0 ebenfalls unstetig.

Die adjungierte Operation von I(3,R) auf i(3,R) lässt sich in R3 × R3 wie

folgt beschreiben. Für A ∈ O(3,R) und b ∈ R3 sei Ab(x) ∈ I(3,R) die

Transformation Ab(x) = Ax+ b. Dann gilt:

Ab(ζ, v)A−1
b = (detA ·Aζ,Av + detA ·X(b)Aζ).

Hieraus ergibt sich leicht die Zerlegung von i(3,R) = R3 × R3 in Strata

gleichen Orbittyps. Sie wird durch die Tabelle auf der folgenden Seite be-

schrieben, die in der Spalte Z die Isotropiegruppen zeigt.

Ein Vergleich mit der Tabelle auf Seite 240 zu Satz 13.123 zeigt: Die Iso-

tropiegruppen der Strata in i(3,R) sind die gleichen wie die Zentralisatoren

der Strata IZ ⊂ i(3,R) mit 1 ∈ IZ . Für das entsprechende Stratum CZ von

i(3,R) gilt exp(CZ) = IZ . Insbesondere wird der Kegel

Cr = {(ζ, v) ∈ R3 × R3 | 〈ζ, v〉 = 0}
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STRATUM Z BEWEGUNGS-TYP

C1 := {(0, 0)} I(3) Identität

Ct := {(0, v) ∈ R3 × R3 | v 6= 0} I(1)+ × I(2) Translationsbewegung

Cr := {(ζ, v) ∈ R3 × R3 | 〈ζ, v〉 = 0, ζ 6= 0} I(1)×U(1) Rotationsbewegung

Cs := {(ζ, v) ∈ R3 × R3 | 〈ζ, v〉 6= 0} I(1)+ ×U(1) Schraubenbewegung

durch die Exponentialabbildung auf den Abschluss IZ des Stratums der

Drehungen abgebildet, den wir oben in Bemerkung 5 untersucht haben.

Wir wenden uns jetzt der Aufgabe zu, für jedes der vier Strata die Orbits in

diesem Stratum durch einen
”
Modul“ zu parametrisieren und die Elemente

in einem Orbit durch einen
”
orbitalen“ Parameter. Dazu gehört die Be-

schreibung des Wertebereichs des
”
Moduls“, den wir

”
Modulraum“ nennen,

und die Beschreibung des typischen Orbits als Wertebereich des
”
orbitalen

Parameters“.

Translationsbewegungen:

Jede Translationsbewegung τ ist durch ihre Geschwindigkeit v(τ) ∈ R3 \
{0} eindeutig bestimmt. Der Modul ist ‖v(τ)‖, der Modulraum R+, die

Menge der positiven reellen Zahlen. Der typische Orbit ist S2, der orbitale

Parameter v(τ)/ ‖v(τ)‖. Zu (0, v) ∈ Ct gehört die Translationsbewegung mit

der Geschwindigkeit v.

Rotationsbewegungen:

ψ : R → I(3,R) sei eine Rotationsbewegung. Durch Komposition mit dem

kanonischen Homomorphismus λ : I(3,R)→ O(3,R) erhält man eine einpa-

rametrige Untergruppe λ · ψ von SO(3,R). Diese ist durch ihre Winkelge-

schwindigkeit w(λ · ψ) eindeutig bestimmt. Wir definieren: Die Winkelge-

schwindigkeit von ψ ist w(ψ) := w(λ ·ψ) ∈ R3 \ {0}. Die Winkelgeschwin-

digkeit der zu (ζ, w) ∈ Cr gehörigen Rotationsbewegung ψ ist w(ψ) = ζ.

Als Modul benutzen wir den Betrag der Winkelgeschwindigkeit ω(ψ) =

‖w(ψ)‖. Der Modulraum ist R+. Der Vektor w(ψ) ist eine Basis von
→

Fix ψ

und definiert daher eine Orientierung der affinen Geraden Fix ψ. Wir be-

zeichnen diese orientierte Drehachse mit Fix ψ ↑. Sie ist der orbitale
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Parameter. Ihr Wertebereich – der typische Orbit – ist die Menge aller ori-

entierten affinen Geraden in R3. Diese Menge kann man mit dem Tangen-

tialbündel der 2-Sphäre T (S2) identifizieren. T (S2) → S2 ist ein nicht-

triviales Vektorraumbündel mit Basisraum S2 und typischer Faser R2.

Der Totalraum ist der Folgende:

T (S2) = {(ζ, v) ∈ R3 × R3 | ‖ζ‖ = 1, 〈ζ, v〉 = 0}.

Die Zuordnung (ζ, v) 7→ v+Rζ definiert eine bijektive Abbildung von T (S2)

auf die Menge der orientierten affinen Geraden in R3, durch die wir T (S2)

mit der Menge dieser Geraden identifizieren. Der zu (ζ, v)′inCr gehörige

orbitale Parameter ist:

Fix ψ ↑=
(

ζ

‖ζ‖ ,
ζ × v
〈ζ, ζ〉

)
∈ T (S2)

Schraubenbewegungen:

Eine Schraubenbewegung ϕ = τψ = ψτ mit Translationskomponente τ und

Rotationskomponente ψ ist natürlich durch v(τ), ω(ψ) und Fix ψ ↑ eindeu-

tig bestimmt. Die Angabe dieser Daten ist jedoch redundant, da v(τ) und

w(ψ) beide den Translationsvektorraum von Fix ψ erzeugen. Wir setzen

ε = +1, wenn beide die gleiche Orientierung von Fix ψ repräsentieren, und

ε = −1, wenn sie entgegengesetzte Orientierungen repräsentieren. Das Stra-

tum Cs = R3 × R3 − Cr zerfällt in zwei Zusammenhangskomponenten, die

durch 〈ζ, v〉 > 0 und 〈ζ, v〉 < 0 beschrieben werden. Für 〈ζ, v〉 > 0 ist ε = 1,

für 〈ζ, v〉 < 0 ist ε = −1. Wir nennen die Schraubenbewegungen mit ε = 1

Rechtsschraubenbewegungen, die mit ε = −1 Linksschraubenbewe-

gungen. Als Modul wählen wir das Paar (ω(ψ), ‖v(τ)‖). Der zugehörige

Modulraum ist R+ × R+. Als orbitalen Parameter wählen wir (Fix ψ ↑, ε).
Der zugehörige typische Orbit ist T (S2)×{±1}. Durch diese Daten ist eine

Schraubenbewegung eindeutig bestimmt, und für die zu (ζ, v) ∈ Cs gehörige

Schraubenbewegung ϕ = τψ = ψτ lassen sich die Daten wie folgt berechnen:

Wir fassen unsere Ergebnisse zur Klassifikation der einparametrigen Unter-

gruppen von I(3,R) zusammen.
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Fix ψ ↑=
(

ζ
‖ζ‖ ,

ζ×v
〈ζ,ζ〉

)
∈ T (S2)

ω(ψ) = ‖ζ‖
‖v(τ)‖ − |〈ζ,v〉|‖ζ‖
ε = sign 〈ζ, v〉

Proposition 13.135

(i) Die einparametrigen Untergruppen von I(3,R) entsprechen bijektiv

den Elementen der Liealgebra i(3,R).

(ii) Bezüglich der adjungierten Operation von I(3,R) auf i(3,R) zerfällt

i(3,R) in 4 Strata gleichen Orbittyps: C1, Ct, Cr, Cs.

(iii) Diese Strata entsprechen den folgenden Typen von einparametrigen

Untergruppen: triviale Gruppe, Translationsbewegungen, Rotations-

bewegungen, Schraubenbewegungen.

(iv) Jedem Stratum C1, Ct, Cr, Cs von i(3,R) entspricht ein Z-Stratum

I(3,R)Z von I(3,R) und zwar so, dass die Konjugationsklasse der Iso-

tropiegruppen des Stratums von i(3,R) gleich der Konjugationsklasse

der Zentralisatoren des Stratums von I(3,R) ist.

(v) Die Zahlen κ, λ, µ, ν, die für die Z-Strata von I(n,R) definiert wurden,

haben für die 4 entsprechenden Strata von i(3,R) die gleiche Bedeu-

tung: κ ist die Zahl der Zusammenhangskomponenten des Stratums, λ

die Dimension des typischen Orbits, µ die Dimension des Modulraumes

und ν die Dimension des Stratums.

(vi) In der beigefügten Tabelle sind für jedes Stratum der Typ der zugehöri-

gen Bewegungsgruppen, Modul, Modulraum, orbitaler Parameter und

typischer Orbit angegeben. Der Modul definiert einen Homöomorphis-

mus des zu dem Stratum C gehörigen Orbitraums auf den Modulraum,

der zu Rµ homöomorph ist. Das Paar aus Modul und orbitalem Para-

meter definiert einen analytischen Diffeomorphismus des Stratums auf

das kartesische Produkt von Modulraum und typischem Orbit.
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Typ Modul Modulraum orbitaler typischer

Parameter Orbit

C1 Identität 0 {0} 1 {1}
Ct Translationsbewegung ‖v(τ)‖ R+ v(τ)

‖v(τ)‖ S2

Cr Rotationsbewegung ω(ψ) R+ Fix ψ ↑ T (S2)

Cs Schraubenbewegung (ω(ψ), ‖v(τ)‖) R+ × R+ (Fix ψ ↑, ε) T (S2)× {±1}

Bemerkungen:

(1) Setzt man ω = 0 auf C1 und Ct sowie ‖v(τ)‖ = 0 auf C1 und Cr,

dann definiert (ω(ψ), ‖v(τ)‖) eine bijektive Abbildung des Orbitrau-

mes i(3,R)/ I(3,R) auf D = {(ω, v) ∈ R × R | ω ≥ 0, v ≥ 0}. Diese

Menge zerfällt in die Bilder Ci der Strata Ci, d.h. die Modulräume

wie in der Skizze auf der folgenden Seite dargestellt. Die bijektive

Abbildung i(3,R)/ I(3,R) → D ist jedoch nicht stetig, während die

Umkehrabbildung stetig ist. Sie induziert Homöomorphismen bei Be-

schränkung auf C1 ∪ Ct bzw. Cr ∪ Cs.

Ct Cs

C1 Cr

(2) Das Hauptorbitstratum Cs der Schraubenbewegungen ist offen und

dicht in i(3,R). Das Ausnahmestratum Cr der Drehbewegungen und

die singulären Strata C1 und Ct der trivialen Gruppe und der Trans-

lationsbewegungen liegen in der abgeschlossenen Hülle Cs von Cs. Mit

der nach Bemerkung (1) gebotenen Vorsicht kann man diese Bewegun-

gen deshalb alle als
”
Grenzfälle von Schraubenbewegungen“ auffassen.

(2) Die Exponentialabbildung exp : i(3,R) → I(3,R) ist surjektiv. Das

folgt z.B. aus den Sätzen 13.123 und 13.135. Zu jeder Isometrie
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ϕ0 ∈ I(3,R) existiert also eine – nicht eindeutig bestimmte – ein-

parametrige Untergruppe ϕ von I(3,R) und ein – durch ϕ und ϕ0

im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmter – Parameterwert t0 ∈ R
mit ϕ0 = ϕ(t0). Um Eindeutigkeit zu erzwingen, müsste man einen

Injektivitätsbereich für die Exponentialabbildung in i(3,R) auszeich-

nen. Das kann nicht ohne Künstlichkeiten ausgehen, und wir wollen es

deswegen gar nicht erst versuchen. Wir wollen aber die Surjektivität

der Exponentialabbildung als Satz festhalten, und zwar in einer ein

wenig altertümlichen Ausdrucksweise, die dem geometrischen Gehalt

und der Historie angemessen ist.

Satz 13.136

Jede Lageänderung im dreidimensionalen euklidischen Raum lässt sich

durch eine Schraubenbewegung herbeiführen oder durch einen Grenzfall von

Schraubenbewegungen.

Dieser Satz ist – wie ich bei Schoenflies gelesen habe – auf Giulio Mozzi

(1756) zurückzuführen, und er wurde 1830 von Chasles neu entdeckt (vgl.

dazu Giorgini, Memorie di mat. della soc. ital. delle Scienze, Modena 1836,

p.47). Ich finde es bemerkenswert, dass die allgemeinste unter den einfachen

Bewegungen, die Schraubenbewegung, so früh erkannt wurde, und dass man

erst sehr viel später die singuläre Rolle der Translationen begriffen hat,

von denen man heute beim analytischen Aufbau der euklidischen Geometrie

ausgeht.
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13.6 Kegelschnitte

Die einfachsten Kurven in der euklidischen Ebene sind – nach den Geraden

und Kreisen – die Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln. Die Griechen kannten

und untersuchten diese Kurven seit den Zeiten von Menaechmus, der

ein Schüler von Plato und Eudixus war und etwa in der Mitte des vierten

Jahrhunderts vor Christus lebte. Seine Arbeiten gingen verloren. Erhalten

geblieben sind jedoch die Untersuchungen von Archimedes über
”
Konoide

und Sphaeroide“, von Diocles
”
über Brennspiegel“ und von Apollonius

das
”
KΩNIKΩN“. Das Werk von Apollonius ist der krönende Abschluß

dieses Kapitels der griechischen Geometrie.

Die griechischen Mathematiker definierten Ellipsen, Hyperbeln und Para-

beln als Kegelschnitte. Schneidet man einen Kegel mit einer Ebene, die

nicht durch die Spitze des Kegels geht, dann ergibt sich als Schnittlinie je

nach Lage der Ebene eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel. Und

zwar ergibt sich eine Ellipse, wenn die zur schneidenden Ebene parallele

Ebene durch die Kegelspitze den Kegel nur in der Spitze trifft. Wenn

hingegen diese Parallelebene den Kegel in einem Paar von Geraden trifft,

ergibt sich als Schnittlinie eine Hyperbel. In dem noch übrig bleibenden

Grenzfall schließlich, in dem die Parallelebene durch die Spitze den Kegel in

einer Graden berührt, ergibt sich als Schnittlinie eine Parabel. Siehe hierzu

auch die Bilder auf der folgenden Seite.

Aus dieser einheitlichen räumlich-geometrischen Definition der drei Arten

von ebenen Kurven leiteten die Griechen alsbald für jede Art eine charak-

teristische Beziehung zwischen Bestimmungsgrößen für die Kurvenpunkte

ab, die σύµπτωµα genannt wurde, und die dann an Stelle der räumlichen

Definition zur Grundlage der weiteren Untersuchung der Eigenschaften

dieser Kurven wurde. Bei Apollonius wird diese charakteristische Beziehung

in den Sätzen 11, 12 und 13 von Buch I des Konikon formuliert, in denen

auch die Namen
”
Parabel“,

”
Hyperbel“ und

”
Ellipse“ eingeführt werden.

Die Erklärung dieser Namen findet man in den historischen Bemerkungen
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am Ende des Kapitels. Das Symptoma einer Kurve war eine Beziehung

zwischen variablen geometrischen Bestimmungsstücken für die Punkte der

Kurve – in heutiger Sprache: zwischen Abszissen und Ordinaten eines recht-

winkligen oder auch nicht rechtwinkligen Koordinatensystems. Außerdem

gingen in diese Beziehung aus der geometrischen Konstruktion gewonnene

Größen ein, die von Kurve zu Kurve variierten, aber für eine einzelne Kurve

konstant waren – die Parameter der Kurve. In heutiger Sprache würde

man sagen: Das Symptoma jeder der drei Kurvenfamilien war eine von

Parametern abhängende quadratische Gleichung für die ebenen cartesischen

Koordinaten der Kurvenpunkte.

In diesem Abschnitt wollen wir die Analoga der Kegelschnitte für beliebige

Dimensionen definieren. Diese Gebilde nennt man, weil sie durch quadra-

tische Gleichungen beschrieben werden, Quadriken. Unser Ziel ist die

Klassifikation dieser Quadriken, eine Klassifikation ähnlich der klassischen

Einteilung der Kegelschnitte in Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln. Dabei

verstehen wir diese Aufgabe unserem analytisch-geometrischen Standpunkt

gemäß so, dass wir eine geometrisch relevante Klassifikation der quadra-

tischen Gleichungen finden wollen. Die Klassifikation der quadratischen

Gleichungen werden wir aus immanenten analytischen Kriterien gewinnen.

Die geometrische Relevanz demonstrieren wir nur dadurch, dass wir für
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die Quadriken in der Ebene und im Raum Bilder für die Nullstellengebilde

der verschiedenen Typen quadratischer Gleichungen zeigen, soweit dies

geometrisch sinnvoll ist.

Die letztgenannte Einschränkung betrifft ein prinzipielles Problem der

reellen algebraischen Geometrie, das sich am besten durch einen Vergleich

mit der entsprechenden Situation in der komplexen algebraischen Geometrie

verdeutlichen lässt. Das Problem besteht darin, dass in der komplexen alge-

braischen Geometrie eine ganz enge Beziehung zwischen Gleichungen und

ihren Nullstellenmengen besteht, die durch den Hilbertschen Nullstellensatz

beschrieben wird, während in der reellen algebraischen Geometrie die Dinge

viel komplizierter liegen.

Um das zu sehen, betrachten wir den einfachsten Fall, die Geometrie in der

Dimension 1, also in der komplexen Geraden C bzw. auf der reellen Gera-

den R. Gegeben sei eine Menge von verschiedenen Punkten ξ1, . . . , ξk ∈ C
bzw. ξ1, . . . , ξk ∈ R. In beiden Fällen können wir diese Punktmenge als Null-

stellenmenge einer ganzrationalen Funktion f auf C bzw. auf R beschreiben,

die genau diese Punkte als Nullstellen hat, und zwar als einfache Nullstellen.

Denn f(x) = c(x−ξ1) · · · (x−ξk) ist eine solche Funktion. Im komplexen Fall

sind diese bis auf die Konstante c 6= 0 eindeutig bestimmten Funktionen die

einzigen derartigen Funktionen. Anders im reellen Fall: Ist g(x) irgendeine

reelle ganzrationale Funktion ohne reelle Nullstelle, z.B. g(x) = x2 +1, dann

ist h(x) = f(x) · g(x) eine ganz andere rationale Funktion mit der gleichen

Nullstellenmenge wie f .

Für die reellen Quadriken werden wir diese Problem später weitgehend

klären (Proposition 13.155). Vorläufig ziehen wir aus unserer simplen

Betrachtung den Schluss, dass im reellen Fall die Gleichungen mehr

Informationen enthalten als ihre Nullstellenmengen, und dass wir deswegen

lieber die quadratischen Funktionen selbst klassifizieren wollen.

Es ist bemerkenswert, dass die Griechen zur Definition von Ellipsen,

Hyperbeln und Parabeln nicht die Symptomata verwandten – also die
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algebraischen Gleichungen dieser Kurven in der Ebene – sondern die

räumlich-geometrische Kegelschnittkonstruktion. Es mag sein, dass der

historische Grund dafür der war, dass dem geometrischen Denken der

Griechen nur eine geometrische Definition gerechtfertigt erschien – dies ist

die These von Zeuthen in seinem klassischen Buch
”
Die Lehre von den

Kegelschnitten im Altertum“ [38]. Darüber hinaus aber entsprach dieser

Ansatz der griechischen Mathematiker im Prinzip vollkommen der Natur

der Sache, so wie wir sie heute sehen. Dies wird sich bei der im folgenden

entwickelten Klassifikation der höherdimensionalen Quadriken bestätigen.

Wir interpretieren zunächst die Kegelschnittkonstruktion in unserer

analytisch-geometrischen Sprache. Die in der Konstruktion benutzten Ke-

gel beschreiben wir als isotrope Kegel einer nicht entarteten quadratischen

Form q̂ auf einem dreidimensionalen Vektorraum W . Damit sich wirklich ein

Kegel im klassischen Sinn ergibt, muss die quadratische Form den Wittin-

dex 1 haben. Die isotropen Geraden der quadratischen Form sind dann die

erzeugenden Geraden des Kegels. Ihr gemeinsamer Schnittpunkt, die Spitze

des Kegels, ist der Nullpunkt des Vektorraumes. Die Ebene, mit welcher

der Kegel zum Schnitt gebracht wird, ist eine affine Ebene X ⊂ W , die

nicht durch den Nullpunkt geht. Für ihre Lage relativ zu dem Kegel gibt es

drei qualitativ verschiedene Möglichkeiten. Sie unterscheiden sich durch den

Typ der quadratischen Form q̄ = q̂|V , die durch Beschränkung von q̂ auf den

zu X parallelen 2-dimensionalen Vektorunterraum V ⊂ W entsteht. Diese

Form q̄ hat den Rand 2 oder 1. Wenn q̄ den Rang 1 hat, ist die Schnittlinie

von X mit dem Kegel eine Parabel. Wenn q̄ den Rang 2 hat, ist der Wit-

tindex von q̄ gleich 0 oder 1. Im ersten Fall ist die Schnittlinie von X mit

dem Kegel eine Ellipse, im zweiten Fall eine Hyperbel. In allen Fällen hat

die
”
quadratische Funktion“ q = q̂|X, die durch Beschränkung von q̂ auf

X entsteht, als Nullstellenmenge gerade den Kegelschnitt. Sie ist also das

analytische Analogon des Symptoma, und q(x) = 0 ist eine Gleichung des

Kegelschnitts.
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Nun kann ein und dieselbe Ellipse in einer Ebene X offenbar auf viele ver-

schiedene Weisen als Schnitt von X mit einem Kegel entstehen, und zwar

so, dass sich trotzdem jedesmal die gleiche quadratische Funktion q auf X

ergibt. Es ist deswegen sinnvoll, bei der Untersuchung der Kegelschnitte

von der quadratischen Funktion q auf X auszugehen, so wie die Griechen

ja auch das Symptoma zur Grundlage ihrer Untersuchung gemacht haben.

Als erste Aufgabe entsteht dann das Problem, für beliebige affine Räume X

quadratische Funktionen f auf X zu definieren und dann in Umkehrung der

obigen Konstruktion quadratische Formen f̂ und f̄ . Dieses Problem kann

man natürlich schlicht und einfach dadurch lösen, dass man auf X irgend-

welche affinen Koordinaten einführt und q als quadratische Funktion der Ko-

ordinaten beschreibt. Das ist konkret und nützlich, und Proposition 13.140

gibt eine solche Beschreibung. Ich halte es jedoch für richtiger, das Problem

ohne Benutzung von Koordinaten begrifflich zu analysieren. Die nachfolgen-

den Überlegungen hierzu ließen sich ohne weiteres für affine Räume über

Körpern der Charakteristik 6= 2 durchführen. Wir beschränken uns aber auf

reelle affine Räume, denn wir entwickeln ja die euklidische Geometrie.

Definition:

X sei ein n-dimensionaler reeller affiner Raum. Ferner sei W ein (n+ 1)-

dimensionaler reeller Vektorraum und A(W ) der zugehörige (n+ 1)-di-

mensionale affine Raum. Eine vektorielle Einbettung von X in W ist

eine Abbildung X → W , die einen Isomorphismus des affinen Raumes X

mit einem affinen Unterraum X ′ von A(W ) induziert, für den 0 /∈ X ′ gilt.

Wenn X → W eine vektorielle Einbettung ist, identifizieren wir X kano-

nisch mit seinem Bild, fassen also X als Teilmenge X ⊂ W auf, und wir

identifizieren den Translationsvektorraum von X mit dem zu X ⊂W paral-

lelen Untervektorraum V ⊂W , siehe die obere Abbildung auf der folgenden

Seite.

Beispiel:

Die vektorielle Standardeinbettung des affinen Standardraumes Rn ist

die Abbildung Rn → Rn+1, welche durch die Zuordnung (x1, . . . , xn) 7→
(x1, . . . , xn, 1) definiert wird.
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Proposition 13.137

Sind X →W ′ und X →W ′′ vektorielle Einbettungen eines affinen Raumes

X, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektorraumisomorphismus

W ′ →W ′′, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

W ′

∼=

��

X

==

!!
W ′′

Beweis:

Für den Translationsvektorraum V von X induzieren die beiden Ein-

bettungen Isomorphismen V → V ′ und V → V ′′ mit 1-codimensionalen

Untervektorräumen V ′ ⊂ W ′ bzw. V ′′ ⊂ W ′′. Dazu gehört ein eindeutig

bestimmter Isomorphismus V ′ → V ′′, so dass das folgende Diagramm

kommutiert:

V ′

∼=

��

V

∼=
>>

∼=   
V ′′



Kapitel 13.6 277

Man wähle ein x ∈ X. Die zugehörigen Vektoren x′ ∈ W ′ und x′′ ∈ W ′′

spannen Komplemente zu V ′ bzw. V ′′ auf. Der Isomorphismus V ′ → V ′′

erweitert sich daher eindeutig zu einem Vektorraumisomorphismus W ′ →
W ′′ mit x′ 7→ x′′. Dies ist der gesuchte Isomorphismus.

Korollar 13.138

X → W sein eine vektorielle Einbettung des affinen Raumes X in den

Vektorraum W , und es sei

STAB(X) = {ϕ ∈ GL(W ) | ϕ(X) = X}

die Stabilisatorgruppe von X in GL(W ). Dann definiert die Beschränkung

der ϕ ∈ STAB(X) auf X einen Isomorphismus der Stabilisatorgruppe auf

die affine Gruppe von X:

STAB(X)
∼=−→ GA(X)

Zusatz zu 13.138

Für die vektorielle Standardeinbettung des affinen Standardraumes Rn ist

der obige Isomorphismus gerade der schon früher eingeführte Isomorphismus

der affinen Standardgruppe A(n,R) mit der Untergruppe der Blockmatrizen

in GL(n+ 1,R) von der folgenden Gestalt:

A a

0 1
A ∈ GL(n,R), a ∈ Rn.

Proposition 13.139

X → W sei eine vektoriellen Einbettung des affinen Raumes X in den

Vektorraum W und V ⊂ W der Translationsvektorraum von X. Es sei f̂

eine quadratische Form auf W , und es seien f und f̄ die Beschränkungen

f = f̂ |X und f̄ = f̂ |V . Dann gilt:

(i) f̂ ist durch f und die Einbettung X ⊂W eindeutig bestimmt.

(ii) f̂ hängt funktoriell von der vektoriellen Einbettung ab. Das heißt fol-

gendes: Sind X ⊂ W ′ und X ⊂ W ′′ vektorielle Einbettungen und f̂ ′
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bzw. f̂ ′′ quadratische Formen auf W ′ bzw. W ′′ mit f̂ ′|X = f̂ ′′|X und

ist ϕ : W ′ →W ′′ der kanonische Isomorphismus, dann gilt f̂ ′ = f̂ ′′ ◦ϕ.

(iii) Die quadratische Form f̄ auf V ist durch die Funktion f : X → R
eindeutig bestimmt.

Beweis:

(iii) Für v ∈ V und ein beliebig gewähltes x0 ∈ X gilt

2f̄(v) = f(x0 + 2v)− 2f(x0 + v) + f(x0).

(i) Für w ∈W \ V gilt w = tx mit x ∈ X und t ∈ R, also f̂(w) = t2f(x).

Daraus und aus (iii) folgt die Behauptung.

(ii) Dies folgt trivial aus (i).

Definition:

X sei ein reeller affiner Raum mit Translationsvektorraum V . Eine qua-

dratische Funktion auf X ist eine reellwertige Funktion f : X → R, für

die es eine vektorielle Einbettung X ↪→ W und eine quadratische Form f̂

auf W mit f̂ |X = f gibt. Die Form f̂ heißt die Homogenisierung von

f bezüglich der vektoriellen Einbettung X ↪→ W . Die durch f eindeutig

bestimmte quadratische Form f̄ = f̂ |V auf V heißt der Hauptteil von f .

Proposition 13.140

Die quadratischen Funktionen auf dem affinen Standardraum Rn sind die

Funktionen, die in der folgenden Form darstellbar sind:

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i,j=1

aijxixj + 2

n∑
k=1

bkxk + c

Dabei ist A = (aij) eine reelle symmetrische n×n-Matrix, b = (b1, . . . , bn) ∈
Rn ein reeller Spaltenvektor und c ∈ R eine Konstante. Diese Darstellung

von f ist eindeutig. A ist die Matrix des Hauptteils f̄ . Die Matrix der Homo-

genisierung f̂ bezüglich der vektoriellen Standardeinbettung ist die folgende

Matrix:



Kapitel 13.6 279

A b
tb c

A ∈ GL(n,R).

Beweis: trivial.

Bemerkung:

Mit dieser Darstellung haben wir wieder einmal die historische Entwick-

lung auf den Kopf gestellt. Natürlich waren für Euler die quadratischen

Funktionen gerade so wie in der obigen Proposition definiert. Die homoge-

ne Beschreibung kam erst später, bei O. Hesse 1844 und bei dem Bonner

Mathematiker Julius Plücker in seinem wichtigen Werk
”
System der Geome-

trie des Raumes in neuer analytischer Behandlungsweise, insbesondere die

Theorie der Flächen zweiter Ordnung und Classe enthaltend“, Düsseldorf

1846 [28].

Proposition 13.139 zeigt, dass man die quadratischen Funktionen f auf

einem affinen Raum X nach Wahl einer vektoriellen Einbettung X ⊂ W

eindeutig durch die quadratischen Formen f̂ auf W beschreiben kann, und

dass diese Beschreibung im Wesentlichen unabhängig von der Wahl der

vektoriellen Einbettung ist. Allerdings ist diese Beschreibung eben doch

nicht ganz unabhängig von Wahlen, weil ja eben eine vektorielle Einbettung

gewählt werden muss. Es ist deshalb um der begrifflichen Klarheit willen

wünschenswert, eine nur vom affinen Raum X abhängende kanonische

vektorielle Einbettung X ⊂ X̂ zu konstruieren.

Wir konstruieren jetzt für jeden affinen Raum X eine solche Einbettung

X ⊂ X̂. Dazu betrachten wir in der affinen Gruppe GA(X) die Untergruppe

G(X) derjenigen Affinitäten φ von X, deren linearer Anteil λ(ϕ) im Zentrum

Z(GL(V )) der linearen Gruppe des Translationsvektorraumes V von X liegt,

also:

G(X) = {ϕ ∈ GA(X) | λ(ϕ) ∈ Z(GL(V ))}.

Wenn X der affine Standardraum Rn ist und GA(X) durch die Standard-

darstellung wie im Zusatz zu 13.138 als Untergruppe von GL(n+ 1,R) dar-
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gestellt wird, ist G(X) die Gruppe der Matrizen von der folgenden Gestalt:

z · · · 0 x1

...
. . .

...
...

0 · · · z xn

0 · · · 0 1

z ∈ R∗, (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

G(X) ist das semidirekte Produkt der zu Rn isomorphen Translationsgruppe

T(X) ⊂ GA(X) und der zu R∗ isomorphen Untergruppe der Homothetien

mit einem beliebig gewählten festen Zentrum. Die Menge G(X) \ T (X) ist

gerade die Menge aller nichttrivialen Homothetien von X.

Nun betrachten wir die Liealgebra X̂ von G(X). Für X = Rn ist dies,

bezogen auf die Standarddarstellung von A(n,R) in GL(n+1,R), die Liesche

Unteralgebra in der Liealgebra aller (n+ 1)× (n+ 1)-Matrizen, die aus allen

Matrizen der folgenden Gestalt besteht:

x · · · 0 x1

...
. . .

...
...

0 · · · x xn

0 · · · 0 0

x ∈ R, (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Die Exponentialabbildung ist eine bijektive Abbildung

exp : X̂ → G(X).

Das kann man leicht nachrechnen, indem man X = Rn setzt. Der Trans-

lationsvektorraum V identifiziert sich kanonisch mit der Liealgebra von

T(X) ⊂ G(X), und die Exponentialabbildung induziert einen Isomorphis-

mus

exp : V → T(X)

der additiven Gruppe von V auf die Gruppe T(X). Für X = Rn ist dies die

Zuordnung
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0 · · · 0 x1

...
. . .

...
...

0 · · · 0 xn

0 · · · 0 0

7−→

1 · · · 0 x1

...
. . .

...
...

0 · · · 1 xn

0 · · · 0 1

.

Das Komplement X̂ \V wird durch exp bijektiv auf die Menge G(X)\T(X)

der nichttrivialen Homothetien von X abgebildet. Für X = Rn ist dies die

folgende Zuordnung:

x · · · 0 x1

...
. . .

...
...

0 · · · x xn

0 · · · 0 0

7−→

ex · · · 0 x′1
...

. . .
...

...

0 · · · ex x′n

0 · · · 0 1

x 6= 0

mit x′i = ex−1
x xi. Die rechts stehende Matrix beschreibt die Homothetie von

Rn mit Zentrum −x−1(x1, . . . , xn) und mit Ähnlichkeitsverhältnis ex. Das

Urbild der Menge aller Homothetien mit einem fest gewählten Ähnlichkeits-

verhältnis ex = c ist also ein affiner Unterraum der Liealgebra X̂, und man

hat einen kanonischen Isomorphismus dieses affinen Unterraumes auf den

affinen Raum X, indem man jedem Element y aus diesem Unterraum das

Zentrum der entsprechenden Homothetie Fix(exp(y)) zuordnet. Zu jedem

Ähnlichkeitsverhältnis c 6= 1 haben wir damit eine vektorielle Einbettung

X → X̂ konstruiert, die nur von X und c abhängt. Für X = Rn wird diese

Einbettung besonders einfach für das Ähnlichkeitsverhältnis c = e−1, denn

sie ist dann die Abbildung Rn → R̂n, die durch die folgende Zuordnung

definiert wird:

(x1, . . . , xn) 7−→

−1 · · · 0 x1

...
. . .

...
...

0 · · · −1 xn

0 · · · 0 0

.

Damit kommen wir schließlich zu der folgenden
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Definition:

X sei ein reeller affiner Raum, und X̂ die Liealgebra der aus allen Translatio-

nen und Homothetien bestehenden Untergruppe G(X) der affinen Gruppe

GA(X). Bezüglich der Exponentialabbildung exp : X̂ → G(X) ist das Ur-

bild der Menge aller Homothetien mit Ähnlichkeitsverhältnis 1
e ein affiner

Unterraum Y ⊂ X̂, und die Zuordnung y 7→ Fix(exp(y)) ∈ X definiert einen

Isomorphismus von affinen Räumen Y → X. Sein Inverses ist eine vektorielle

Einbettung X → X̂. Dies ist die kanonische vektorielle Einbettung von

X. Sie identifiziert den Translationsvektorraum V von X mit der zur Trans-

lationsgruppe T(X) ⊂ G(X) zugehörigen Lieschen Unteralgebra von X̂.

Da wir jetzt eine kanonische vektorielle Einbettung X 7→ X̂ zur Verfügung

haben, können wir auch die Homogenisierung quadratischer Funktionen auf

X kanonisch vollziehen.

Definition:

X sei ein affiner Raum, V sein Translationsvektorraum und X ⊂ X̂ die

kanonische vektorielle Einbettung. Ist dann f eine quadratische Funktion

auf X und f̂ die eindeutig bestimmte quadratische Form auf X̂ mit der

Beschränkung f̂ |X = f , so heißt f̂ die kanonische Homogenisierung

von f . Der Hauptteil von f ist die Beschränkung f̄ = f̂ |V = f .

Notation:

Die Bezeichnungen X, X̂, V , sowie f, f̂ , f̄ behalten wir in diesem ganzen

Kapitel 13.6 bei, und wir verwenden stets die folgenden Bezeichnungen für

die Räume der quadratischen Funktionen bzw. Formen auf X bzw. X̂ und

V :

Q(X) := {f | f quadratische Funktion auf X}
Q(X̂) := {f̂ | f̂ quadratische Form auf X̂}
Q(V ) := {f̄ | f̄ quadratische Form auf V }.

Wir haben ein kanonisches kommutatives Diagramm von Abbildungen:



Kapitel 13.6 283

Q(X)

##

// Q(X̂)

{{
Q(V )

Es ist durch die folgenden Zuordnungen definiert:

f
{

��

� // f̂C

��
f̄

Die Homogenisierungsabbildung f 7→ f̂ ist bijektiv. Die Umkehrabbildung

ist f̂ 7→ f̂ |X.

Wir führen jetzt verschiedene Äquivalenzrelationen für quadratische Funk-

tionen ein, die wir der Klassifikation zugrunde legen wollen.

Definition:
(i) X sein ein affiner Raum. Die affine Gruppe GA(X) operiert von rechts

auf dem Vektorraum Q(X) der quadratischen Funktionen f durch f 7→
f ◦ ϕ für ϕ ∈ GA(X). Quadratische Funktionen im gleichen Orbit

heißen affin rechtsäquivalent.

(ii) X sei ein euklidischer affiner Raum. Die Isometriegruppe I(X) ⊂
GA(X) operiert auf Q(X). Quadratische Funktionen im gleichen Orbit

heißen affin-euklidisch rechtsäquivalent.

Die gerade eingeführten Äquivalenzrelationen für quadratische Funktionen

sind sehr naheliegend, aber sie sind durchaus nicht die einzig sinnvollen

Äquivalenzrelationen. Fasst man beispielsweise die quadratischen Funk-

tionen als Abbildungen f : X → R des affinen Raumes X in den affinen

Raum R auf, dann ist es sinnvoll, die affine Gruppe A(1,R) von links auf

Q(X) operieren zu lassen, und zwar durch f 7→ ψ ◦ f für ψ ∈ A(1,R).

Elemente im gleichen Orbit dieser Operation heißen affin linksäquivalent.

Schließlich nennt man f, f ′ ∈ Q(X) affin rechts-links-äquivalent, wenn

es ϕ ∈ GA(X) und ψ ∈ A(1,R) gibt, so dass f ′ = ψ ◦ f ◦ ϕ gilt.
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Die Rechts-Links-Äquivalenz ist angemessen für die Klassifikation von Funk-

tionen. Sie ist jedoch nicht mehr angemessen, wenn man die Nullstellenmen-

gen der Funktionen untersuchen will, wie wir das ja gerade beabsichtigen.

Denn die Funktionen f(x) und cf(x) + d mit c ∈ R∗ und d ∈ R haben im

Allgemeinen nur für d = 0 die gleiche Nullstellenmenge. Die führt dazu, bei

der Operation von links nicht die ganze Gruppe A(1,R) zuzulassen, sondern

nur die lineare Gruppe GL(1,R) = R∗. Damit kommen wir schließlich zu

der folgenden

Definition:

X sei ein affiner Raum. Die Gruppe R∗ × GA(X) operiert von rechts auf

dem Vektorraum Q(X) der quadratischen Funktionen durch f 7→ cf ◦ϕ für

c ∈ R∗ und ϕ ∈ GA(X). Ist X ein euklidischer affiner Raum, dann wird eine

Operation von R∗ × I(X) induziert.

(i) Quadratische Funktionen auf X heißen affin äquivalent, wenn sie im

gleichen Orbit von R∗ ×GA(X) liegen.

(ii) Quadratische Funktionen auf X heißen affin-euklidisch äquivalent,

wenn sie im gleichen Orbit von R∗ × I(X) liegen.

Unser Ziel ist die Beschreibung der zugehörigen Mengen von Äquivalenzklas-

sen, d.h. der Orbiträume Q(X)/ (R∗ ×GA(X)) bzw. Q(X)/ (R∗ × I(X)),

wobei wir uns über die Art der Beschreibung noch werden Gedanken ma-

chen müssen. Wir können diese Aufgabe auch so auffassen, dass wir zunächst

einen Quotienten von R∗ bilden, darauf GA(X) bzw. I(X) operieren lassen

und dann Quotienten bezüglich dieser Operation bilden. Aber die Operati-

on von R∗ auf einem reellen Vektorraum durch skalare Multiplikation hat

keinen vernünftigen Quotienten. Hingegen erhält man einen sehr schönen

Orbitraum, nämlich einen projektiven Raum, wenn man den Nullpunkt ent-

fernt und dann durch R∗ teilt. Dies führt uns zunächst einmal dazu, den

projektiven Raum PQ(X) = (Q(X) \ {0}) /R∗ zu betrachten. Zusätzlich

wollen wir aber auch für die Hauptteile f̄ der quadratischen Funktionen zu

Restklassen modulo R∗ übergehen und auch dabei den projektiven Raum

PQ(V ) = (Q(V ) \ {0}) /R∗ betrachten. Daher muss man nicht nur f 6= 0
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voraussetzen, sondern f̄ 6= 0. Schlicht und einfach: Die quadratischen Funk-

tionen f auf X sollen wirklich quadratisch sein und nicht etwa linear oder

konstant.

Definition:

X sei ein affiner Raum, Q(X) der Vektorraum der quadratischen Funktio-

nen auf X, und Q̃(X) sei die wie folgt definierte Teilmenge des projektiven

Raumes PQ(X):

Q(X)∗ = {f ∈ Q(X) | f̄ 6= 0}.
Q̃(X) = Q(X)/R∗.

Ein Element von Q̃(X) heißt eine affine Quadrik in X.

Definition:

Die kanonische Operation der affinen Gruppe GA(X) eines affinen Raumes

X bzw. der Isometriegruppe I(X) eines euklidischen affinen Raumes auf

Q(X) induziert eine Operation auf Q̃(X). Zwei affine Quadriken heißen affin

äquivalent bzw. affin-euklidisch äquivalent, wenn sie im gleichen Orbit

von GA(X) bzw. I(X) liegen.

Proposition 13.141

Die Restklassenabbildung Q(X)∗ → Q̃(X) induziert kanonische bijektive

Abbildungen

Q(X)∗/ (R∗ ×GA(X)) → Q̃(X)/GA(X)

Q(X)∗/ (R∗ × I(X)) → Q̃(X)/ I(X).

Beweis: trivial.

Die Klassifikation von Quadriken bis auf affine Äquivalenz ist also im We-

sentlichen das gleiche wie die Klassifikation der quadratischen Funktio-

nen bis auf affine Äquivalenz. Da nun aber die Gruppen R∗ und GA(X)

in R∗ × GA(X) kommutieren, kann man die Reihenfolge der Quotienten-

bildung auch umkehren, d.h. zuerst die Orbiträume Q(X)∗/GA(X) bzw.
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Q(X)∗/I(X) bestimmen und dann zu Restklassen modulo R∗ übergehen.

Diese Vorgehen ist übersichtlicher, und wir werden daher nachher zuerst die

Rechts-Äquivalenzklassen quadratischer Funktionen bestimmen.

Mit diesen – zugegebenermaßen recht zahlreichen – Definitionen haben wir

einen adäquaten begrifflichen Rahmen geschaffen, um die Klassifikation der

quadratischen Funktionen auf einem reellen affinen Raum auf die Klassifi-

kation der reellen quadratischen Formen zu reduzieren, die wir in § II.12

ausgeführt haben. Wir erinnern daran, dass wir dort für eine reelle quadra-

tische Form q auf einem Vektorraum V die folgenden Invarianten eingeführt

haben.

r(q) = rang(q)

i(q) = max{dimU | q|U = 0} = Wittindex von q

n+(q) = max{dimU | q|U positiv definit}
n−(q) = max{dimU | q|U negativ definit}
n0(q) = dimV >V

rad q = V >V .

Im Folgenden haben wir gleichzeitig die quadratischen Formen f̂ auf X̂ und

f̄ auf V zu betrachten. Die zugehörigen Bilinearformen bezeichnen wir mit

bf̂ bzw. bf̄ oder, falls keine Verwechslung zu befürchten ist, mit 〈·, ·〉. Die

zugehörigen Orthogonalitätsrelation bezeichnen wir mit ⊥. Bei der Betrach-

tung von Unterräumen U ⊂ X̂ bezeichnet U⊥ das orthogonale Komplement

in X̂ bezüglich f̂ , soweit nichts anderes festgelegt wird. Dies gilt auch dann,

wenn U ⊂ V ⊂ X̂ gilt. U1⊥U2 bezeichnet die orthogonale direkte Summe

von U1 und U2.
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Lemma 13.142

Für jede quadratische Funktion f auf einem affinen Raum X mit Trans-

lationsvektorraum V gelten die beiden folgenden alternativen Ketten von

Äquivalenzen:

V ⊥ 6⊂ V ⇔ radf̂ ⊆ radf̂ ⇔ r(f̂) ≤ r(f̄) + 1

V ⊥ ⊂ V ⇔ radf̂ ( radf̂ ⇔ r(f̂) > r(f̄) + 1

Beweis:

Es genügt, alle Implikationen in der Richtung
”
⇒“ zu beweisen. Diese sind

trivial bis auf die erste Implikation der zweiten Zeile, die wir wie folgt be-

weisen: Offensichtlich gilt radf̂ = X̂⊥ ⊂ V ⊥ = radf̄ , letzteres wegen der

Voraussetzung V ⊥ ⊂ V . Wäre radf̂ = radf̄ , dann würde für ein Komple-

ment V̄ von radf̄ in V gelten: X ∩ V ⊥ = X ∩ V̄ ⊥ 6= ∅ im Widerspruch zu

V ⊥ ⊂ V .

Proposition 13.143

f sei eine quadratische Funktion auf X mit Hauptteil f̄ und kanonischer

Homogenisierung f̂ . Dann besteht zwischen den quadratischen Formen f̂

auf X̂ und f̄ auf V eine der beiden folgenden Beziehungen.

(i) Wenn r(f̂) ≤ r(f̄) + 1, gilt

(a) X ∩ V ⊥ 6= ∅

(b) f |X ∩ V ⊥ ≡ c, c ∈ R

(c) ∀e ∈ X ∩ V ⊥ : X̂ = V⊥R e und f̂(e) = c.

(ii) Wenn r(f̂) > r(f̄) + 1, gilt

(a) radf̄ \ radf̂ 6= ∅.

(b) Für alle e1 ∈ radf̄ \ radf̂ existiert ein e2 ∈ X mit den folgenden

Eigenschaften:
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(α) U := Re1 ⊕Re2 ist eine hyperbolische Ebene in X̂ bezüglich

f̂ , d.h. es gibt ein reelles b 6= 0, so dass gilt:[
〈e1, e1〉 〈e1, e2〉
〈e2, e1〉 〈e2, e2〉

]
=

[
0 b

b 0

]

(β) X̂ = U⊥⊥U
V = U⊥⊥Re1.

Beweis:

(i) Aussage (a) folgt aus 13.142, und (b) und (c) sind trivial.

(ii) Aussage (a) folgt wieder aus Lemma 13.142. Zum Beweis von (b) wähle

man ein e ∈ X mit b := 〈e, e1〉 6= 0 und setze e2 = −e(〈e, e〉/2b)e1.

Dann sind (α) und (β) erfüllt.

Zusatz 1 zu 13.143:

Für ein f auf einem euklidischen affinen Raum X mit r(f̂) > r(f̄) + 1 ist

die Konstante b in (ii) durch f eindeutig bestimmt, wenn zusätzlich folgende

Bedingungen erfüllt werden: b > 0 und für die euklidische Norm von e1 ∈ V
gilt ‖e1‖ = 1.

Definition:

(i) Für eine quadratische Funktion f auf einem affinen Raum X mit

r(f̂) ≤ r(f̄) + 1 ist die Invariante c(f) ∈ R definiert durch f |X∩V > ≡
c(f).

(ii) Für eine quadratische Funktion f auf einem euklidischen affinen Raum

X mit r(f̂) > r(f̄) + 1 ist die Invariante b(f) ∈ R+ definiert durch

b(f) = |bf̂ (e1, e2)|, wo e1 ∈ radf̄ \ radf̂ mit ‖e1‖ = 1 und e2 ∈ X.

Zusatz 2 zu 13.143:

(i) Für f mit r(f̂) ≤ r(f̄) + 1 gilt: r(f̂) = r(f̄)⇔ c(f) = 0

r(f̂) = r(f̄) + 1⇔ c(f) 6= 0

(ii) Für f mit r(f̂) > r(f̄) + 1 gilt: r(f̂) = r(f̄) + 2
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Die vorstehenden Ergebnisse führen zu einer ersten, sehr groben Klassenein-

teilung der quadratischen Funktionen, nämlich zu einer disjunkten Zerlegung

Q(X) = Q(X)0 ∪Q(X)′ ∪Q(X)′′

in drei Mengen, die wie folgt definiert sind:

Definition:

Q(X)0 = {f ∈ Q(X) | r(f̂) = r(f̄)}
Q(X)′ = {f ∈ Q(X) | r(f̂) = r(f̄) + 1}
Q(X)′′ = {f ∈ Q(X) | r(f̂) = r(f̄) + 2}

Durch Proposition 13.143 ist die Klassifikation der quadratischen Funktio-

nen bis auf Rechtsäquivalenz auf die bereits früher durchgeführte Klassifi-

kation der reellen quadratischen Formen reduziert.

Satz 13.144 (affine Rechtsäquivalenz quadratischer Funktionen)

X sei ein n-dimensionaler affiner Raum undQ(X) = Q(X)◦∪Q(X)′∪Q(X)′′

der Raum der quadratischen Funktionen auf X. Dann gilt:

(i) Für f ∈ Q(X)◦ ∪ Q(X)′ ist die affine Rechtsäquivalenzklasse von f

eindeutig durch die Invariante (n+(f̄), n−(f̄), c(f)) bestimmt. Dabei

durchläuft (n+(f̄), n−(f̄)) alle Paare (r, s) von natürlichen Zahlen mit

0 ≤ r, s ≤ n mit r + s ≤ n und c(f) alle reellen Zahlen.

(ii) Für f ∈ Q(X)′′ ist die affine Rechtsäquivalenzklasse von f eindeutig

durch die Invariante (n+(f̄), n−(f̄)) bestimmt. Diese durchläuft alle

Paare (r, s) von natürlichen Zahlen mit 0 ≤ r, s < n und r + s < n.

Beweis:

Es ist klar, dass n+(f̄), n−(f̄) und c(f) Invarianten der affinen Rechtsäqui-

valenzklassen sind, und dass sie gerade die angegebenen Werte annehmen

können. Dass die Rechtsäquivalenzklassen durch diese Invarianten bestimmt

sind, folgt unmittelbar aus Proposition 13.143 und Satz II.12.50, da man im

Fall (ii) von 13.143 den Vektor e1 so wählen kann, dass die Konstante b

gleich 1 wird.
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Der konkrete Gehalt von Satz 13.144 wird deutlich, wenn wir ihn als

Satz über Normalformen quadratischer Funktionen auf dem affinen Stan-

dardraum formulieren.

Satz 13.145 (Normalformen für affine Rechtsäquivalenz)

(i) Die quadratischen Funktionen f auf Rn mit r(f̂) ≤ r(f̄) + 1 sind zu

genau einer der folgenden quadratischen Funktionen affin rechtsäqui-

valent:

r∑
i=1

x2
i −

r+s∑
j=r+1

x2
j + c , 0 ≤ r + s ≤ n, c ∈ R

(ii) Die quadratischen Funktionen f auf Rn mit r(f̂) > r(f̄) + 1 sind zu

genau einer der folgenden quadratischen Funktionen affin rechtsäqui-

valent:
r∑
i=1

x2
i −

r+s∑
j=r+1

x2
j + 2xn , 0 ≤ r + s < n.

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus Satz 13.144 und Propositi-

on II.12.48.

Definition:

Die affine Normalform einer quadratischen Funktion f bezüglich affiner

Rechtsäquivalenz ist die zu f rechtsäquivalente quadratische Funktion von

der in 13.145 angegebenen Form.

Die in (i) in der Normalform vorkommende Konstante c ist selbstverständlich

die Invariante c(f). Wir wollen diese Invariante aus den Koeffizienten der

quadratischen Funktion f berechnen. Dazu erinnern wir daran, dass für eine

m × m-Matrix A die Koeffizienten ck(A) des charakteristischen Polynoms

von A wie folgt definiert sind:

det(ξ · 1−A) =

m∑
k=0

ckξ
m−k .
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Zusatz zu 13.145

f sei eine quadratische Funktion auf Rn mit r(f̂) ≤ r(f̄)+1. Es seien Â und

Ā die symmetrischen Matrizen zu den quadratischen Formen f̂ und f̄ und

ρ = r(f̄) der Rang von Ā. Dann gilt:

c(f) = −cρ+1(Â)

cρ(Ā)

Beweis:

Nach II.12.74 existiert eine Matrix B ∈ I(n,R) ⊂ GL(n + 1,R) und ei-

ne Diagonalmatrix D̂, so dass Â =t BD̂B gilt. B hat eine Produktzer-

legung B = B1 · B2, wo B1 eine Translation von Rn beschreibt und B2

eine orthogonale Transformation. Für Â′ =t B1D̂B1 verifiziert man die For-

mel leicht durch geeignete Entwicklung der entsprechenden Determinanten.

Aber dann folgt die Formel auch für Â, denn wegen Â = B−1
2 Â′B2 gilt

det(ξ · 1− Â) = det(ξ · 1− Â′), und eine entsprechende Identität gilt für die

beiden n× n-Hauptminoren.

Auf ganz analoge Weise wird auch die Klassifikation quadratischer Funk-

tionen bezüglich affin-euklidischer Rechtsäquivalenz durch 13.143 auf die

früheren Aussagen zur Hauptachsentransformation quadratischer Formen

auf einem euklidischen Vektorraum reduziert.

Satz 13.146 (Normalformen für affin-euklidische Rechtsäquiva-

lenz)

(i) Jede quadratische Funktion f auf dem euklidischen affinen Stan-

dardraum Rn mit r(f̂) ≤ r(f̄) + 1 ist affin-euklidisch rechtsäquivalent

zu einer quadratischen Funktion der folgenden Form:

n∑
i=1

aix
2
i + c , (a1, . . . , an) ∈ Rn, c ∈ R.

Zwei derartige Funktionen sind genau dann affin-euklidisch rechtsäqui-

valent, wenn die Konstante c für beide Funktionen gleich ist und die

n-Tupel (a1, . . . , an) durch eine Permutation ineinander übergehen.



292 Kegelschnitte

(ii) Jede quadratische Funktion f auf Rn mit r(f̂) > r(f̄) + 1 ist affin-

euklidisch rechtsäquivalent zu einer quadratischen Funktion der fol-

genden Form:

n−1∑
i=1

aix
2
i + 2bxn , (a1, . . . , an−1) ∈ Rn−1, b ∈ R+.

Zwei derartige Funktionen sind genau dann affin-euklidisch rechtsäqui-

valent, wenn die Konstante b > 0 für beide Funktionen gleich ist und

die (n − 1)-Tupel (a1, . . . , an−1) durch eine Permutation ineinander

übergehen.

Zusatz:

Â bzw. Ā seien die symmetrischen Matrizen zu den quadratischen Formen

f̂ bzw. f̄ , und ρ = r(f̄) der Rang von Ā. Dann sind die f durch 13.146

zugeordneten Normalformen wie folgt durch Â und Ā bestimmt:

(i) Wenn r(f̂) ≤ r(f̄) + 1, sind a1, . . . , an die Wurzeln des charakteristi-

schen Polynoms von Ā, und es ist c = c(f),

c(f) = −cρ+1(Â)

cρ(Ā)
.

(ii) Wenn r(f̂) > r(f̄) + 1, sind a1, . . . , an−1, 0 die Wurzeln des charakte-

ristischen Polynoms von Ā, und es ist b = b(f),

b(f) =
+

√
−cρ+2(Â)

cρ(Ā)
.

Beweis:

Der Satz folgt unmittelbar aus Proposition 13.143 und dem Satz II.12.74

über die Hauptachsentransformation. Die Konstante b = b(f) > 0 im Fall

(ii) kommt daher, dass man bei der Transformation auf Normalform im

euklidischen Fall entsprechend dem Zusatz 1 zu 13.143 den Vektor e1 als

Vektor der Länge ‖e1‖ = 1 wählen muss. Da man dann e1 noch durch −e1
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ersetzen kann, kann man stets b > 0 erreichen. Den Zusatz beweist man auf

die gleiche Weise wie den Zusatz zu 13.145.

Definition:

Die einer quadratischen Funktion f durch Satz 13.146 zugeordneten und bis

auf Permutation der Koeffizienten ai bestimmten quadratischen Funktio-

nen nennen wir affin-euklidische Normalformen von f bezüglich affin-

euklidischer Rechtsäquivalenz.

Bemerkungen:

(1) Man kann die Sätze 13.145 und 13.146 auch ganz leicht direkt in ei-

ner naiv rechnerischen Manier beweisen: Zuerst diagonalisiert man f̄

entsprechend II.12.48 und II.12.50 bzw. II.12.74, und dann transfor-

miert man die linearen Terme auf die Normalform von 13.145. Die

erforderlichen Koordinatentransformationen liegen auf der Hand, und

diesen ganz elementaren Beweis kann jeder selbst finden. Bei dem hier

vorgetragenen Beweis haben wir zuerst den Reduktionsschritt 13.143

vorgenommen und erst dann diagonalisiert. Dies erscheint mir sach-

gemäßer.

(2) In Satz 13.145 (i) bilden für jedes Paar (r, s) die Normalformen eine

durch c ∈ R stetig parametrisierte Familie von Funktionen. Der Zusatz

zeigt, dass die Reduktion auf diese Normalformen für festes (r, s) stetig

ist, und dass daher der Raum der affinen Rechtsäquivalenzklassen qua-

dratischer Funktionen f ∈ Q(X)◦ ∪Q(X)′ mit (n+(f), n−(f)) = (r, s)

homöomorph zu R ist. Die Funktion f 7→ c(f) ist jedoch nicht stetig

auf Q(X)◦∪Q(X)′. Beispiel: Für ft(x) = t2x2 + 2tx+ 1 gilt c(f0) = 1,

aber c(ft) = 0 für t 6= 0.

(3) Ebenso ist im euklidischen Fall b(f) außer für n = 1 i.A. keine stetige

Funktion auf Q(X)′′. Beispiel: Es sei ft(x, y) = t3x2 +2t2xy+ ty2 +2y.

Dann gilt b(f0) = 1, aber für t 6= 0 gilt lim b(ft) = 0, wenn t gegen 0

strebt.
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Die vorstehenden Bemerkungen zeigen, dass die Reduktion auf Normalfor-

men ein unstetiger Prozess ist. Bei kontinuierlicher Änderung der Koeffizi-

enten einer quadratischen Funktion kann sich die Normalform sprunghaft

ändern. Dies ist eine analytische Widerspiegelung eines analogen geome-

trischen Phänomens: Bei stetiger Änderung der quadratischen Funktionen

kann sich die geometrische Gestalt ihrer Nullstellenmenge sprunghaft qua-

litativ ändern. Unser Ziel ist es, dieses dialektische Verhältnis von konti-

nuierlicher und diskreter Veränderung, diesen Umschlag von Quantität in

Qualität exakt begrifflich zu fassen. Dazu genügt es gerade nicht, sich mit

der Angabe von Normalformen zu begnügen. Vielmehr ist es erstens notwen-

dig, zu einer in der Natur der Sache begründeten diskreten Typeneinteilung

dieser Normalformen zu kommen, und es ist zweitens notwendig, genau zu

beschreiben, wie bei stetiger Änderung der quadratischen Funktionen diese

Typen ineinander übergehen. Das ist kein triviales Problem, und der ganze

Rest dieses langen Abschnitts 13.6 dient der Lösung dieser Aufgabe.

Wir diskutieren zunächst in vorläufiger Weise das Problem der Parametri-

sierung der Menge aller Rechtsäquivalenzklassen. Für affine Rechtsäquiva-

lenzklassen ist die Antwort auf diese Frage in Satz 13.145 enthalten, denn

die dort angegebenen Normalformen sind eindeutig. Für affin-euklidische

Rechtsäquivalenzklassen hingegen sind die in Satz 13.146 angegebenen Nor-

malformen nicht eindeutig, sondern nur bis auf Permutationen der Tupel

(a1, . . . , an) bzw. (a1, . . . , an−1) bestimmt. Um eine eindeutige Parametri-

sierung der Menge der affin-euklidischen Rechtsäquivalenzklassen zu errei-

chen, hat man zwei verschiedene Möglichkeiten. Die erste Möglichkeit ist

die, die Koeffizienten ai der Größe nach zu ordnen, und die zweite Möglich-

keit ist, statt der Koeffizienten ihre elementarsymmetrischen Funktionen

σk(a1, . . . , an) zu betrachten, k = 1, . . . , n. Wir wollen diese beiden Möglich-

keiten diskutieren.

Definition:

(i) D̃n := {(a1, . . . , an) ∈ Rn | a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an}

(ii) Dn := {(c1, . . . , cn) ∈ Rn | ξn + c1ξ
n−1 + . . .+ cn hat n

reelle Nullstellen}
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(iii) σ : D̃n → Dn ist definiert durch σ(a, . . . , an) = (c1, . . . , cn)

mit ci = (−1)iσi(a1, . . . , an)

(iv) χ : Q(Rn)→ Dn ist definiert durch χ(A) = (c1, . . . , cn)

mit det(ξ · 1−A) = ξn + c1ξ + . . .+ cn.

(v) χ̃ : Q(Rn)→ D̃n ist definiert durch χ̃(A) = (a1, . . . , an)

mit det(ξ · 1−A) = (ξ − a1) . . . (ξ − an) und a1 ≥ . . . ≥ an.

Wir wollen uns erst einmal eine anschauliche geometrische Vorstellung

von den Bereichen Dn und D̃n verschaffen. Dazu betrachten wir die Fälle

n = 1, 2, 3. Für n = 1 ist D̃1 = R und D1 = R und σ(a) = −a.

Für n = 2 ist D̃2 = {(a1, a2) ∈ R2 | a1 ≥ a2} eine Halbebene,

D2 = {(c1, c2) ∈ R2 | 4c2 < c2
1} der Bereich unterhalb einer Parabel, und

σ(a1, a2) = (−(a1 + a2), a1a2).

Für n = 3 ist D̃3 = {(a1, a2, a3 ∈ R3 | a1 ≥ a2 ≥ a3} der Durchschnitt

von zwei Halbräumen, ein keilförmiger Bereich mit zwei Seitenflächen und

einer Kante a1 = a2 = a3. Der Bereich D3 lässt sich mit Hilfe der Diskrimi-

nante ∆3 beschreiben, die wir schon im Abschnitt II.11.5 definiert und im

Anschluss an Satz II.11.45∗ analysiert haben. Es gilt:

∆3(c) = −c2
1c

2
2 + 4c3

2 + 4c3
1c3 + 27c2

3 − 18c1c2c3

D3 = {(c1, c2, c3) ∈ R3 | ∆3(c) ≤ 0}.
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Wir haben schon früher ein Bild der Diskriminantenfläche ∆3(c) = 0

gezeichnet. Es ist eine Fläche mit einer sogenannten
”
Rückkehrkante“, die

natürlich das σ−Bild der Kante a1 = a2 = a3 ist. Die Diskriminantenfläche

zerlegt R3 in zwei Zusammenhangskomponenten, ∆3(c) < 0 und ∆3(c) > 0,

und D3 ist die abgeschlossene Hülle der Komponente ∆3(c) < 0.

Die folgenden beiden Zeichnungen zeigen noch einmal unser früheres Bild

der Diskriminantenfläche, wobei der Bereich D3 auf dem Bild links von der

Fläche liegt, und außerdem das von zwei Halbebenen begrenzte keilförmige

Gebiet D̃3. Dabei sind zur Veranschaulichung einer später definierten Stra-

tifikation die Schnitte von D̃3 mit den drei Koordinatenebenen ai = 0 ein-

gezeichnet. Sie zerlegen D̃3 in vier Zusammenhangskomponenten, nämlich

a1 ≥ a2 ≥ a3 > 0 und a1 ≥ a2 > 0 > a3 und a1 > 0 > a2 ≥ a3 und

0 > a1 ≥ a2 ≥ a3. Das Bild der drei Koordinatenebenen bei der Abbildung

σ : D̃3 → D3 ist der Schnitt von D3 mit der Ebene c3 = 0, der D3 ebenfalls

in 4 Komponenten zerlegt. Um die Zeichnung nicht zu überladen, wird dies

nicht dargestellt.

Proposition 13.147

Die Abbildung σ : D̃n → Dn ist ein Homöomorphismus.
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Beweis:

σ ist offensichtlich bijektiv und stetig. Die Umkehrabbildung σ−1 bildet jede

in Dn konvergente Folge auf eine in D̃n beschränkte Folge ab, denn es gilt

a2
1+. . .+a2

n = c2
1−2c2. Dann muss die Bildfolge in D̃n aber sogar konvergent

sein, denn sonst enthielte sie eine konvergente Teilfolge, deren Limes durch

σ nicht auf den Limes der Urbildfolge abgebildet würde, im Widerspruch

zur Stetigkeit von σ. Also ist σ−1 auch stetig.

Proposition 13.148

Q(Rn) sei der Vektorraum der reellen symmetrischen n × n-Matrizen. Die

orthogonale Gruppe O(n,R) operiert von rechts auf Q(Rn), und zwar durch

Ā →t BĀB für Ā ∈ Q(Rn) und B ∈ O(n,R). Dann faktorisieren die

oben definierten charakteristischen Abbildungen χ̃ : Q(Rn) → D̃n und

χ : Q(Rn) → Dn den Orbitraum Q(Rn)/O(n,R), und man erhält dadurch

das folgende kommutative Diagramm von Homöomorphismen:

D̃n

σ

��

Q(Rn)/O(n,R)

χ̃

88

χ
&&
Dn

Beweis:

Das Diagramm ist nach Konstruktion kommutativ. Wegen des Satzes

II.12.74 über die Hauptachsentransformation sind χ̃ und χ bijektiv. χ ist

offensichtlich stetig. Ordnet man a = (a1, . . . , an) ∈ D̃n die Diagonalma-

trix Da mit den Diagonalkoeffizienten a1, . . . , an zu, dann ist die Abbildung

D̃n → Q(Rn) mit a 7→ Da stetig, und es gilt χ̃(Da) = a. Also ist X̃−1 stetig.

Damit folgt aus 13.147, dass χ̃ und χ Homöomorphismen sind.

Bemerkung:

Wir können die orthogonalen Äquivalenzklassen reeller quadratischer For-

men also wahlweise durch das geordnete Tupel (a1, . . . , an) der Eigenwerte

oder durch die Koeffizienten (c1, . . . , cn) des charakteristischen Polynoms der
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zugehörigen symmetrischen Matrizen parametrisieren. Beides hat Vor- und

Nachteile. Vorteile der Eigenwerte: Der Parameterbereich D̃n ist ein leicht

beschreibbarer Durchschnitt von Halbräumen, und man kann explizit und

einfach die Normalformen in Abhängigkeit von den Parametern (a1, . . . , an)

hinschreiben. Nachteil: Die Eigenwerte einer Matrix sind aus ihren Koeffizi-

enten nicht durch rationale Operationen berechenbar. Beim übergang zu den

Koeffizienten (c1, . . . , cn) des charakteristischen Polynoms verkehren sich die

Vorteile in Nachteile und umgekehrt. Nachteile: Der Parameterbereich Dn

ist eine nicht einfach beschreibbare semianalytische Menge, und es gibt keine

Familie von Normalformen, deren Koeffizienten rational von den Parametern

abhängen. Vorteil: Die Parameter (c1, . . . , cn) sind aus den Koeffizienten der

Matrix rational berechenbar. Der gleichen Dichotomie sind wir schon früher

begegnet, z.B. in Abschnitt bei der Beschreibung der Kongruenzklassen von

Dreiecken.

Proposition 13.148 führt zu der folgenden, nur partiell stetigen bijektiven Pa-

rametrisierung der affin-euklidischen Rechtsäquivalenzklassen quadratischer

Funktionen.

Proposition 13.149

Die Isometriegruppe I(n,R) des euklidischen affinen Standardraumes Rn

operiert kanonisch von rechts auf der Menge Q(Rn) der quadratischen Funk-

tionen und lässt die Zerlegung Q(Rn) = Q(Rn)◦∪Q(Rn)′∪Q(Rn)′′ invariant.

Die zugehörigen Orbiträume lassen sich wie folgt bijektiv parametrisieren:

(i) Für f ∈ Q(Rn)◦ ∪ Q(Rn)′ definiert die Zuordnung f 7→ (χ(f̄), c(f))

eine bijektive Abbildung

Q(Rn)◦ ∪Q(Rn)′/ I(n,R)→ Dn × R .

(ii) Für f ∈ Q(Rn)′′ definiert die Zuordnung f 7→ (χ′′(f̄), b(f)) mit

(χ′′(f̄) = (c1(f̄), . . . , cn−1(f̄)) eine bijektive Abbildung

Q(Rn)′′/ I(n,R)→ Dn−1 × R+ .
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(iii) Mit Ausnahme des Falles (ii) für n = 1 sind die in (i) und (ii) de-

finierten Abbildungen nicht stetig, während ihre Umkehrabbildungen

stetig sind. Jedoch werden diese Abbildungen bei Beschränkung auf

die Orbiträume der quadratischen Funktionen f mit konstantem Rang

p = r(f̄) des Hauptteils stetig, und zwar für jedes ρ.

Beweis:

Die Aussagen folgen leicht aus 13.146, dem Zusatz hierzu, aus 13.148 und

aus den Bemerkungen (2) und (3).

Die Unstetigkeit der obigen Parametrisierung der Rechtsäquivalenzklassen

ist ein Indiz dafür, dass die Zerlegung Q(Rn) = Q(Rn)◦ ∪Q(Rn)′ ∪Q(Rn)′′

noch viel zu grob ist. Damit erhebt sich die Frage, wie denn die quadratischen

Funktionen auf einem affinen Raum in Typen einzuteilen sind. Die Antwort

auf diese Frage hängt vom Ziel und von der Methode der jeweiligen Un-

tersuchung ab. Ist man beispielsweise an den quadratischen Funktionen un-

ter dem Gesichtspunkt der Rechtsäquivalenz interessiert, dann könnte man

zwei Funktionen vom gleichen Typ nennen, wenn sie den gleichen Orbit-

typ in GA(X) haben, d.h. wenn ihre Isotropiegruppen in GA(X) konjugiert

sind. Für dimX = 1 würde dies zu einer Einteilung in drei Typen führen:

konstante Funktionen, lineare nicht-konstante Funktionen und quadratische

nichtlineare Funktionen. Da wir uns für die Nullstellen quadratischer Funk-

tionen interessieren, wäre diese Einteilung für uns sicher zu grob. Sie unter-

scheidet z.B. bei den echt quadratischen Funktionen für dimX = 1 nicht

zwischen Funktionen mit zwei verschiedenen reellen Nullstellen, solchen mit

einer zweifachen Nullstelle und solchen ohne reelle Nullstelle.

Besser, aber auch noch nicht befriedigend, wäre die Einteilung nach Or-

bittypen in R∗ × GA(X). Sie unterscheidet z.B. für dimX = 1 bei den

echt quadratischen Funktionen zwischen solchen mit und solchen ohne zwei-

fache Nullstelle. Noch besser aber ist es, Q(X) einfach in die Orbits von

R∗ ×GA(X) zu zerlegen. Für dimX = 1 liefert dies bei den echt quadrati-

schen Funktionen gerade die oben erwähnte Unterscheidung in drei Typen.

Diese Orbitzerlegung der quadratischen Funktionen führt bei den Quadri-

ken zur Klassifikation bis auf affine Äquivalenz und liefert für die Quadriken
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vom affinen Standpunkt aus eine sehr brauchbare Typeneinteilung. Für die

quadratischen Funktionen hingegen erweist es sich als richtig, noch einen

kleinen Schritt weiter zu gehen und Q(X) in die Orbits von R+×GA(X) zu

zerlegen, wo R+ die multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen be-

zeichnet. Dies ergibt eine besonders übersichtliche Stratifikation von Q(X),

die sehr gut zu unserem Ansatz der Behandlung quadratischer Funktionen

f durch die quadratischen Formen f̂ und f̄ passt. Wir werden diese Strati-

fikation nun auf verschiedene Weisen beschreiben.

Definition:

Q◦rs := {f ∈ Q◦ | n+(f̄) = r, n−(f̄) = s}
Q+
rs := {f ∈ Q′ | n+(f̄) = r, n−(f̄) = s, c(f) > 0}
Q−rs := {f ∈ Q′ | n+(f̄) = r, n−(f̄) = s, c(f) < 0}
Q′′rs := {f ∈ Q′′ | n+(f̄) = r, n−(f̄) = s}

Dabei sind r und s nichtnegative ganze Zahlen, und es gilt in den ersten

drei Zeilen r + s ≤ n, in der vierten Zeile r + s < n, wobei n = dimX. Um

die Symbole für die so definierten Teilmengen von Q(X) nicht zu überladen,

haben wir den Buchstaben X unterdrückt, und bei allen weiteren noch zu

definierenden Stratifikationen von Q(X) werden wir das gleiche tun.

Proposition 13.150

Die Menge Q(X) der quadratischen Funktionen auf einem n-dimensionalen

affinen Raum X zerfällt bezüglich der kanonischen Operation von R+ ×
GA(X) in die 2n2 + 5n+ 3 Orbits Q◦rs, Q

+
rs, Q

−
rs, Q

′′
rs.

Zusatz:

In jedem R+ × A(n,R)-Orbit von Q(Rn) gibt es genau eine quadratische

Funktion aus der folgenden Liste von R+ ×A(n,R)-Normalformen:

r∑
i=1

x2
i −

r+s∑
j=r+1

x2
j in Q◦rs

r∑
i=1

x2
i −

r+s∑
j=r+1

x2
j + 1 in Q+

rs
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r∑
i=1

x2
i −

r+s∑
j=r+1

x2
j − 1 in Q−rs

r∑
i=1

x2
i −

r+s∑
j=r+1

x2
j + 2xn in Q′′rs

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 13.145.

Die vorstehende Proposition indiziert die Orbits von R+ ×GA(X) in Q(X)

in einer Weise, die den Normalformen angepasst ist. Im Folgenden definie-

ren wir eine elegantere Indizierung, die besser der Ordnungsstruktur dieser

Stratifikation entspricht.

Definition:

Für quadratische Funktionen f ∈ Q(X) definieren wir mit Hilfe der Invari-

anten n+, n− der zugehörigen quadratischen Formen f̂ und f̄ die folgenden

Invarianten bezüglich der kanonischen Operation von R+ ×GA(X):

α+(f) := n+(f̂) + n+(f̄)

α−(f) := n−(f̂) + n−(f̄)

α(f) := min{α+(f), α−(f)}
β(f) := max{α+(f), α−(f)}
γ(f) := α+(f) + α−(f)

Natürlich sind α, β, γ sogar Invarianten von R∗ ×GA(X), und es gilt

α+ β = γ.

Definition:

X sei ein n-dimensionaler affiner Raum, Q(X) die Menge der quadratischen

Funktionen auf X und Q̃(X) die Menge der affinen Quadriken in X. Dann

definieren wir folgende Teilmengen von Q(X) bzw. Q̃(X).

Qαβ = {f ∈ Q(X) | α+(f) = α, α−(f) = β}
Q̃αβ = {[f ] ∈ Q̃(X) | α(f) = α, β(f) = β}
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Dabei sind α, β ganze Zahlen, 0 ≤ α, β ≤ 2n + 1 mit α + β ≤ 2n + 1, und

für Q̃αβ gilt außerdem α ≤ β sowie (α, β) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 1).

Proposition 13.151

Die Qαβ sind die R+ ×GA(X) – Orbits in Q(X). Es gilt:

Q◦rs = Q2r,2s

Q+
rs = Q2r+1,2s

Q−rs = Q2r,2s+1

Q′′rs = Q2r+1,2s+1

Beweis: Die Proposition folgt trivial aus dem Zusatz zu 13.150.

Satz 13.152

X sei ein n-dimensionaler reeller affiner Raum, GA(X) seine affine Gruppe

und Q(X) der reelle Vektorraum der quadratischen Funktionen auf X. Die

Gruppe R∗ × GA(X) operiert kanonisch auf Q(X) durch f 7→ cf ◦ ϕ für

f ∈ Q(X) und c ∈ R∗ sowie ϕ ∈ GA(X). Für diese Operation gilt:

(i) Die Orbits von R+ ×GA(X) sind die 2n2 + 5n+ 3 Mengen Qαβ.

Die Orbits von R∗ ×GA(X) sind die Mengen Qαβ ∪Qβα.

(ii) Qαβ ist eine Mannigfaltigkeit. Qαβ ist zusammenhängend mit Ausnah-

me von Q11 für n = 1, das zwei Zusammenhangskomponenten hat. Es

gilt:

dimQαβ =

k
2 (2n− k + 3) für α+ β = 2k

k
2 (2n− k + 3) + 1 für α+ β = 2k + 1

(iii) Die Zerlegung Q(X) = ∪Qαβ ist eine Stratifikation. Es gilt:

Qαβ ⊃ Qα′β′ ⇐⇒ α ≥ α′ und β ≥ β′

Beweis:

(i) Die Aussage folgt sofort aus 13.150 und 13.151.
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(ii) Man beweist die Behauptung leicht durch Berechnung der Isotropie-

gruppen in R+×A(n,R) für die in 13.150 angegebenen Normalformen.

(iii) Es ist klar, dass die Bedingung α ≥ α′ und β ≥ β′ für Qαβ ⊃ Qα′β′

notwendig ist. Denn n+(f̂) und n−(f̂) bzw. n+(f̄) und n−(f̄) sind

offensichtlich unterhalb-stetige Funktionen auf Q(X̂) bzw. Q(V ), und

da die Zuordnungen f 7→ f̂ bzw. f 7→ f̄ stetige Abbildungen Q(X)→
Q(X̂) bzw. Q(X) → Q(V ) sind, sind α+(f) und α−(f) unterhalb-

stetige Funktionen auf Q(X). Um nun zu zeigen, dass die Bedingung

auch hinreichend ist, genügt es, zu zeigen: Qαβ ⊃ Qα−1,β,Qα,β−1. Da

die Multiplikation mit -1 die Strata Qαβ und Qβα vertauscht, genügt

es, nur die Hälfte dieser Relationen zu beweisen. Und da die Qαβ die

Orbits einer stetigen Gruppenoperation sind, genügt es, zu zeigen:

Qαβ∩Qα−1,β 6= ∅, bzw. Qαβ∩Qα,β−1 6= ∅. Wir tun dies durch Angabe

einer stetig von einem reellen Parameter t abhängigen Familie von

quadratischen Funktionen ft auf Rn, wobei ft ∈ Qαβ für t 6= O und

wobei f0 die Normalform in Qα−1,β bzw. Qα,β−1 ist.

(α, β) (α′, β′) ft

(2r, 2s) (2r, 2s− 1) x21 + . . .+ x2r − x2r+1 − . . .− x2r+s−1
−(txr+s + 1)2

(2r + 1, 2s+ 1) (2r + 1, 2s) x21 + . . .+ x2r − x2r+1 − . . .− x2r+s
+2txn + 1

(2r + 1, 2s) (2r, 2s) x21 + . . .+ x2r − x2r+1 − . . .− x2r+s
+t2

(2r + 1, 2s) (2r + 1, 2s− 1) x21 + . . .+ x2r − x2r+1 − . . .− x2r+s−1
−t2x2n + 2xn

Bemerkung:

X̂∗ sei der duale Vektorraum zu X̂. Durch Beschränkung der Linearfor-

men u ∈ X̂∗ auf X ⊂ X̂ erhält man einen kanonischen Homomorphismus

X̂∗ → Q(X) in den reellen Vektorraum der quadratischen Funktionen auf

X. Zusammen mit dem Homomorphismus Q(X) → Q(V ), der f ∈ Q(X)

den Hauptteil f̄ ∈ Q(V ) zuordnet, erhält man so eine kanonische kurze

exakte Sequenz

0→ X̂∗ → Q(X)→ Q(V )→ 0.
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Mittels dieser Sequenz kann man das Stratum Qαβ als Faserbündel über

dem Stratum der q ∈ Q(V ) mit n+(q) = [α/2] und n−(q) = [β/2] beschrei-

ben. Analoges gilt für die noch zu definierenden feineren Stratifikationen im

euklidischen Fall, für die wir dies in Satz 13.162 ausführen.

Beispiel:

Wir beschreiben die Stratifikation Q(X) = ∩Qαβ explizit für den einfachs-

ten Fall dimX = 1, d.h. X = R. Dann ist Q(R) die Menge der quadratischen

Funktionen f(x) = ax2 + 2bx + c, und durch die Zuordnung f 7→ (a, b, c)

identifizieren wir Q(R) mit dem R3 mit den Koordinaten (a, b, c). Im R3

betrachten wir den Kegel mit der Gleichung ac− b2 = 0 und die Ebene mit

der Gleichung a = 0, die den Kegel in der Geraden a = b = 0 berührt. Die

Vereinigung von Kegel und Ebene zerlegt R3 in 4 Zusammenhangskompo-

nenten. Dieses sind die 4 höchstdimensionalen Strata Qαβ mit α+β = 3. Die

Berührgerade zerlegt die Ebene in die beiden Zusammenhangskomponenten

von Q11, und sie zerlegt den Kegel in zwei Zusammenhangskomponenten,

die Strata Q02 und Q20. Die Kegelspitze zerlegt die Berührgerade in zwei

Zusammenhangskomponenten, die Strata Q01 und Q10, und die Spitze selbst

ist natürlich das Stratum Q00. Das folgende Bild illustriert diese Stratifika-

tion.

Bei diesem Beispiel kann man die Adjazenzrelationen der Stratifikation di-

rekt aus der Figur ablesen. Wir beschreiben sie durch einen gerichteten Gra-

phen.
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03 12 21 30

02 11 20

01 10

00

Die mit (α, β) bezeichnete Ecke entspricht dem Stratum Qαβ, und jede Ecke

ist durch einen gerichteten Pfeil mit ihren Nachfolgern in der Ordnungsre-

lation verbunden, die durch (α, β) ≥ (α′, β′) ⇔ α ≥ α′; β ≥ β′ definiert

wird. Die Nachfolger sind (α − 1, β) und (α, β − 1), wenn α, β > 0; bzw.

(α−1, 0), wenn α > 0, β = 0; und (0, β−1), wenn α = 0, β > 0. Das nächste

Bild zeigt für jedes der 10 Strata den Graphen einer Funktion y = f(x) aus

diesem Stratum, wobei die horizontale Linie die Gerade y = 0 markiert. Die

Anordnung der 10 Einzelbilder entspricht dem obigen Adjazenzgraphen.

Während für dimX = 1 also die Stratifikation von Q(X) noch geometrisch-

anschaulich gut vorstellbar ist, scheint es mir schwierig zu sein, sich für

dimX > 1 die Stratifikation von Q(X) noch anschaulich vorzustellen. Was

uns dann bleibt, ist der Adjazenzgraph, der beschreibt, welche Strata in der

abgeschlossenen Hülle eines gegebenen Stratums liegen. Und dieser Graph

hat für alle Dimensionen die gleiche einfache Struktur.
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Zum Beispiel zeigt das nächste Bild den Graphen für dimX = 3.

07 16 25 34 43 52 61 70

06 15 24 33 42 51 60

05 14 23 32 41 50

04 13 22 31 40

03 12 21 30

02 11 20

01 10

00

Aus Satz 13.152 ergibt sich wegen Proposition 13.141 sofort die Klassifika-

tion der Quadriken bis auf affine Äquivalenz.

Satz 13.153 (Affine Äquivalenz von Quadriken)

X sei ein n-dimensionaler reeller affiner Raum und Q̃(X) der Raum der

affinen Quadriken in X. Dann gilt:

(i) Q̃(X) zerfällt in n2 + 3n − 1 affine Äquivalenzklassen, die Orbits der

kanonischen Operation der affinen Gruppe GA(X) auf Q̃(X). Diese

Orbits sind die Mengen Q̃αβ, wobei O ≤ α ≤ β und α + β ≤ 2n + 1

sowie (α, β) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 1).

(ii) Q̃αβ ist eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit.

dim Q̃αβ =

k
2 (2n− k + 3) für α+ β = 2k + 1

k
2 (2n− k + 3)− 1 für α+ β = 2k

(iii) Die Zerlegung Q̃(X) = ∪Q̃αβ ist eine Stratifikation. Es gilt

Q̃αβ ⊃ Q̃α′β′ ⇐⇒ α ≥ α′ und β ≥ β′

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus 13.141 und 13.152.
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Im Folgenden stellen wir zur Veranschaulichung und Konkretisierung

Material über die drei niedrigsten Dimensionen n = 1, 2, 3 zusammen:

Adjazenzdiagramme, eine Tabelle (S. 310) und Bildtafeln (S. ?? ff.).

Die drei folgenden Adjazenzdiagramme beschreiben für n ≤ 3 das durch die

Relation Q̃αβ ⊃ Q̃α′β′ teilgeordnete System der Strata Q̃αβ ⊂ Q̃(Rn), und

zwar in der üblichen Weise: Dem Stratum Q̃αβ entspricht ein Punkt mit

dem Index (α, β), der im Diagramm mit seinen unmittelbaren Nachfolgern

verbunden wird. Diese Graphen entstehen aus den Adjazenzgraphen für

die Rechtsäquivalenzklassen Qαβ von quadratischen Funktionen durch

Fortlassen der Punkte (α, β) mit α > β und der Punkte (0, 0), (0, 1), (1, 1),

letzteres natürlich wegen der Bedingung f̄ 6= 0 in der Definition der

Quadriken.

03 12 05 14 23

02 04 13 22

03 12

02

07 16 25 34

06 15 24 33

05 14 23

04 13 22

03 12

02

Adjanzenzdiagramme
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Definition:

Die affinen Äquivalenzklassen Q̃αβ von affinen Quadriken im n-

dimensionalen reellen affinen Raum haben für n = 1, 2, 3 die Namen, die

in der beigefügten Tabelle aufgeführt sind.

Die Namen für die Quadriken wurden für n = 2 von Apollonius ein-

geführt, und für n = 3 im Wesentlichen von Euler:
”
Introductio in

analysin infinitorum“, Lausanne 1748, tom. II, Appendix de superficiebus,

p. 373–387 [13], sowie ferner von G. Monge und J.N.P. Bachette:
”
App-

lication d’algèbre à la géométrie“, J. éc. polyt. cah. 11 (1802) p. 143–169 [17].

Die beigefügten zwei Bildtafeln auf den Seiten 311 und 312 zeigen für n = 2

und n = 3 typische Bilder der Nullstellenmengen für die Quadriken al-

ler Strata, soweit es sich nicht um imaginäre Kurven und Flächen handelt.

Dabei entspricht die Anordnung der einzelnen Bilder der Position der ent-

sprechenden Punkte im Adjazenzdiagramm. Die Hauptachsen der Flächen

sind in dimetrischer orthogonaler Axonometrie dargestellt, d.h. in ei-

ner orthogonalen Parallelprojektion, bei der die Verkürzungsfaktoren für

die Einheitsvektoren auf den Hauptachsen sich wie 1:2:2 verhalten. Man

entnimmt schon aus den Bildtafeln, dass zwischen den Quadriken und ih-

ren Nullstellenmengen eine enge Beziehung besteht: Verschiedenen Strata

Q̃αβ mit α 6= 0 entsprechen qualitativ verschiedene Nullstellenmengen. Dies

veranlasst uns, die Frage nach dieser Beziehung, die wir zu Beginn dieses

Abschnitts aufgeworfen und einstweilen zurückgestellt hatten, wiederaufzu-

nehmen.Um sie zu klären, brauchen wir das Folgende

Lemma 13.154

V sei ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper K mit

Char(K) 6= 2, und q, q′ seien zwei quadratische Formen auf V mit dem

gleichen isotropen Kegel

C := {x ∈ V | q(x) = 0} = {x ∈ V | q′(x) = 0}.

Dann haben q und q′ das gleiche Radikal rad q = rad q′ ⊂ C, und wenn

rad q 6= C, gibt es ein c ∈ K∗ mit q′ = cq.
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Beweis:

Wenn C = {0}, sind q und q′ anisotrop, und es ist nichts zu beweisen. Also

sei C 6= {0}. Wir wählen ein 0 6= u ∈ C, setzen L = Ku und betrachten für

jedes v ∈ V die durch v gehende zu L parallele Gerade Lv = {v+λu |∈ K}.
Den Durchschnitt Lv ∩ C können wir mit Hilfe der zu q und q′ gehörigen

symmetrischen Bilinearformen b und b′ wie folgt beschreiben:

Lv ∩ C = {v + λu | 2λb(u, v) + b(v, v) = 0}
= {v + λu | 2λb′(u, v) + b′(v, v) = 0}

Aus dieser zweifachen Beschreibung von Lv ∩ C als Nullstellenmenge einer

linearen Gleichung in λ ziehen wir zwei Schlussfolgerungen.

(1) Die beiden linearen Gleichungen sind linear abhängig, d.h.

b(u, v)b′(v, v)− b′(u, v)b(v, v) = 0

(2) Für den Durchschnitt Lv ∩C gibt es die drei folgenden, einander aus-

schließenden Möglichkeiten:

(a) Lv ∩ C = L

(b) Lv ∩ C = ∅

(c) Lv ∩ C = {w}

Und zwar gilt:

(a) ⇔ b(u, v) = 0 und b(v, v) = 0

(b) ⇔ b(u, v) = 0 und b(v, v) 6= 0

(c) ⇔ b(u, v) 6= 0

Da die gleichen Äquivalenzen mit b′ anstelle von b gelten, folgt insbe-

sondere:

(3) ∀v b(u, v) = 0⇔ b′(u, v) = 0.
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n αβ Quadriken in Q̃αβ dim Q̃αβ

1
03 imaginäres Punktepaar

2
12 reelles Punktepaar
02 Doppelpunkt 1

2

05 imaginäre Ellipse
514 Ellipse

23 Hyperbel
04 imaginäres Geradenpaar

413 Parabel
22 reelles Geradenpaar
03 imaginäre Parallelen

3
12 reelle Parallelen
02 Doppelgerade 2

3

07 imaginäres Ellipsoid

9
16 reelles Ellipsoid
25 zweischaliges Hyperboloid
34 einschaliges Hyperboloid
06 imaginärer Kegel

8
15 elliptisches Paraboloid
24 reeller Kegel
33 hyperbolisches Paraboloid
05 imaginärer Cylinder

714 elliptischer Cylinder
23 hyperbolischer Cylinder
04 imaginäres Ebenenpaar

613 parabolischer Cylinder
22 reelles Ebenenpaar
03 imaginäre Parallelebenen

4
12 reelle Parallelebenen
02 Doppelebene 3

Tabele der Affinen Quadriken
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Aus (3) folgt zunächst die erste Behauptung des Lemmas, denn es ist

rad q = {u ∈ C | ∀v ∈ V b(u, v) = 0}
= {u ∈ C | ∀v ∈ V b′(u, v) = 0} = rad q′.

Weiterhin sei nun nach Voraussetzung u ∈ C \ rad q. Dann sind b(u, v)

und b′(u, v) als Linearformen in der Variablen v nicht identisch 0, und

aus (3) folgt:

(4) ∃c ∈ K∗ ∀v ∈ V b′(u, v) = cb(u, v).

Aus (4) und (1) folgt nun schließlich die zweite Behauptung des Lem-

mas:

(5) ∀v ∈ V b′(v, v) = cb(v, v).

Dabei haben wir – für festes u – die Gleichungen (1) und (4) als Iden-

titäten im Polynomring K[v] interpretiert und in (1) durch b(u, v)

dividiert.

Proposition 13.155

Die zu einer quadratischen Funktion f ∈ Q(X) mit α(f) 6= 0 gehörige Qua-

drik [f ] ∈ Q̃(X) ist durch die Nullstellenmenge von f eindeutig bestimmt.

Beweis:

Wie früher sei V der Translationsvektorraum des affinen Raumes X und

X ⊂ X̂ die kanonische vektorielle Einbettung. Ferner seien f̂ und f̃ die zu f

gehörigen quadratischen Formen auf X̂ und V . Wir betrachten die folgenden

Nullstellenmengen:

Cf̂ = {x ∈ X̂ | f̂(x) = 0}
Cf̄ = {x ∈ V | f̄(x) = 0}
Cf = {x ∈ X | f(x) = 0}

Natürlich gilt Cf = Cf̂ ∩X und Cf̄ = Cf̂ ∩V . Um Lemma 13.154 anwenden

zu können, wollen wir umgekehrt Cf̂ aus Cf rekonstruieren.
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Dazu führen wir den Kegel über Cf ein:

Ĉf := {λx ∈ X̂ | x ∈ Cf , λ ∈ R∗}.

Es ist klar, dass man Cf̂ wie folgt als disjunkte Vereinigung darstellen kann:

Cf̂ = Ĉf ∪ Cf̄ .

Die Frage ist also, ob man Cf̄ aus Cf rekonstruieren kann. Ohne Voraus-

setzung ist dies nicht möglich, denn für α(f) = 0 und β(f) = 2k + 1 gilt

stets Cf = ∅, während Cf̄ ein linearer Unterraum der Codimension k in V

ist. Dies ist aber auch der einzige Fall, der Schwierigkeiten macht! Mit Hilfe

der Normalformen von 13.150 prüft man unter Berücksichtigung von 13.151

sehr leicht nach, dass Folgendes gilt: α(f) = 0 und β(f) = 2k + 1 genau

wenn Cf = ∅. Wenn Cf 6= ∅, gilt für die abgeschlossene Hülle Ĉf von Ĉf in

X:

Ĉf = Cf̂

Damit folgt die zu beweisende Behauptung durch Anwendung von Lem-

ma 13.154 auf die quadratische Form q = f̂ und ihren isotropen Kegel Cf̂ ,

denn offenbar gilt rad f̂ 6= Cf̂ ⇔ α(f) 6= 0.

Mit den bis jetzt bewiesenen Sätzen, insbesondere Satz 13.153, ist die Klas-

sifikation der Quadriken bis auf affine Äquivalenz in vollkommen befriedi-

gender und einfacher Weise erledigt, und ich erwarte, dass mir der Leser bis

zu diesem Punkte willig gefolgt ist. Nun aber will ich mich einer schwierige-

ren Aufgabe zuwenden, nämlich der Klassifikation der Quadriken in einem

euklidischen affinen Raum bis auf affin-euklidische Äquivalenz. Dabei han-

delt es sich um ein sehr viel feineres Klassifikationsproblem. Der ganze lange

Rest dieses Abschnitts behandelt dieses Problem. Er wendet sich nur an den

Leser, der mit mir auch dieses feinere Klassifikationsproblem möglichst gut

verstehen möchte.

Natürlich enthält der leicht zu beweisende Satz 13.146 über die affin-

euklidischen Normalformen eine Beschreibung der Menge aller affin-

euklidischen Äquivalenzklassen von Quadriken. Was aber fehlt, ist eine
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adäquate Strukturierung dieser Menge. Wir haben bereits im Anschluss

an Satz 13.146 ausgeführt, dass es allzu einfach wäre, auf dem naiven

Normalformen-Standpunkt stehen zu bleiben, und dass es vielmehr not-

wendig ist, zu einer geeigneten Typeneinteilung der affin-euklidischen

Äquivalenzklassen von Quadriken zu gelangen.

Es liegt nahe, bei einer solchen Typeneinteilung von der gerade abgeleite-

ten Klassifikation bis auf affine Äquivalenz auszugehen. Aus Satz 13.146

und Proposition 13.149 gewinnt man für jedes Stratum Qαβ von quadrati-

schen Funktionen eine stetige Parametrisierung der inQαβ enthaltenen affin-

euklidischen Äquivalenzklassen. Genauer: Man erhält einen Homöomorphis-

mus des Orbitraumes Qαβ/ I(X) mit einer semialgebraischen Menge. (Ei-

ne semialgebraische Menge ist eine Teilmenge eines Rd, die durch end-

lich viele polynomiale Gleichungen und Ungleichungen beschrieben werden

kann.) Die ausführliche Diskussion des Falles dimX = 3 am Ende dieses

Abschnittes zeigt aber, dass für die meisten Strata Qαβ die entsprechende

semialgebraische Menge keine Mannigfaltigkeit ist. Sie kann z.B. Randpunk-

te haben, zu denen ein anderer I(X)-Orbittyp gehört als zu den Punkten im

Inneren. Wir haben daher die Aufgabe, die Zerlegung vonQ(X) in die affinen

Äquivalenzklassen Qαβ in geeigneter Weise zu verfeinern. Während aber die

Stratifikation durch affine Äquivalenzklassen, die wir in den Sätzen 13.152

und 13.153 beschrieben haben, außerordentlich einfach war und insbeson-

dere sehr einfache Adjazenzdiagramme hatte, ist die nun zu konstruierende

Verfeinerung dieser Stratifikation nicht mehr so einfach. Wir müssen uns mit

Geduld wappnen, um diese kompliziertere Situation analysieren zu können.

Hinsichtlich der Stratifikation, die wir konstruieren werden, interessiert uns

vor allem die Partialordnung auf der Menge der Strata, welche durch die

Adjazenzrelation definiert und durch entsprechende Diagramme beschrieben

wird. Wenn man diese Diagramme ohne weitere Vorbereitung betrachtet, er-

scheinen sie sehr kompliziert. In Wahrheit sind sie jedoch in ganz gesetzmäßi-

ger Weise aus einfachsten Ordnungsstrukturen aufgebaut. Um dies einsichtig

zu machen, folgt jetzt ein sehr ausführlicher Exkurs über Ordnungsstruktu-

ren, in dem wir Schritt für Schritt mit rein ordnungstheoretischen Begriffen
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aus elementaren Ordnungsstrukturen diejenigen komplizierteren Ordnungs-

strukturen aufbauen, die wir später zur Beschreibung der Stratifikation ver-

wenden wollen.

Definition:

M sei eine Menge mit einer Teilordnung > und x, x′ verschiedene Elemente

von M . Dann heißt x′ ein Nachfolger von x, wenn gilt:

(i) x > x′

(ii) @ξ ∈M x > ξ > x′.

Wir schreiben beim Bestehen dieser Relation xm x′. Die Menge M mit der

Teilordnung > wird wie folgt durch einen gerichteten Graphen ΓM beschrie-

ben: Die Punkte von ΓM sind die Elemente von M , und die gerichteten

Strecken von ΓM sind die geordneten Paare (x, x′) mit x m x′. Wir nennen

ΓM den gerichteten Graphen der Ordnung (M,>). Wir beschreiben ΓM

graphisch durch ein Ordnungsdiagramm mit Punkten und Strecken. Die

Richtung der Strecken wird durch die relative Lage der Endpunkte darge-

stellt: Für xmx′ liegt der x entsprechende Punkt gegenüber dem x′ entspre-

chenden weiter oben auf der Seite. Bisweilen werden die Strecken auch durch

Streckenzüge dargestellt, um das Diagramm übersichtlicher zu machen.

Beispiele:

(1)

N sei die Menge der natürlichen Zahlen mit der Stan-

dardordnung N = {1, 2, 3, . . .}. Dazu isomorph ist die

Menge N′ der nicht-negativen ganzen Zahlen mit der

Standardordnung N′ = {0, 1, 2, 3, . . .}. Dazu gehört

der durch das rechts stehende Diagramm angedeutete

Ordnungsgraph ΓN′ .
0

1

2

3

(2)

Die aus zwei Elementen bestehende Menge I = {0, 1}
ist geordnet durch die Relation 1 > 0. Das Ordnungs-

diagramm zu ΓI ist rechts abgebildet.
0

1
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Aus diesen beiden elementaren Ordnungsstrukturen I und N werden wir

fast alle später benötigten komplizierteren Ordnungsstrukturen aufbauen.

Die dazu benötigten Operationen beschreiben wir durch die folgende Serie

von Definitionen.

Definition:

N sei eine Menge mit einer Teilordnung > und M ⊂ N eine Teilmenge. Die

auf M induzierte Teilordnung ist die Menge der Paare (x, x′) ∈M ×M
mit x > x′.

Beispiele (Fortstzg.) :

(3) {0, . . . ,m} ⊂ N′ mit der induzierten Teilordnung hat das nebenstehen-

de Ordnungsdiagramm.

0

1

m− 1

m

Definition:

(Mi)i∈I sei ein System von Mengen, und für jedes i ∈ I sei eine Partialord-

nung >
i

auf Mi gegeben.

Dann ist die Produkt-Teilordnung auf dem cartesischen Produkt
∏
i∈IMi

diejenige Partialordnung >, für deren zugehörige Relation ≥ die folgende

Äquivalenz gilt:

(xi) ≥ (x′i)⇔ ∀i ∈ I xi ≥
i
x′i.

Proposition 13.156

Für jede Produkt-Teilordnung auf
∏
i∈IMi gilt:

(xi) m (x′i)⇔ ∃j ∈ I xj m
j
x′j und ∀i 6= j xi = x′i.

Beweis: trivial.
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Beispiele (Fortstzg.) :

(4) Wir versehen das cartesische Produkt N′ × N′ mit dem Produkt der

Standardordnungen auf beiden Faktoren. Das Ordnungsdiagramm von

N′ × N′ sieht dann wie folgt aus:

(5) Das p-fache cartesische Produkt Ip versehen wir mit der Produkt-

Teilordnung, wobei jeder Faktor I durch 1 > 0 geordnet ist. Die

zugehörigen Ordnungsdiagramme sehen für p = 0, 1, 2, 3 wie folgt aus:

∅

0

1

00

01

11

10

011

001

000

010

101

111

110

100

Diese Serie von Diagrammen legt die Vermutung nahe, dass der Ord-

nungsgraph von Ip als ebene Projektion der Ecken und Kanten eines p-

dimensionalen Hyperkubus aufgefasst werden kann. Und so ist es in der

Tat.
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Die kanonische Einbettung Ip ↪→ Rp identifiziert Ip mit der Eckenmenge

eines achsenparallelen p-dimensionalen Würfels. Und die Nachfolger einer

Ecke x = (x1, . . . , xp) sind diejenigen x′ = (x′1, . . . , x
′
p), für welche es ein

j ∈ {1, . . . , p} gibt, so dass gilt:

x′i =

xi − 1 für i = j

xi für i 6= j

Dies sind aber genau die mit x durch eine Kante verbundenen Ecken x′,

für die x1 + . . . + xp > x′1 + . . . + x′p gilt. Wir sind nun bereit, das Ord-

nungsdiagramm von I4 zu betrachten, die ebene Projektion der Kanten des

4-dimensionalen Hyperkubus.

Beispiele (Fortstzg.) :

(6) Die Menge IN aller 0,1-Folgen ist durch die Produktstruktur teilgeord-

net.

(7) I(N) sei die Menge aller 0,1-Folgen mit nur endlich vielen von 0 ver-

schiedenen Komponenten
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I(N) = {(xi) ∈ IN | ∃p ∀i > p xi = 0}.

Wir können I(N) als Eckenmenge eines unendlich-dimensionalen Hy-

perkubus ansehen, der durch die endlichdimensionalen Hyperkuben

filtriert wird. Dies lässt sich wie folgt präzisieren. Es sei

Ip = {(xi) ∈ IN | ∀i > p xi = 0}.

Dann ist Ip mit der durch IN induzierten Teilordnung kanonisch ord-

nungstreu isomorph zu Ip, und diese Hyperkuben bilden eine Filtrie-

rung von I(N)

{0} = I0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ Ip ⊂ . . . ⊂
⋃
p≥0

Ip = I(N)

mit Limes I(N). Für jede endliche Teilmenge von I(N) lässt sich daher

der Graph Γ der induzierten Partialordnung als Teilgraph des gerichte-

ten Kantengraphen eines endlichdimensionalen Hyperkubus darstellen.

Wir identifizieren Ip mit Ip, wenn keine Verwirrung droht.

(8) (N′ × N′)m sei die folgende Menge von Paaren nicht-negativer ganzer

Zahlen:

(N′ × N′)m = {(α, β) ∈ N′ × N′ | α+ β ≤ m}.

Die Produkt-Teilordnung auf N′ × N′ induziert eine Teilordnung auf

(N′ × N′)m. Die teilgeordnete Menge (N′ × N′)2n+1 ist ordnungstreu

isomorph zu der durch Adjazenz teilgeordneten Menge der Strata

Qαβ ⊂ Q(X) quadratischer Funktionen auf einem n-dimensionalen

affinen Raum X, vgl. Satz 13.152(iii). Wir zeigen auf der folgenden

Seite oben noch einmal das Ordnungsdiagramm für n = 3, d.h. m = 7.

(9) Ein weiteres Beispiel für induzierte Teilordnungen auf Teilmengen von

Produkten liefern die im folgenden definierten Mengen (I(N) × I(N))n

(I(N) × I(N))n =
⋃

r+s≤n
Ir × Is
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07 16 25 34 43 52 61 70

06 15 24 33 42 51 60

05 14 23 32 41 50

04 13 22 31 40

03 12 21 30

02 11 20

01 10

00

Jede dieser Mengen lässt sich mit ihrer induzierten Ordnungsstruktur

als Teilmenge von In×In auffassen, das seinerseits zu I2n isomorph ist.

Der Graph Γ von (I(N) × I(N))n ist also Teilgraph des Kantengraphs

eines 2n-dimensionalen Würfels. Das folgende Bild zeigt ein Diagramm

für Γ für n = 3, wobei die Punkte durch Paare von 3-Tupeln bezeichnet

sind, d.h. als Elemente von I3 × I3 aufgefasst sind.

Wenn man diesen Graphen eine Weile betrachtet, sieht man, dass er durch

Vereinigung der 4 Kantengraphen von 4 dreidimensionalen Würfeln entsteht,

nämlich I0× I3, I1× I2, I2× I1, I3× I0. Dies veranlasst uns zu der folgenden

Beschreibung der teilgeordneten Menge (I(N) × I(N))n als Menge der Ecken

von n+ 1 achsenparallelen Würfeln im Rn.
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Wir bilden ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) ∈ In × In auf [z1, . . . , zn] ∈ Rn ab,

wobei die Koordinaten zi ∈ {1, 0,−1} wie folgt definiert sind:

zi = yi − xn−i+1.

Bei Beschränkung auf
⋃
r+s≤n Ir × Is ⊂ In × In ist die Abbildung injektiv,

denn aus r + s ≤ n folgt:

zi = 0⇔ yi = 0, xn−i+1 = 0

zi = 1⇔ yi = 1, xn−i+1 = 0

zi = −1⇔ yi = 0, xn−i+1 = 1.

Das Bild von Ir×In−r ist die Eckenmenge W (r) des achsenparallelen Würfels

der Kantenlänge 1 mit (0, . . . , 0) und (1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) als zwei diame-

tral gegenüberliegenden Eckpunkten, wobei die Anzahl der -1 gleich r ist.

Wir erhalten also schließlich eine bijektive Abbildung

(I(N) × I(N))n →
n⋃
r=0

W (r) =: Wn.

Diese Abbildung ist ordnungserhaltend, wenn wir Wn wie folgt mit einer

Teilordnung versehen. Wir ordnen die Menge {0, 1,−1} durch den folgen-

den Graphen: Dann versehen wir {0, 1,−1}n mit der Produkt-Teilordnung

0

1 -1

und schließlich die Teilmenge Wn ⊂ {0, 1,−1}n mit der induzierten Teilord-

nung. Damit haben wir eine sehr ökonomische Beschreibung der Elemen-

te der für uns wichtigen Menge
(
I(N) × I(N)

)
durch n-Tupel [z1, . . . , zn] ∈

Wn ⊂ {0, 1,−1}n. Das folgende Diagramm zeigt den gerichteten Graphen

von W3, wobei aus Platzgründen 1̄ statt -1 geschrieben wurde. Um den
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Übergang vom einen Diagramm zum andern zu erleichtern, indizieren wir

das ursprüngliche Diagramm neu mit den Tripeln [z1, z2, z3] ∈ {0, 1, 1̄}3,

siehe obiges Diagramm auf der folgende Seite.

Eine wichtige Klasse von Beispielen für die Bildung neuer Ordnungsstruk-

turen aus gegebenen durch Kombination der Operationen des Induzierens

und der Produktbildung liefern die Faser-Produkte. Natürlich ist der men-

gentheoretische Grundbegriff des Faser-Produktes nicht nur im Rahmen der

Theorie der Ordnungsstrukturen wichtig, sondern in vielen anderen mathe-

matischen Theorien, insbesondere in der algebraischen Geometrie.

Definition:

Gegeben seien Mengen M , N und L sowie Abbildungen g : M → L und

h : N → L. Dann ist das Faser-Produkt von M und N bezüglich g und h

die folgende Menge:

M ×L N := {(x, y) ∈M ×N | g(x) = h(y)}
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Sind auf M und N Teilordnungen gegeben, dann wird M ×L N mit der

Teilordnung versehen, welche durch die Produkt-Teilordnung von M × N
induziert wird. Für gefaserte Produkte lässt sich die Nachfolgerelation nicht

so einfach auf die Nachfolgerelation der Faktoren zurückführen, wie das bei

cartesischen Produkten durch 13.156 geschehen ist. Unter zusätzlichen Vor-

aussetzungen vereinfacht sich jedoch die Bestimmung der Nachfolger.

Definition:

L und M seien teilgeordnete Mengen. Eine Abbildung g : M → L heißt

ordnungserhaltend, wenn für alle x, x′ ∈ M gilt: x ≥ x′ ⇒ g(x) ≥ g(x′).

Ist g bijektiv und ordnungserhaltend und auch g−1 ordnungserhaltend, dann

heißt g ein ordnungserhaltender Isomorphismus.

Definition:

M sei eine teilgeordnete Menge, x, y ∈M und x ≤ y. Dann ist das Intervall

[x, y] die folgende Menge:

[x, y] = {z ∈M |x ≤ z ≤ y}.

Es ist klar, dass jede ordnungserhaltende Abbildung g : M → L jedes In-

tervall [x, y] ⊂ M in das Intervall [g(x), g(y)] ⊂ L abbildet. Jedoch wird

im Allgemeinen die Bildmenge g([x, y]) nicht das ganze Intervall [g(x), g(y)]

sein, d.h. für g wird kein
”
Zwischenwertsatz“ gelten.
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Definition:

Eine ordnungserhaltende Abbildung g : M → L heißt intervallerhaltend,

wenn das Bild jedes Intervalls in M ein Intervall in L ist.

Proposition 13.157

L,M,N seien teilgeordnete Mengen, g : M → L und h : N → L seien ord-

nungserhaltende Abbildungen und g sei intervallerhaltend. Dann lassen sich

für (x, y) ∈M ×L N die Nachfolger (x′, y′) ∈M ×L N wie folgt charakteri-

sieren. (x, y)m(x′, y′) gilt genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen

(a) oder (b) oder (c) erfüllt ist:

(a) xm x′ und y = y′

(b) x = x′ und y m y′

(c) x > x′ und y m y′ und g(x) > g(x′) und

∀x′′ ∈M x > x′′ > x′ ⇒ g(x) > g(x′′) > g(x′).

Beweis: Übung.

Beispiele (Fortstzg.) :

(10) Unser letztes Beispiel ist die Teilordnung, durch die wir später die

Adjazenzdiagramme einer feinen Stratifikation des Raumes der qua-

dratischen Funktionen beschreiben werden. Diese Teilordnung entsteht

aus den Teilordnungen der beiden vorigen Beispiele (8) und (9) durch

Bildung eines Faser-Produktes wie folgt. Es sei

h : (I(N) × I(N))n → N′ × N′

die Abbildung, welche ((xρ), (yσ)) ∈ I(N)×I(N) das folgende Zahlenpaar

(r, s) ∈ N′ × N′ zuordnet:

r = max{ρ | xρ = 1}
s = max{σ | yσ = 1}

Dabei ist natürlich r = 0 für (xρ) = 0 und s = 0 für (yσ) = 0.

Weiterhin definieren wir eine Abbildung
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g : (N′ × N′)2n+1 → N′ × N′,

indem wir dem Paar (α, β) ∈ N′×N′ das folgende Paar (r, s) ∈ N′×N′

zuordnen:

r = [α/2]

s = [β/2].

Dabei bezeichnet [x] die größte ganze Zahl ≤ x. Nun definieren wir

das folgende Faserprodukt:

Ωn := (N′ × N′)2n+1 ×
N′×N′

(I(N) × I(N))n

Als Faser-Produkt der in den Beispielen (8) und (9) eingeführten teil-

geordneten Mengen hat Ωn eine kanonische Teilordnung entsprechend

der obigen Definition. Diese Ordnung ist auf ganz einfache, kanonische

Weise definiert. Es ist jedoch nicht so einfach, den Graphen dieser Teil-

ordnung durch ein übersichtliches Diagramm darzustellen, selbst dann

nicht, wenn wir uns auf den für uns besonders interessanten Fall Ω3

beschränken. Die Abbildungen g und h erfüllen die Bedingungen von

Proposition 13.157, so dass die Nachfolger-Relation für Ω3 leicht be-

schrieben werden kann. Wir zeigen zwei Möglichkeiten, ein übersicht-

liches Diagramm für Ω3 zu bekommen. Im ersten Fall gehen wir von

einem Diagramm von ΓN aus, beispielsweise dem letzten in Beispiel

(9) angegebenen Diagramm. Wir ersetzen jeden Punkt y ∈ ΓN durch

das Teildiagramm g−1(h(y)) ⊂ ΓM , das wie folgt aussieht:

(2r, 2s+ 1)

(2r, 2s)

(2r + 1, 2s+ 1)

(2r + 1, 2s)

für r + s < n

(2r, 2s+ 1) (2r + 1, 2s)

(2r, 2s)

für r + s = n
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Das nachfolgende Bild hebt diese Diagramme als Teildiagramme von

ΓM hervor.

Abschließend verbinden wir die Eckpunkte dieser kleinen Teildiagram-

me untereinander entsprechend der Regel von 13.157. Das Resultat ist

das Diagramm für ΓΩ3 , dargestellt auf Seite 329.

Man kann auch umgekehrt von dem gitterförmigen Diagramm für ΓM

nach Beispiel (8) ausgehen und jeden Punkt x ∈ ΓM durch das Teil-

diagramm h−1(g(x)) ⊂ ΓN ersetzen. Für g(x) = (r, s) ist dies das

Diagramm der teilgeordneten Menge (Ir − Ir−1)× (Is− Is−1). Von der

Indizierung der Ecken abgesehen haben diese Diagramme die folgende

Gestalt:

für (r, s) = (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)

für (r, s) = (2, 0), (0, 2), (2, 1), (1, 2)

für (r, s) = (3, 0), (0, 3).

Anschließend verbinden wir die Eckpunkte dieser kleinen Teildiagram-

me durch gerichtete Strecken entsprechend den Regeln von 13.157. Das

Resultat ist das Diagramm für ΓΩ3 auf Seite 330.
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Die Beschreibung der Adjazenz-Ordnung der Stratifikation des Raumes der

quadratischen Funktionen auf Rn durch die teilgeordnete Menge Ωn wird

dadurch vermittelt, dass I(N) als Menge aller geordneten Partitionen inter-

pretiert werden kann.

Definition:

(i) Es sei p eine nichtnegative ganze Zahl. Eine geordnete k-Partition

von p ist ein k-Tupel π = (p1, . . . , pk) von positiven ganzen Zahlen, so

dass gilt:

p = p1 + . . .+ pk.

Dabei ist k eine nichtnegative ganze Zahl. Für p > 0 ist k > 0, für

p = 0 ist k = 0 und π = ∅.

(ii) Für eine geordnete k-Partition π = (p1, . . . , pk) setzen wir:

|π| = p1 + . . .+ pk

π = k

Σπ = {p1, p1 + p2, . . . , p1 + . . .+ pk}

(iii) Wir definieren folgende Mengen von geordneten Partitionen:

Π =
⋃
k≥0

Nk

Πp = {π ∈ Π | |π| = p}
Πp,k = {π ∈ Πp | π = k}

Πp = {π ∈ Π | |π| ≤ p}.

(iv) Wir definieren wie folgt eine Teilordnung auf Π:

π ≥ π′ ⇔ Σπ ⊇ Σπ′
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Bemerkungen:

(1) Man macht sich leicht klar, dass π ≥ π′ genau dann gilt, wenn π′ aus π

durch geeignete Zusammenfassung aufeinanderfolgender Summanden

bis zu einer gewissen Stelle entsteht.

(2) Man sollte die jetzt definierten geordneten Partitionen nicht mit den

früher in Satz II.11.3 eingeführten Partitionen ohne Anordnung der

Summanden verwechseln. In Bemerkung (2) im Anschluss an Satz

II.11.3 hatten wir ausgeführt, dass die Zahl der ungeordneten Partitio-

nen von p eine interessante und nicht leicht zu beherrschende zahlen-

theoretische Funktion von p ist. Die teilweise geordnete Menge der ge-

ordneten Partitionen hingegen hat, wie die folgende Proposition zeigt,

eine leicht zu beschreibende Struktur, und die Zahl der geordneten

Partitionen von p ist leicht zu berechnen.

Proposition 13.158

Die teilweise geordnete Menge Π aller geordneten Partitionen lässt sich wie

folgt auf zweifache Weise beschreiben. P0(N) sei die Menge aller endlichen

Teilmengen von N mit der durch die Inklusionsrelation definierten Partial-

ordnung. I(N) sei die Menge aller {0, 1}-Folgen mit nur endlich vielen von 0

verschiedenen Komponenten. I(N) ist teilweise geordnet durch die Produk-

tordnung. χ : P0(N) → I(N) sei die Abbildung, die jeder endlichen Menge

Y ∈ P0(N) ihre charakteristische Funktion χY zuordnet:

χY (t) =

1 wenn t ∈ Y
0 wenn t /∈ Y.

Ferner sei Σ : Π → P0(N) die Abbildung, die jeder Partition π die Menge

Σπ ihrer Partialsummen zuordnet. Schliesslich sei θ = χ ◦ Σ. Dann gilt:

(i) |π| = max{s ∈ N | s ∈ Σπ}
= max{t ∈ N | θ(π)(t) = 1}

π = card(Σπ)

=
∑
t∈N

θ(π)(t)
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(ii) θ,Σ und χ bilden ein kommutatives Diagramm von ordnungserhalten-

den Isomorphismen

I(N)

Π

θ

<<

Σ ""
P0(N)

χ

OO

Beweis: Übung.

Korollar 13.159

θ(Πp) = Ip
θ(Πp) = Ip − Ip−1

∼= Ip−1

Σ(Πp) = {Y ⊂ {1, . . . , p} | p ∈ Y }
Σ(Πp,k) = {Y ⊂ {1, . . . , p} | p ∈ Y, card(Y ) = k}

card(Πp) = 2p−1 für p > 0

card(Πp,k) =

(
p− 1

k − 1

)
für p > 0.

Zur Einübung folgen eine kleinen Tabelle, in der die einander entsprechenden

Symbole von Π3,P({1, 2, 3}) und I3 nebeneinander gestellt sind sowie das

Ordnungsdiagramm von I3, auf Seite 333, das wir schon früher betrachtet

haben.

Π3 P({1, 2, 3}) I3

(1, 1, 1) {1, 2, 3} (1, 1, 1)

(2, 1) {2, 3} (0, 1, 1)

(1, 2) {1, 3} (1, 0, 1)

(1, 1) {1, 2} (1, 1, 0)

(3) {3} (0, 0, 1)

(2) {2} (0, 1, 0)

(1) {1} (1, 0, 0)

∅ ∅ (0, 0, 0)
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011

001

000

010

101

111

110

100

Proposition 13.158 führt zu einer Interpretation der teilgeordneten Menge

Ωn durch Paare geordneter Partitionen, und dies ist die Interpretation, die

wir später brauchen.

Korollar 13.160

Der ordnungserhaltende Isomorphismus θ : Π → I(N) induziert einen ord-

nungserhaltenden Isomorphismus

(N′ × N′)2n+1 ×
N′×N′

(
⋃

r+s≤n
Πr ×Πs)

∼=→ Ωn.

Bemerkung:

Wegen 13.160 ist ab jetzt Ωn die folgende Menge:

Ωn =

{
(α, β;π+, π−) ∈ N′ × N′ ×Π×Π | α+ β ≤ 2n+ 1

|π+| = [α/2], |π−| = [β/2]

}

Diagramme für den Ordnungsgraphen ΓΩ3 wurden bereits im Beispiel (10)

gezeigt. Die Punkte eines dieser Diagramme sind durch Paare (x, y) indiziert.

Dabei ist x = (α, β) ∈ (N′ × N′)2n+1, und y ∈ wn ⊂ {0, 1, 1̄}n. Der Vorteil

dieser Indizierung ist die kompakte Notation für y. Um den Übergang zu der

ab jetzt benutzten Partitionen-Interpretation zu erleichtern, folgt auf Seite

334 eine Tabelle, in der die Symbole für Elemente aus
⋃

Πr × Πs ⊂ Π × Π

für r + s ≤ 3 den Symbolen für die entsprechenden Symbole für Elemente

aus w3 ⊂ {0, 1, 1̄}3 gegenübergesteilt sind.
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Nachdem wir die erforderlichen Ordnungsstrukturen konstruiert haben, wen-

den wir uns nun der Aufgabe zu, für den Raum der quadratischen Funktio-

nen auf einem euklidischen affinen Raum und für den Raum der Quadriken

geeignete Stratifikationen zu definieren. Wir erinnern dazu an die Ergebnis-

se von Proposition II.12.16 und an den Satz II.12.74 über die Hauptachsen-

transformation.

ρ : B(V )
∼=−→ End(V )

Π × Π {0, 1, 1̄}3 Π × Π {0, 1, 1̄}3
(∅ ; 1, 1, 1) 111 (∅ ; 1, 1) 110

(∅ ; 2, 1) 011 (∅ ; 2) 010

(∅ ; 1, 2) 101 (1 ; 1) 101̄

(∅ ; 3) 001 (1, 1 ; ∅) 01̄1̄

(1 ; 1, 1) 111̄ (2 ; ∅) 01̄0

(1 ; 2) 011̄ (∅ ; 1) 100

(1, 1 ; 1) 11̄1̄ (1 ; ∅) 001̄

(2 ; 1) 11̄0 (∅ ; ∅) 000

(1, 1, 1 ; ∅) 1̄1̄1̄

(2, 1 ; ∅) 1̄1̄0

(1, 2 ; ∅) 1̄01̄

(3 ; ∅) 1̄00

Wir haben dort für einen Vektorraum V mit einer nichtentarteten symme-

trischen Bilinearform b0 einen kanonischen Isomorphismus

vom Vektorraum B(V ) der Bilinearfornen auf V auf den Vektorraum End(V )

der Endomorphismen von V definiert. Der Isomorphismus ρ ordnet jeder

Bilinearform b auf V den Endomorphismus σ−1
b0
◦ σb zu:

V
σb−→ V ∗

σ−1
b0−→ V.

Dabei war σb durch σb(v)(w) = b(v, w) definiert und somit ist ρ(b)(v) der

eindeutig bestimmte Vektor aus V , so dass für alle w ∈ V gilt:

b0(ρ(b)(v), w) = b(v, w).
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Der Isomorphismus ρ induziert einen entsprechenden Isomorphismus

ρ : B(V )+ ∼=−→ A(V )+

vom Vektorraum B(V )+ der symmetrischen Bilinearformen auf V auf den

Vektorraum A(V )+ der bezüglich b0 symmetrischen Endomorphismen von

V .

Wir wenden diese Ergebnisse jetzt auf den Fall an, dass V ein n-

dimensionaler euklidischer Vektorraum ist, nämlich der Translationsvektor-

raum eines euklidischen affinen Raumes X, und b0(v, w) = 〈v, w〉 die auf V

gegebene positiv definite symmetrische Bilinearform. B(V )+ identifizieren

wir durch Übergang zu den quadratischen Formen q(v) = b(v, v) kanonisch

mit dem reellen Vektorraum Q(V ) der quadratischen Formen auf V . So

erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus

ρ : Q(V )
∼=−→ A(V )+.

Für jeden symmetrischen Endomorphismus ϕ ∈ A(V )+ sind alle Eigenwerte

reell. Es seien a1 > . . . > ak > 0 die verschiedenen positiven Eigenwerte und

b1 < . . . < b` die verschiedenen negativen Eigenwerte. Die Multiplizitäten

von a1, . . . , ak seien p1, . . . , pk, und die Multiplizitäten von b1, . . . , b` seien

q1, . . . , q`.

Definition:

a+(ϕ) := (a1, . . . , ak), π+(ϕ) := (p1, . . . , pk),

a−(ϕ) := (−b1, . . . ,−b`), π−(ϕ) := (q1, . . . , q`).

Die Tupel π+(ϕ) und π−(ϕ) fassen wir als geordnete Partitionen auf:

π+(ϕ), π−(ϕ) ∈ Π. Die Tupel a+(ϕ) bzw. a−(ϕ) sind Elemente der wie folgt

definierten offenen Teilmengen Λk bzw. Λ` von Rk bzw. R`.

Definition:

Λk := {(x1, . . . , xk) ∈ Rk | x1 > . . . > xk > 0}.

Natürlich ist Λk homöomorph zu Rk.
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Die gerade gegebenen Definitionen übertragen sich mittels des Isomorphis-

mus ρ auf die quadratischen Formen f̄ ∈ Q(V ).

Definition:

V sei ein euklidischer Vektorraum, Q(V ) der Vektorraum der quadratischen

Formen auf V und ρ : Q(V ) → A(V )+ der kanonische Isomorphismus mit

dem Vektorraum der symmetrischen Endomorphismen von V . Für f̄ ∈ Q(V )

wird definiert:

a+(f̄) := a+(ρ(f̄)), π+(f̄) := π+(ρ(f̄)),

a−(f̄) := a−(ρ(f̄)), π−(f̄) := π−(ρ(f̄)).

Wir können jetzt für den Raum Q(X) der quadratischen Funktionen auf

einem euklidischen affinen Raum X mit Translationsvektorraum V die

Stratifikation definieren, die zu einer angemessenen Klassifikation der affin-

euklidischen Rechtsäquivalenzklassen führt.

Definition:

X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum, Q(X) sei der Raum der

quadratischen Funktionen auf X und Ωn sei die oben definierte teilgeordnete

Menge. Dann definieren wir wie folgt eine disjunkte Zerlegung

Q(X) =
⋃
ω∈Ωn

Qω.

Das zu ω = (α, β;π+, π−) gehörige Stratum Qω ist wie folgt definiert:

Qω := {f ∈ Q(X) | α+(f) = α, α−(f) = β, π+(f̄) = π+, π−(f̄) = π−}

Wir werden sehen, dass die Qω tatsächlich die Strata einer unter der

Isometriegruppe I(X) invarianten Stratifikation von Q(X) sind. Wir wollen

die Operation von I(X) auf den einzelnen Strata Qω und die Abbildung

Qω → Qω/ I(X) genau beschreiben.

Zu diesem Zweck definieren wir jetzt die auch in vielen anderen Zusam-

menhängen wichtigen Fahnenmannigfaltigkeiten sowie gewisse kanonische
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Vektorraumbündel über selbigen. Hierzu sollte man auch die Aussagen

der Aufgaben 15 und 16 zu § I.7 zur Kenntnis nehmen. Es sei V ein n-

dimensionaler Vektorraum und k eine ganze Zahl, O ≤ k ≤ n. Eine k-Fahne

in V ist im Folgenden ein k-Tupel F = (V1, . . . , Vk) von Vektorunterräumen

Vi ⊂ V , für welche gilt:

0 $ V1 $ V2 $ . . . $ Vk ⊂ V.

Wir setzen Vi(F ) := Vi, und wir bezeichnen als Typ von F das k-Tupel von

positiven Zahlen

t(F ) := (dimV1, . . . ,dimVk).

Mit F(V ) bezeichnen wir die Menge aller k-Fahnen in V , wobei k alle Werte

O ≤ k ≤ n durchläuft.

Definition:

Für jedes k-Tupel m = (m1, . . . ,mk) von positiven ganzen Zahlen mi mit

0 < m1 < . . . < mk ≤ n = dimV ist die Fahnenmannigfaltigkeit Fm(V )

definiert als die folgende Menge von Fahnen in V :

Fm(V ) := {F ∈ F(V ) | t(F ) = m}

In Aufgabe 35 zu § I.6 haben wir jeder k-Fahne F = (V1, . . . , Vk) einen

assoziierten graduierten Vektorraum zugeordnet, nämlich die äußere direkte

Summe der sukzessiven Quotienten Vi/Vi−1, wobei V0 = 0 gesetzt ist:

Gr(F ) =
k⊕
i=1

Vi/Vi−1.

Wir setzen pi = dimVi/Vi−1, und definieren als Typ τ von Gr(F ) das fol-

gende k-Tupel von positiven ganzen Zahlen:

τ(Gr(F )) = (p1, . . . , pk).

Wenn wir wie früher für die geordnete Partition π = (p1, . . . , pl) die Zahlen

mi durch mi = p1 + . . .+ pi definieren und Σ(π) = (m1, . . . ,mk) setzen, gilt
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t(F ) = Σ(τ(Gr(F ))).

Wir können daher die Fahnenmannigfaltigkeiten statt durch den Fahnentyp

genausogut durch den Typ der assoziierten graduierten Räume indizieren,

und das wollen wir im Folgenden tun – man beachte den Wechsel in der

Position des Index!

Definition:

F(V )π := FΣ(π)(V ) für π ∈ Πn.

Die Gruppe GL(V ) operiert kanonisch auf F(V )π durch ϕ(V1, . . . , Vk) =

(ϕ(V1), . . . , ϕ(Vk)) für ϕ ∈ GL(V ). Diese Operation ist transitiv (Aufgabe

34 zu § I.6). Nach Wahl einer Fahne F ∈ F(V )π identifiziert sich F(V )π

daher kanonisch mit dem homogenen Raum GL(V )/PF , wo PF die Isotro-

piegruppe von F in GL(V ) ist. Ist V der Standardvektorraum Rn und F die

Standardfahne vom Typ Σ(π), dann ist PF die parabolische Standardgrup-

pe Pπ ⊂ GL(n,R) der oberen Block-Dreiecksmatrizen vom Typ π. Damit

ergibt sich die folgende Beschreibung der Fahnenmannigfaltigkeiten:

F(Rn)π = GL(n,R)/Pπ .

Nun sei V ein euklidischer Vektorraum. Dann kann man folgendermaßen

zu jeder k-Fahne F in V eine orthogonale direkte Summenzerlegung von V

konstruieren. Es sei F = (V1, . . . , Vk). Wir setzen V0 = 0 und Vk+1 = V und

betrachten die orthogonalen Komplemente von Vi−1 in Vi, also:

Wi(F ) := V ⊥i−1Vi
, i = 1, . . . , k

W (F ) := V ⊥kV .

Die Komposition der Inklusion Wi(F ) ↪→ Vi(F ) mit der Restklassenabbil-

dung Vi(F )→ Vi(F )/Vi−1(F ) ist ein kanonischer Isomorphismus. Daher hat

man einen kanonischen Isomorphismus

k⊕
i=1

Wi(F )
∼=−→ Gr(F ).
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Im Folgenden identifizieren wir auf diese Weise Gr(F ) mit der inneren di-

rekten Summe der Wi(F ). In diesem Sinne gilt:

V = Gr(F )⊕W (F )

W (F ) = Gr(F )⊥.

Dies veranlasst uns, das triviale Vektorraumbündel V × F(V )π → F(V )π

mit Faser V und Basis F(V )π wie folgt in die orthogonale direkte Summe

von zwei Untervektorraumbündeln E(V )π und E(V )>π zu spalten.

Definition:

E(V )π = {(v, F ) ∈ V ×F(V )π | v ∈ Gr(F )}
E(V )⊥π = {(v, F ) ∈ V ×F(V )π | v ∈ Gr(F )⊥}.

Die Projektionen auf den zweiten Faktor

E(V )π −→ F(V )π

E(V )⊥π −→ F(V )π

sind Vektorraumbündel über der Fahnenmannigfaltigkeit F(V )π. Die Di-

mension der typischen Faser ist |π| bzw. n − |π|. Die direkte Summe der

beiden Vektorraumbündel über der gleichen Basis E(V )π ⊕ E(V )⊥π ist als

Menge das Faser-Produkt von E(V )π und E(V )⊥π , und als Vektorraum ist

die Faser von E(V )π ⊕ E(V )⊥π über F ∈ F(V )π die äußere direkte Summe

der Fasern von E(V )π und E(V )⊥π über F . Diese direkte Summe identifiziert

sich kanonisch mit dem trivialen Bündel:

E(V )π ⊕ E(V )⊥π = V ×F(V )π.

Es ist klar, dass man das Bündel E(V )π noch weiter kanonisch in eine direkte

Summe von π Vektorraumbündeln aufspalten und auf diese Weise eine ganze

Reihe anderer kanonischer Vektorraumbündel auf den Fahnenmannigfaltig-

keiten F(V )π definieren kann. Weil wir diese hier nicht brauchen, gehen wir

darauf nicht ein. Hingegen brauchen wir zusätzlich zu den oben definierten
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Vektorraumbündeln E(V )π und E(V )⊥π noch das Sphärenbündel SE(V )⊥π

in dem euklidischen Vektorraumbündel E(V )⊥π .

Definition:

SE(V )>π := {(w,F ) ∈ E(V )⊥π | 〈w,w〉 = 1}.

Wir bilden das folgende Faser-Produkt:

E(V )π ×F(V )π SE(V )⊥π ⊂ E(V )π ⊕ E(V )⊥π = V ×F(V )π.

Diese Menge identifizieren wir kanonisch mit der folgenden Teilmenge von

V × V ×F(V )π:

E(V )π ⊕ SE(V )⊥π :=

{(v, w, F ) ∈ V × V ×F(V )π | v ∈ Gr(F ), w ∈ Gr(F )⊥, 〈w,w〉 = 1}.

Wir ordnen jetzt jedem symmetrischen Endomorphismus ϕ eines euklidi-

schen Vektorraumes V eine Fahne in V zu. Für jeden Eigenwert λ von ϕ sei

Vϕ(λ) der zugehörige Eigenraum:

Vϕ(λ) := {v ∈ V | ϕ(v) = λv}.

Für jedes symmetrische ϕ stehen die Eigenräume zu den verschiedenen Ei-

genwerten aufeinander senkrecht (Satz II.12.63). Daher existiert zu jedem

ϕ eine Fahne F (ϕ), so dass Gr(F (ϕ)) die orthogonale direkte Summe der

Eigenräume zu den von Null verschiedenen Eigenwerten ist. F (ϕ) ist ein-

deutig bestimmt, wenn wir die Reihenfolge der Eigenwerte festlegen. Weil

die Eigenwerte alle reell sind, ist dies in natürlicher Weise möglich, und wir

tun es durch die folgende Definition.

Definition:

ϕ ∈ A(V )+ sei ein symmetrischer Endomorphismus des euklidischen

Vektorraumes V , und a+(ϕ) = (a1, . . . , ak) bzw. −a−(ϕ) = (b1, . . . , b`)

seien die Tupel der verschiedenen positiven bzw. negativen Eigenwerte,

a1 > . . . > ak > 0 bzw. b1 < . . . < b` < 0.
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Dann ist die zu ϕ gehörige (k + `) - Fahne F (ϕ) definiert durch folgende

Bedingung:

Wi(F (ϕ)) =

Vϕ(ai) i = 1, . . . , k

Vϕ(bi−k) i = k + 1, . . . , k + `.

Jeder symmetrische Endomorphismus ϕ von V ist durch seine Fahne F (ϕ)

und die Eigenwert-Tupel a+(ϕ), a−(ϕ) natürlich eindeutig bestimmt. Etwas

formaler können wir dies auch wie folgt ausdrücken. Wir definieren zunächst

eine Verknüpfung von geordneten Partitionen:

π+ = (p1, . . . , pk), π− = (q1, . . . , q`)

π+ × π− := (p1, . . . , pk, q1, . . . , q`).

Für ϕ ∈ A(V )+ definieren wir dann:

π(ϕ) := π+(ϕ)× π−(ϕ).

Definition:

A(V )+ sei der Raum der symmetrischen Endomorphismen eines n-

dimensionalen euklidischen Vektorraums V . Die Eigenraum-Abbildung

ε von A(V )+ ist wie folgt definiert:

ε : A(V )+ −→
∐

|π+|+|π−|≤n
π=π+×π−

F(V )π × Λπ+
× Λπ−

ε(ϕ) = (F (ϕ), a+(ϕ), a−(ϕ)) ∈ F(V )π(ϕ) × Λπ+(ϕ) × Λπ−(ϕ).

Proposition 13.161

Für jeden euklidischen Vektorraum V ist die Eigenraumabbildung

ε : A(V )+ −→
∐
F(V )π × Λπ+

× Λπ−

des Raumes A(V )+ der symmetrischen Endomorphismen bijektiv.

Beweis: triviale Übung.
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Durch Komposition mit der kanonischen bijektiven Abbildung ρ : Q(V ) →
A(V )+ übertragen sich die vorstehenden Definitionen auf den Raum Q(V )

der quadratischen Formen auf V .

Definition:

Für f̄ ∈ Q(V ) setzen wir F (f̄) = F (ρ(f̄)) und π(f̄) = π+(f̄) × π−(f̄). Wir

definieren eine bijektive Abbildung η von Q(V ) durch Komposition von ρ

mit der Eigenraumabbildung: η = ε ◦ ρ

η : Q(V )
∼=−→
∐
F(V )π × Λπ+

× Λπ−

η(f̄) := (F (f̄), a+(f̄), a−(f̄)) ∈ F(V )π(f̄) × Λπ+(f̄) × Λπ−(f̄).

Für die zu der Fahne F (f̄) gehörige orthogonale Zerlegung V = Gr(F ) ⊕
Gr(F )⊥ gilt offenbar:

Gr(F (f̄))> = rad f̄ .

Definition:

V sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und Q(V ) der Raum

der quadratischen Formen auf V . Wir definieren wie folgt eine disjunkte

Zerlegung von Q(V ):

Q(V ) =
∐

(π+,π−)∈∪Πr×Πs

r+s≤n

Q(π+, π−)

Q(π+, π−) := {f̄ ∈ Q(V ) | π+(f̄) = π+, π−(f̄) = π−}.

Satz 13.162

V sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und Q(V ) der Raum der

quadratischen Formen auf V . Dann gilt:

(i) Die disjunkte Zerlegung von Q(V ) in die Teilmengen Q(π+, π−) ist

eine Stratifikation von Q(V ).

(ii) Q(π+, π−) ⊃ Q(π′+, π
′
−)⇔ (π+, π−) ≥ (π′+, π

′
−).

(iii) Die Stratifikation ist invariant unter der orthogonalen Gruppe O(V ).
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(iv) Die Abbildung η induziert ein kommutatives Diagramm

Q(π+, π−)
η //

��

F(V )π+×π− × Λπ+
× Λπ−

��
Q(π+, π−)/O(V )

η̄
// Λπ+

× Λπ−

Dabei sind η und η̄ Homöomorphismen, und die vertikalen Pfeile be-

zeichnen kanonische Restklassenabbildungen bzw. Projektionen. Die

Abbildung η ist äquivariant bezüglich der kanonischen Rechtsoperati-

on von O(V ).

Beweis:

Abgesehen von der Aussage (ii) ist der Satz eine genauere Fassung des Sat-

zes II.12.74 über die Hauptachsentransformation. Wir beweisen daher nur

die Aussage (ii). Die Implikation
”
⇒“ ist trivial. Zum Beweis der Implika-

tion
”
⇐“ genügt es, für jeden Nachfolger (π′+, π

′
−) von (π+, π−) eine stetige

Familie ft von quadratischen Formen ft mit ft ∈ Q(π+, π−) für t > O und

f0 ∈ Q(π′+, π
′
−) anzugeben.

O.B.d.A. sei π′− = π− und π′+ Nachfolger von π+.

Erster Fall:

π+ = (p1, . . . , pk) und π′+ = (p1, . . . , pk−1).

Wir wählen Elemente a+ = (a1, . . . , ak) ∈ Λπ+
und a− ∈ Λπ− sowie eine

Fahne F = (V1, . . . , Vk+`) ∈ F(V )π, wobei π = π+ × π− gesetzt wird und

π′ = π′+ × π′−. Es sei F0 ∈ F(V )π′ die Fahne mit

Wi(F0) =

Wi(F ) für i = 1, . . . , k − 1

Wi+1(F ) für i = k, . . . , k + `− 1.

Wir setzen a+(0) = (a1, . . . , ak−1) sowie a+(t) = (a1, . . . , ak−1, tak) für

0 < t < 1. Es sei ferner ft = η−1(F, a+(t), a−) für 0 < t < 1 und

f0 = η−1(F0, a+(0), a−). Dann ist die Zuordnung t 7→ ft eine stetige Ab-

bildung [0, 1[→ Q(V ) mit ft ∈ Q(π+, π−) für t > 0 und f0 ∈ Q(π′+, π−).
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Zweiter Fall:

π+ = (p1, . . . , pk) und

π′+ = (p1, . . . , pj−1, pj + pj+1, pj+2, . . . , pk)

Man wählt wie im ersten Fall F und a+, a−. Man setzt a+(t) =

(a1, . . . , aj−1, aj , aj + t(aj+1 − aj), aj+2, . . . , ak) für 0 < t < 1, und a+(0) =

(a1, . . . , aj , aj+2, . . . , ak). Man definiert die Fahne F0 wie folgt:

Wi(F0) =


Wi(F ) für i < j

Wj(F )⊕Wj+1(F ) für i = j

Wi+1(F ) für i > j

Der Rest des Beweises geht wie im ersten Fall.

Bemerkungen:

(1) Die Ordnungsstruktur von ∪r+s≤nΠr ×Πs wurde, wie Korollar 13.160

zeigt, weiter oben in Beispiel (9) behandelt. Dort wurden für n = 3

auch Diagramme für den zugehörigen Ordnungsgraphen angegeben.

Man vergleiche hierzu auch die Tabelle zu 13.160.

(2) Die gerade definierte Stratifikation von Q(V ) induziert kanonisch eine

Stratifikation von Q(X). Die Strata sind die Urbilder der Q(π+, π−)

bezüglich der durch die Zuordnung f 7→ f̄ definierten Hauptteilabbil-

dung Q(X)→ Q(V ).

Definition:

Q(X) sei der Raum der quadratischen Funktionen auf einem n-dimen-

sionalen euklidischen affinen Raum X. Die Eigenwertstratifikation ist

die folgende disjunkte Zerlegung von Q(X)

Q(X) =
⋃

|π+|+|π−|≤n

Q(π+, π−)

Q(π+, π−) := {f ∈ Q(X) | π+(f̄) = π+, π−(f̄) = π−}.
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Wir haben nun zwei verschiedene Stratifikationen von Q(X) definiert: ge-

rade jetzt die Eigenwertstratifikation durch die Q(π+, π−) und schon früher

– in Satz 13.152 – die Stratifikation durch die R+ × GA(X)-Orbits Qαβ.

Außerdem haben wir weiter oben eine disjunkte Zerlegung von Q(X) in die

Teilmengen Qω definiert, ω ∈ Ωn. Von dieser Zerlegung müssen wir erst noch

nachweisen, dass sie eine Stratifikation ist. Eins ist aber schon jetzt unmit-

telbar klar. Die Zerlegung in die Qω ist gerade die gemeinsame Verfeinerung

der beiden anderen Stratifikationen:

Qω = Qαβ ∩Q(π+, π−) für ω = (α, β, π+, π−).

In Satz 13.162 haben wir die Strata der Eigenwertstratifikation des Raumes

der quadratischen Formen Q(V ) auf einem euklidischen Vektorraum V und

auch die Operation der orthogonalen Gruppe O(V ) auf den Strata expli-

zit mit Hilfe von Fahnenmannigfaltigkeiten beschrieben. In ähnlicher Weise

wollen wir nun die Stratifikation des Raumes Q(X) der quadratischen Funk-

tionen auf einem n-dimensionalen euklidischen affinen Raum X durch die

Strata Qω, ω ∈ Ωn behandeln. V sei der Translationsvektorraum von X

und X ↪→ X̂ die kanonische vektorielle Einbettung. X̂∗ sei der zu X̂ duale

Vektorraum und ` ∈ X̂∗ die eindeutig bestimmte Linearform mit `|X ≡ 1.

Grundlegend für alles weitere ist die folgende kanonische exakte Sequenz

von Vektorräumen:

0→ X̂∗ → Q(X̂)→ Q(V )→ 0.

Dabei ordnet der erste Homomorphismus der Linearform u ∈ X̂ die qua-

dratische Form 2u(x)`(x) zu, und der zweite Homomorphismus ordnet der

quadratischen Form f̂ ihre Beschränkung f̄ auf V zu. Q(X) ist dadurch ein

Bündel von affinen Räumen über der Basis Q(V ) mit typischer Faser X̂∗.

Wir können daraus in nicht-kanonischer Weise ein Vektorraumbündel ma-

chen, indem wir die exakte Sequenz spalten. Dazu wählen wir einen Punkt

x0 ∈ X. Hierzu gehört eine eindeutig bestimmte Projektion von Vektorräum-

en p : X̂ → V , so dass p(x0) = 0. Die Zuordnung f̄ 7→ f̄ ◦ p definiert einen

Homomorphismus Q(V )→ Q(X̂), der die exakte Sequenz spaltet.
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In diesem Sinne gilt:

Q(X̂) = X̂∗ ×Q(V ).

Weiterhin hat man durch Beschränkung der Linearformen von X̂ auf V eine

kanonische kurze exakte Sequenz

0→ R`→ X̂∗ → V ∗ → 0.

Auch diese Sequenz wird durch die Wahl von x0 gespalten, und man erhält:

X̂∗ = R× V ∗.

V ∗ kann man kanonisch mit V identifizieren, da V ein euklidischer Vektor-

raum ist. Schließlich können wir Q(X̂) kanonisch mit Q(X) identifizieren

und erhalten

Q(X) = R× V ×Q(V ).

Wir wollen die gerade beschriebene Zerlegung der quadratischen Funktionen

f ∈ Q(X) in drei Komponenten explizit angeben. Die erste Komponente, die

in R liegt, ist einfach f(x0)/2, und die dritte Komponente ist der Hauptteil

f̄ ∈ Q(V ). Die zweite Komponente v(f) ∈ V bekommt man wie folgt. Die

Beschränkung von f̂ − f̂ ◦ p auf V verschwindet identisch und ist daher ein

Vielfaches von `. Wir setzen

u(f) :=
f̂ − f̂ ◦ p

2`
∈ X̂∗.

Durch Beschränkung von u(f) auf V erhält man eine Linearform ū(f):

ū(f) := u(f)|V ∈ V ∗.

Durch kanonische Identifikation von V ∗ mit V ergibt sich aus ū(f) ein Ele-

ment v(f) ∈ V . Es wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert:

∀w ∈ V ū(f)(w) = 〈v(f), w〉.

Bezeichnet man mit bf die zu f̂ gehörige symmetrische Bilinearform auf X̂,
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also die, für die f̂(x) = bf (x, x) gilt, dann kann man diese Bedingung auch

wie folgt formulieren:

∀w ∈ V bf (x0, w) = 〈v(f), w〉.

Ergebnis:

Die bijektive Abbildung Q(X) → R × V × Q(V ) wird durch die folgende

Zuordnung beschrieben: f 7→ (f(x0)/2, v(f), f̄).

Bemerkung:

Identifiziert man für X = Rn die kanonische vektorielle Einbettung mit der

vektoriellen Standardeinbettung, wählt man x0 als x0 = (0, . . . , 0, 1) und

stellt man die quadratische Funktion wie in 13.140 durch den quadratischen

Anteil A, den linearen Anteil b und den konstanten Anteil c dar, dann wird

die obige Zuordnung durch f 7→ (c/2, b, A) beschrieben.

Mit Hilfe der obigen Produktzerlegung von Q(X) erh”lt man nun auch

eine Beschreibung der Strata Qω ⊂ Q(X), ω ∈ Ωn. Dabei muss man die

disjunkte Zerlegung von Q(X) in die Teilmengen Q(X)0,Q(X)′,Q(X)′′

benutzen, die im Anschluss an Proposition 13.143 durch Rangbedingungen

definiert wurde. Es sei ω = (α, β; π+, π−). Dann ist Qω durch die Projektion

Q(X)→ Q(V ) ein Faserbündel über dem Stratum Q(π+, π−) von Q(V ). Die

Beschreibung der typischen Faser hängt davon ab, in welcher von den drei

Mengen Q(X)0,Q(X)′,Q(X)′′ das Stratum Qω liegt. Wenn Qω ⊂ Q(X)0,

ist die Faser eine gewisse affine Quadrik in der entsprechenden Faser des

Vektorraumbündels R×E(V )π → F(V )π. Wenn Qω ⊂ Q(X)′, ist die Faser

von Qω eine der beiden Komponenten des Komplements der Quadrik in

der Faser von R×E(V )π, und wenn Qω ⊂ Q(X)′′, ist die Faser von Qω das

Komplement von R × E(V )π in R × V × F(V )π. Diese Beschreibung lässt

sich in den ersten beiden Fällen noch vereinfachen, indem man die erwähnte

affine Quadrik in den Fasern von R × E(V )π bijektiv auf die Fasern von

E(V )π projiziert. So erhält man schließlich die folgenden Beschreibungen

für die Strata Qω.
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Im Folgenden sei stets ω = (α, β; π+, π−) und π = π+×π−. Wir konstruieren

für jeden Fall ein kommutatives Diagramm

Qω Ψω //

��

Zω

��
Qω/ I(X)

χω
// Yω

Dabei werden sich später die horizontalen Abbildungen Ψω,χω als

Homöomorphismen erweisen, während die vertikalen Abbildungen Restklas-

senabbildungen bzw. Projektionen einer Produktzerlegung sind:

Zω = Xω × Yω

Auf Zω werden wir eine fasertreue Operation von I(X) angeben so dass

Qω → Zω ein I(X)-äquivarianter Homöomorphismus ist. Es genügt, Zω =

Xω × Yω und Ψω sowie die I(X)-Operation von rechts auf Zω anzugeben.

Wir geben stattdessen die Linksoperation an, die durch Vorschalten von

ϕ 7→ ϕ−1 entsteht. Bei der Beschreibung von Ψω benutzen wir die früher

definierten I(X)-Invarianten a+(f), a−(f), b(f), c(f) – man vergleiche mit

dem Zusatz zu 13.146 – sowie die vorhin nach Wahl eines Punktes x0 ∈ X
definierte Funktion f 7→ v(f) ∈ V . Diese Funktion spalten wir noch in zwei

Komponenten v(f)′ und v(f)′′ mittels der Aufspaltung

V ×F(V )π = E(V )π ⊕ E(V )⊥π

mit π = π(f). Dabei sind v(f)′ und v(f)′′ dadurch definiert, dass bei der

kanonischen Projektion des trivialen Vektorraumbündels V ×F(V )π auf den

ersten bzw. zweiten Summanden das Element (v(f), F (f̄)) in (v(f)′, F (f̄)) ∈
E(V )π bzw. (v(f)′′, F (f̄)) ∈ E(V )⊥π übergeht. Die Komponenten v(f)′ und

v(f)′′ lassen sich also durch die folgenden Bedingungen charakterisieren:

v(f) = v(f)′ + v(f)′′,

v(f)′ ⊥ v(f)′′,

v(f)′′ ∈ rad(f̄).
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Schließlich machen wir noch eine Vorbemerkung zur Operation von I(X).

Durch die Wahl von x0 ∈ X haben wir für die Isometriegruppe I(X) eine

spaltende exakte Sequenz:

0→ V → I(X) � O(V )→ 1

Daher werden wir die Operation von I(X) auf Zω dadurch beschreiben, dass

wir die Operationen der orthogonalen Gruppe O(V ) und der Translations-

gruppe V auf Zω angeben. Bei der Angabe aller dieser Daten unterscheiden

wir nach der Parität von α und β in ω = (α, β;π+, π−) vier Fälle: Der erste

Fall α ≡ 0, β ≡ 0 mod 2 umfasst nach 13.151 die Strata Qω ⊂ Q(X)0. Der

zweite Fall α ≡ 1 und β ≡ 0 mod 2 sowie der dritteFall α ≡ 0 und β ≡ 1

mod 2 umfassen zusammen die Strata Qω ⊂ Q(X)′. Der vierte Fall α ≡ 1

und β ≡ 1 mod 2 umfasst die Strata Qω ⊂ Q(X)′′.

1. Fall: α ≡ 0, β ≡ 0 mod 2

Zω := E(V )π × Λπ+
× Λπ−

Yω := Λπ+
× Λπ−

Ψω(f) :=
(
v(f), F (f̄); a+(f̄), a−(f̄)

)
Operation von ϕ ∈ O(V ) bzw. w ∈ V :

(v, F ; a+, a−)
ϕ−−−−→ (ϕ(v), ϕ(F ); a+, a−)

(v, F ; a+, a−)
w−−−−→ (v − ε−1(F, a+, a−)(w), F ; a+, a−)

Bemerkung: In diesem Fall gilt v(f) = v(f)′.

2. Fall: α ≡ 1, β ≡ 0 mod 2

3. Fall: α ≡ 0, β ≡ 1 mod 2

Zω := E(V )π × Λπ+
× Λπ− × R±

Yω := Λπ+
× Λπ−
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Dabei gilt für die Wahl der Komponenten R+ und R− von R′ \ {0} das

Pluszeichen im Fall 2 und das Minuszeichen im Fall 3.

Ψω(f) :=
(
v(f), F (f̄); a+(f̄), a−(f̄), c(f)

)
.

Operation von ϕ ∈ O(V ) bzw. w ∈ V :

(v, F ; a+, a−, c)
ϕ−−−−→ (ϕ(v), ϕ(F ); a+, a−, c)

(v, F ; a+, a−, c)
w−−−−→ (v − ε−1(F, a+, a−)(w), F ; a+, a−, c)

Bemerkung: Auch in diesen Fällen gilt v(f) = v(f)′.

4. Fall: α ≡ 1, β ≡ 1 mod 2

Zω := R× E(V )π ⊕ SE(V )⊥π × Λπ+
× Λπ− × R+

Yω := Λπ+
× Λπ− × R+

Ψω(f) :=
(
f(x0)/2, v(f)′, v(f)′′/‖v(f)′′‖, F (f̄); a+(f̄), a−(f̄), b(f)

)
Operation von ϕ ∈ O(V ) bzw. w ∈ V :

(t, v′, v′′, F ; a+, a−, b)
ϕ−−−−→ (t, ϕ(v′), ϕ(v′′), ϕ(F ); a+, a−, b)

(t, v′, v′′, F ;a+, a−, b)
w−−−−→

(t− 〈w, v′ + bv′′〉, v′ − ε−1(F, a+, a−)(w), v′′, F ; a+, a−, b).

Bemerkung: Es gilt b(f) = ‖v(f)′′‖.

Satz 13.163

X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum, Q(X) der Raum der

quadratischen Funktionen auf X und I(X) die Isometriegruppe von X.

(i) Die Zerlegung Q(X) =
⋃
ω∈Ωn

Qω ist eine Stratifikation von Q(X).

(ii) Diese Stratifikation ist die gröbste gemeinsame Verfeinerung der Stra-

tifikation durch die R+ ×GA(X)-Orbits

Q(X) =
⋃

α+β≤2n+1

Qαβ
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und der Eigenwertstratifikation

Q(X) =
⋃

|π+|+|π−|≤n

Q(π+, π−).

Für ω = (α, β;π+, π−) ∈ Ωn gilt [α/2] = |π+|, [β/2] = |π−| und

Qω = Qαβ ∩Q(π+, π−).

(iii) Die Zahl der Strata ist 2n−2(7n+ 13).

(iv) Für die Adjazenzrelation der Strata gilt:

Q̄ω ⊃ Qω′ ⇔ ω ≥ ω′

(v) Die Stratifikation ist I(X)-invariant.

(vi) Die Operation von I(X) auf dem Stratum Qω wird durch das folgende

oben definierte kommutative Diagramm beschrieben:

Qω Ψω //

��

Zω

��

= Xω × Yω

Qω/ I(X)
χω

// Yω = Yω

Ψω und χω sind Homöomorphismen, und Ψω ist verträglich mit den

oben definierten Rechtsoperationen von I(X) auf Qω und Zω.

(vii) Insbesondere gilt:

(a) Die Orbits von I(X) in Qω sind homöomorph zu der Mannigfal-

tigkeit Xω, die oben als ein bestimmtes Faserbündel über einer

Fahnenmannigfaltigkeit F(V )π des Translationsvektorraumes V

von X beschrieben wurde.

(b) Der Orbitraum Qω/ I(X) ist homöomorph zu der Mannigfaltig-

keit Yω, also homöomorph zu einem Rµ.
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(c) Das Stratum Qω ist homöomorph zu der zusammenhängenden

Mannigfaltigkeit Zω = Xω × Yω.

(viii) Es sei

λ(ω) = dimXω,

µ(ω) = dimYω,

ν(ω) = dimZω,

ϕ(π) = dimF(V )π.

Die folgende Tabelle gibt diese Dimensionen als Funktionen von

ω = (α, β;π+, π−) an. Dabei ist π = π+ × π− =: (p1, . . . , pk) sowie

p0 = n− |π| und

ϕ(π) =

(
n

2

)
−

k∑
i=0

(
pi
2

)

ω λ(ω) µ(ω) ν(ω)

(α, β) ≡ (0, 0) ϕ(π) + |π| π ϕ(π) + |π|+ π

(α, β) ≡ (1, 0) ϕ(π) + |π| π + 1 ϕ(π) + |π|+ π + 1

(α, β) ≡ (0, 1) ϕ(π) + |π| π + 1 ϕ(π) + |π|+ π + 1

(α, β) ≡ (1, 1) ϕ(π) + n π + 1 ϕ(π) + n+ π + 1

Beweis:

(i) Die Stratifikationseigenschaft wird weiter unten zusammen mit (iv)

bewiesen.

(ii) Diese Aussagen folgen alle trivial aus den Definitionen.

(iii) Der Beweis hierfür ist eine triviale Additionsaufgabe.

(iv) Für ω = (α, β;π+, π−) gilt:

Q̄ω ⊂ Qαβ ∩ Q̄(π+, π−) = ∪ω′≤ωQω′ .

Dabei folgt die Inklusion aus trivialen topologischen Gründen und die Iden-

tität aus 13.152 (iii) und 13.162 (ii).
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Zu zeigen bleibt also die umgekehrte Inklusion. Dafür genügt es, für alle ω

und jeden Nachfolger ω′ von ω zu beweisen:

Q̄ω ⊃ Qω′

Um dies zu zeigen, genügt es wiederum wegen der I(X)-Invarianz der Stra-

tifikation, in jedem I(X)-Orbit von Qω, ein Element f0 ∈ Q̄ω anzugeben.

Wir wählen dieses f0 gemäß Satz 13.145 in affin-euklidischer Normalform

oder einer ähnlichen geeigneten Form und beweisen die Aussage f0 ∈ Q̄ω
durch Angabe einer einparametrigen Familie ft, t ≥ O von quadratischen

Funktionen mit ft ∈ Qω für t > O. Um quadratische Funktionen auf dem

euklidischen affinen Standardraum bequem angeben zu können, benutzen

wir folgende Notation:

Es sei |π+| + |π−| ≤ n und a+ ∈ Λπ+
sowie a− ∈ Λπ− . Wir bezeichnen mit

fa+,a−,π+,π− die quadratische Funktion f(x) =
∑n

i=1 aix
2
i auf dem affinen

Standardraum Rn mit folgenden Eigenschaften:

(1) a+(f̄) = a+, a−(f̄) = a−.

(2) π+(f̄) = π+, π−(f̄) = π−.

(3) Die Koeffizienten a1, . . . , an sind wie folgt angeordnet: erst kommen

alle positiven Koeffizienten, geordnet durch ai ≥ ai+1, dann alle ne-

gativen Koeffizienten, geordnet durch aj ≤ aj+1, dann die verschwin-

denden Koeffizienten.

Die Bestimmung der Nachfolger ω′ = (α′, β′;π′′+, π
′
−) von ω = (α, β;π+, π−)

geschieht nach den Regeln (a), (b), (c) von Proposition 13.157. Für jede

dieser drei Regeln gibt es mehrere Fälle, die sich durch die Parität von

α, β, α′, β′ unterscheiden oder dadurch, dass π+ = π′+ gilt oder π− = π′−.

Die Zahl dieser Fälle ist insgesamt 10, reduziert sich jedoch durch die

folgende Überlegung auf die Hälfte. Die Multiplikation quadratischer

Funktionen mit −1 vertauscht involutiv die Strata Qω.
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Dem entspricht folgende Involution κ : Ωn → Ωn:

κ(α, β;π+, π−) = (β, α;π−, π+)

Der Übergang von ω m ω′ zu κ(ω) m κ(ω′) überführt jeden der 10 Fälle in

einen anderen Fall. Auf diese Weise bleiben nur 5 Fallpaare übrig: eins für

Regel (b) und je zwei für die Regeln (a) und (c).

Regel (a): (π+, π−) = (π′+, π
′
−) und (α, β) m (α′, β′).

Fall (a1): (α, β) ≡ (0, 1) oder (α, β) ≡ (1, 0) mod 2.

Fall (a2): (α′, β′) ≡ (0, 1) oder (α′, β′) ≡ (1, 0) mod 2.

Regel (b): (π+, π−) m (π′+, π
′
−) und (α, β) = (α′, β′). π+ = π′+ oder

π− = π′−.

Regel (c): (π+, π−) m (π′+, π
′
−) und (α, β) > (α′, β′).

Fall (c1): π+ = π′+, α ≡ 0 mod 2 oder π− = π′−, β ≡ 0 mod 2.

Fall (c2): π+ = π′+, α ≡ 1 mod 2 oder π− = π′−, β ≡ 1 mod 2.

Für jede der 5 Alternativen (a1), (a2), (b), (c1), (c2) vertauscht κ die beiden

durch
”
oder“ verbundenen Fälle der Alternative. Wir wählen zum Beweis

stets den zweiten Fall.

Fall (a1): f0 ∈ Qω sei beliebig. Wir setzen ft := f0 + t.

Dann gilt ft ∈ Qω für t > 0 und limt→0 ft = f0.

Fall (a2): Es seien a+ ∈ Λπ+
und a− ∈ Λπ− sowie c < 0 beliebig.

Wir setzen:

ft := fa+,a−,π+,π− + 2txn + c.

Dann durchläuft f0 bei Variation von (a+, a−, c) ein Repräsentanten-

system für die Orbits in Qω, und es gilt ft ∈ Qω für t > 0 und

limt→0 ft = f0.
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Fall (b): Es sei π+ = (p1, . . . , pk).

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes i, 1 ≤ i < k, so dass π′+ =

(p1, . . . , pi−1, pi + pi+1, pi+2, . . . , pk). Es seien a′+ ∈ Λπ′+ und a− ∈ Λπ−
beliebig.

Wir setzen für 0 < t < min{ai−1 − ai, ai − ai+1}

a+(t) := (a1, . . . , ai−1, ai + t, ai − t, ai+1, . . . , ak−1) ∈ Λπ+
,

ft := fa+(t),a−,π+,π− + 2bxn + c,

f0 := fa′+,a−,π′+,π− + 2bxn + c.

Dabei sollen die Koeffizienten b, c den folgenden Bedingungen genügen:

(α, β) ≡ (0, 0) mod 2⇒ b = 0, c = 0,

(α, β) ≡ (1, 0) mod 2⇒ b = 0, c > 0,

(α, β) ≡ (0, 1) mod 2⇒ b = 0, c < 0,

(α, β) ≡ (1, 1) mod 2⇒ b > 0, c = 0.

Dann durchläuft f0 bei Variation von (a+, a−, b, c) nach Satz 13.146 ein

Repräsentantensystem für die I(Rn)-Orbits in Qω′ , und es gilt ft ∈ Qω
für t > 0 und limt→0 ft = f0.

Fall (c1): Es sei π+ = (p1, . . . , pk).

Dann folgt π′+ = (p1, . . . , pk−1). Aus den Voraussetzungen folgt ferner

β = β′ ≡ 0 mod 2 und α = 2|π+| sowie α′ = 2|π′+| + 1. Wir wählen

daher a′+ ∈ Λπ′+ und a− ∈ Λπ− sowie c ∈ R+ beliebig und setzen:

f0 := fa′+,a−,π′+,π− + c,

ft := fa′+,a−,π+,π− + p−1
k

pk∑
ν=1

(txn−ν+1 +
√
c)2.

Dann durchläuft f0 bei Variation von (a′+, a−, c) ein Repräsentanten-

system für die Orbits in Qω′ , und für hinreichend kleines t > 0 gilt

ft ∈ Qω und limt→0 ft = f0.
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Fall (c2): Es sei π+ = (p1, . . . , pk).

Dann folgt π′+ = (p1, . . . , pk−1). Aus den Voraussetzungen folgt ferner

β = β′ ≡ 1 mod 2 und α = 2|π+| sowie α′ = 2|π′+| + 1. Wir wählen

daher a′+ ∈ Λπ′+ und a− ∈ Λπ− sowie b ∈ R+ beliebig und setzen:

f0 := fa′+,a−,π′+,π− +
2b√
pk
·
pk∑
ν=1

, xn−ν+1

ft := fa′+,a−,π+,π− + t2
pk∑
ν=1

(xn−ν+1 +
t−2b√
pk

)2 − t−2b2.

Dann durchläuft f0 bei Variation von (a′+, a−, b) ein Repräsentanten-

system für die Orbits in Qω′ , und für hinreichend kleines t > 0 gilt

ft ∈ Qω und limt→0 ft = f0.

(v) Die Invarianz der Stratifikation folgt daraus, dass die Funktionen

α+, α−, π+, π− auf Q(X), durch welche die Stratifikation definiert

wird, I(X)-Invarianten sind.

(vi) Wir geben die zu Ψω inverse Abbildung an. Dabei unterscheiden wir

wie bei der Definition von Ψω entsprechend der Parität von α und β

vier Fälle:

Fall (1): α ≡ 0, β ≡ 0 mod 2

Ψ−1
ω (v, F ; a+, a−)

= η−1(F, a+, a−) ◦ p+ 2σ(v) ◦ p+ 〈v, [ε−1(F, a+, a−)]−1(v)〉

Fall (2): α ≡ 1, β ≡ 0 mod 2 und

Fall (3): α ≡ 0, β ≡ 1 mod 2.

Ψ−1
ω (v, F ; a+, a−, c)

= η−1(F, a+, a−) ◦ p+ 2σ(v) ◦ p+ 〈v, [ε−1(F, a+, a−)]−1(v)〉
− c.
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Fall (4): α ≡ 1, β ≡ 1 mod 2

Ψ−1
ω (t, v′, v′′, F ; a+, a−, b) = η−1(F, a+, a−)◦p+2σ(v′+bv′′)◦p+2t

Dabei ist p : X → V die nach Wahl von x0 ∈ X durch Beschränkung

der Projektion X̂ → V mit p(x0) = 0 definierte Abbildung und

σ : V → V ∗ der kanonische Isomorphismus, also σ(v)(w) = 〈v, w〉.
Man verifiziert unter Benutzung der Definitionen ohne Schwierigkei-

ten, dass Ψω und Ψ−1
ω stetig und zueinander invers, und dass sie mit der

Operation von I(X) verträglich sind. Da Yω kanonisch homöomorph

zum Quotienten Zω/ I(X) ist, induziert Ψω auch einen Homöomor-

phismus χω : Qω/ I(X) → Yω. Dass χω ein Homöomorphismus ist,

folgt auch direkt aus Satz 13.146.

(vii) Die Aussage folgt trivial aus (iv).

(viii) Die Formel für ϕ(π) folgt leicht aus der Homöomorphie von F(V )π

mit GL(n,R)/Pπ. Die übrigen Dimensionsformeln folgen dann trivial

aus (vii) und den Definitionen von Xω, Yω, Zω.

Damit ist Satz 13.163 vollständig bewiesen.

Nachdem wir für den Raum Q(X) der quadratischen Funktionen eine

der affin-euklidischen Rechtsäquivalenz angepasste Stratifikation gefunden

haben, suchen wir für den Raum Q̃(X) der Quadriken ebenfalls eine

Stratifikation, die der euklidischen Äquivalenz angepasst ist. Q̃(X) entsteht

aus Q(X) durch Entfernen der vier Strata Qω mit ω = (α, β; ∅, ∅) und an-

schließendem Übergang zum Orbitraum der kanonischen R∗-Operation. Im

Folgenden sei daher ω 6= (α, β; ∅, ∅). Die multiplikative Gruppe R+ operiert

fixpunktfrei auf den Strata Qω und auf Qω/ I(X). Die Multiplikation mit

−1 ∈ R∗ hingegen vertauscht involutiv die Strata Qω und Qκ(ω). Dabei ist

κ : Ωn → Ωn die oben definierte Involution: κ(α, β;π+, π−) = (β, α;π−, π+).

Für jedes ω ∈ Ωn operiert die Gruppe R∗ × I(X) also auf der Vereinigung

Qω ∪Qκ(ω).
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Wie sehen die Isotropiegruppen dieser Operation aus? Wenn κ(ω) 6= ω,

sind sie für alle Punkte von Qω ∪ Qκ(ω) in I(X) enthalten und zueinander

konjugiert. Für κ(ω) = ω hingegen muss man zwei Fälle unterscheiden: Für

f ∈ Qω mit a+(f) 6= a−(f) ist die Isotropiegruppe wieder eine Untergruppe

von I(X). Im Fall a+(f) = a−(f) hingegen ist die Isotropiegruppe I(X)f

von f in I(X) vom Index 2 in der Isotropiegruppe (R∗ × I(X))f von f in

R∗ × I(X). Dadurch sehen wir uns zu einer entsprechenden Verfeinerung

der Stratifikation gezwungen.

Auf den ersten Blick könnte es so scheinen, als ob es genügte, für die ω mit

κ(ω) = ω das Stratum Qω in die durch a+(f) 6= a−(f) bzw. a+(f) = a−(f)

definierten Teilmengen zu zerlegen. Ganz so einfach liegen die Dinge aber

nun doch nicht, und zwar deswegen, weil wir durch die Verfeinerung ja wieder

eine Stratifikation definieren wollen, so dass also für die neuen Strata die

abgeschlossene Hülle jedes Stratums auch wieder eine Vereinigung von Strata

ist. Dies zwingt uns dazu, alle diejenigen Qω ∪ Qκ(ω) zu zerlegen, für die ω

von der Form (α, β;π, π) ist, und auf diese Weise kommen wir schließlich zu

der im Folgenden beschriebenen Konstruktion. Wir beschreiben zunächst

die teilweise geordnete Menge Ω̃n, die wir zur Indizierung der Strata von

Q̃(X) benutzen werden, und schicken zu diesem Zweck ein Lemma über

Quotientenordnungen voraus.

Lemma 13.164

M sei eine durch die Teilordnung > teilweise geordnete Menge, und G eine

endliche Gruppe, die ordnungserhaltend von links auf M operiert. Dann

induziert die Teilordnung > eine Teilordnung auf dem Orbitraum M/G.

Diese ist durch die folgende Bedingung definiert:

Gx ≤ Gy ⇔ ∃g ∈ G x ≤ g(y).

Beweis: Übung.

Definition:

Ωn sei die früher definierte teilgeordnete Menge.

Ω′n := {(α, β;π+, π−) ∈ Ωn | (π+, π−) 6= (∅, ∅)}.
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Ω′n sei mit der von Ωn induzierten Teilordnung versehen.

{0, 1} sei teilgeordnet durch 1 > 0.

Ω′n × {0, 1} sei teilgeordnet durch die Produktordnung.

Ω1
n := Ω′n × {1}

Ω0
n := {(α, β;π+, π−) ∈ Ω′n | π+ = π−} × {0}

Ω1
n ∪ Ω0

n sei mit der von Ω′n × {0, 1} induzierten Teilordnung versehen.

κ̃ : Ω1
n ∪ Ω0

n → Ω1
n ∪ Ω0

n sei die folgende Involution:

κ̃(α, β;π+, π−; δ) = (β, α;π−, π+; δ).

Ω̃n sei der teilgeordnete Orbitraum gemäß 13.164:

Ω̃n = Ω1
n ∪ Ω0

n/{1, κ̃}

Notation: Die Restklasse (ω, δ) ∈ Ω1
n ∪ Ω0

n ⊂ Ω′n × {0, 1} in Ω̃n bezeichnen

wir mit [ω, δ] bzw. ausführlicher für ω = (α, β;π+, π−) und δ ∈ {0, 1} mit

ω̃ = [α, β;π+, π−; δ].

Bemerkung:

Offenbar gilt für die Teilordnung auf Ω̃n:

[ω, δ] ≥ [ω′, δ′]⇐⇒ δ ≥ δ′ und ω ≥ ω′ oder ω ≥ κ(ω′)

Definition:

X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum, und

Q̃(X) = Q(X) ∗ /R∗ sei der Raum der affinen Quadriken in X. Wir

definieren wie folgt eine Zerlegung

Q̃(X) = ∪ω̃∈Ω̃n
Q̃ω̃.

Für ω = (α, β;π+, π−) und ω̃ = [ω, δ] setzen wir:

Qω̃ :=


Qω ∪Qκ(ω)/R∗ wenn π+ 6= π−

{f ∈ Qω ∪Qκ(ω) | a+(f) 6= a−(f)}/R∗ wenn π+ = π−, ε = 1

{f ∈ Qω ∪Qκ(ω) | a+(f) = a−(f)}/R∗ wenn π+ = π−, ε = 0.
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Satz 13.165

X sei ein n-dimensionaler euklidischer affiner Raum, I(X) seine Isometrie-

gruppe und Q̃(X) der Raum der affinen Quadriken in X. Dann gilt:

(i) Q̃(X) = ∪ω̃∈Ω̃n
Q̃ω̃ ist eine Stratifikation von Q̃(X).

(ii) Diese Stratifikation ist eine Verfeinerung der in Satz 13.153 beschrie-

benen Stratifikation durch affine Äquivalenzklassen Q(X) = ∪Q̃αβ.

(iii) Die Zahl der Strata ist

2n−3(7n+ 13) + 13 · 2m−2 − 6 für n = 2m

2n−3(7n+ 13) + 16 · 2m−2 − 6 für n = 2m+ 1.

(iv) Q̃ω̃ ⊃ Q̃ω̃′ ⇐⇒ ω̃ ≥ ω̃′

(v) Die Stratifikation ist I(X)-invariant.

Q̃ω → Q̃ω̃/ I(X) ist ein lokaltriviales Faserbündel. Für ω̃ = [ω, δ] ist

seine Faser die Mannigfaltigkeit Xω. Basis und Totalraum sind Man-

nigfaltigkeiten, die sich leicht mit Hilfe der Faserbündel Zω → Yω von

Satz 13.163 explizit beschreiben lassen. Insbesondere gilt für ihre Di-

mensionen

µ̃(ω̃) =

µ(ω)− 1 wenn ε = 1

[µ(ω)−1
2 ] wenn ε = 0

ν̃(ω̃) = µ̃(ω̃) + λ(ω).

Dabei sind µ(ω) und λ(ω) wie in 13.163 definiert.

Beweis:

Der Beweis bietet gegenüber dem Beweis von Satz 13.163 wenig Neues. Wir

beschränken uns daher auf den wesentlichen Punkt, d.h. die Aussage (iv).

Die Notwendigkeit der Bedingung ω̃ ≥ ω̃′ ist trivial. Dass die Bedingung

[ω, δ] ≥ [ω′, δ′] auch hinreichend ist, folgt für δ = 1 aus 13.163 und aus

Q̃[ω,δ] ⊃ Q̃ω/R∗. Es bleibt der Fall ε = 0 zu untersuchen. Dieser Fall
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spaltet sich wieder in eine Reihe von Teilfällen, die meist trivial und wie

früher zu behandeln sind. Der einzige interessante Fall ist der Folgen-

de: ω̃ = [α, α, π, π; 0] und ω̃′ = [α′, α′;π′, π′; 0] mit π = (p1, . . . , pk) und

π′ = (p1, . . . , pk−1) sowie α = 2|π| und α′ = 2|π′|+1. Es sei a ∈ Λπ′ beliebig.

Mit den gleichen Notationen wie im Beweis von 13.163 setzen wir:

ft = fa,a,π′,π′ + t2
pk∑
ν=1

(xn−ν+1 + t−2)− t2
pk∑
ν=1

(xn−pk+1−ν + t−2)2

Für genügend kleines t > 0 repräsentiert ft ein Element aus Q̃ω̃ und limt→0 ft

ein Element aus Q̃ω̃, welches bei Variation von a ein Repräsentantensystem

von Q̃ω̃/ I(X) durchläuft. Daher folgt Q̃ω̃ ⊃ Q̃ω̃, und das war zu zeigen.

Zur Illustration des Satzes folgen eine Tabelle (Seite 362) der 36 Strata

Q̃ω̃ für dimX = 3 sowie das zu dieser Stratifikation gehörige Adjazenz-

Diagramm. Zur Abkürzung haben wir dabei die zu [α, β;π+, π−; δ] gehörigen

Strata mit αβa, αβb, αβc usw. indiziert bzw. mit αβ, wenn nur ein Stratum

zu (α, β) vorhanden ist.
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αβ (π+;π−) δ Typ der Quadriken in Q̃ω̃, ν̃ µ̃
ω̃ = [α, β;π+, π−; δ]

07 a (∅; 1, 1, 1) 1 dreiachsiges imaginäres Ellipsoid 9 3
b (∅; 1, 2) 1 abgeplattetes imaginäres Rotationsellipsoid 7 2
c (∅; 2, 1) 1 gestrecktes imaginäres Rotationsellipsoid 7 2
d (∅; 3) 1 imaginäre Sphäre 4 1

16 a (∅; 1, 1, 1) 1 dreiachsiges reelles Ellipsoid 9 3
b (∅; 1, 2) 1 abgeplattetes reelles Rotationsellipsoid 7 2
c (∅; 2, 1) 1 gestrecktes reelles Rotationsellipsoid 7 2
d (∅; 3) 1 Sphäre 4 1

25 a (1; 1, 1) 1 elliptisches zweischaliges Hyperboloid 9 3
b (1; 2) 1 zweischaliges Rotationshyperboloid 7 2

34 a (1; 1, 1) 1 elliptisches einschaliges Hyperboloid 9 3
b (1; 2) 1 einschaliges Rotationshyperboloid 7 2

06 a (∅; 1, 1, 1) 1 allgemeiner imaginärer Kegel 8 2
b (∅; 1, 2) 1 imaginärer Rotationskegel 1. Art 6 1
c (∅; 2, 1) 1 imaginärer Rotationskegel 2. Art 6 1
d (∅; 3) 1 sphärischer imaginärer Kegel 3 0

15 a (∅; 1, 1) 1 elliptisches Paraboloid 8 2
b (∅; 2) 1 Rotationsparaboloid 6 1

24 a (1; 1, 1) 1 elliptischer reeller Kegel 8 2
b (1; 2) 1 reeller Rotationskegel 6 1

33 a (1; 1) 1 allgemeines hyperbolisches Paraboloid 8 2
b (1; 1) 0 orthogonales hyperbolisches Paraboloid 7 1

05 a (∅; 1, 1) 1 elliptischer imaginärer Zylinder 7 2
b (∅; 2) 1 imaginärer Rotationszylinder 5 1

14 a (∅; 1, 1) 1 elliptischer Zylinder 7 2
b (∅; 2) 1 Rotationszylinder 5 1

23 a (1; 1) 1 allgemeiner hyperbolischer Zylinder 7 2
b (1; 1) 0 orthogonaler hyperbolischer Zylinder 6 1

04 a (∅; 1, 1) 1 allgemeines imaginäres Ebenenpaar 6 1
b (∅; 2) 1 orthogonales imaginäres Ebenenpaar 4 0

13 (∅; 1) 1 parabolischer Zylinder 6 1

22 a (1; 1) 1 allgemeines reelles Ebenenpaar 6 1
b (1; 1) 0 orthogonales reelles Ebenenpaar 5 0

03 (∅; 1) 1 imaginäre Parallelebenen 4 1

12 (∅; 1) 1 reelle Parallelebenen 4 1

02 (∅; 1) 1 Doppelebene 3 0
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Es ist eine gute Übung, sich die Adjazenzrelationen Q̃ω̃ ⊃ Q̃ω̃′ , ω̃ m ω̃′, für

aufeinanderfolgende Strata dadurch zu veranschaulichen, dass man sich vor-

stellt, wie für Quadriken aus Q̃ω̃ ihre Nullstellengebilde im 3-dimensionalen

Raum in Nullstellengebilde von Quadriken aus Q̃ω̃′ entarten.

Nachdem wir den Raum der Quadriken Q̃(X) und damit auch den Orbi-

traum Q̃(X)/ I(X) in Strata zerlegt haben, wollen wir nun zum Schluss

die Teile, d.h. die Strata, soweit wie möglich wieder zusaramenfügen. Die

früheren Diskussionen haben uns gelehrt, die Topologie von Orbiträumen

mit Vorsicht zu betrachten. Der Leser wird also den Raum Q̃(X)/ I(X)

bzw. die drei Teilräume Q̃(X)0/ I(X), Q̃(X)′/ I(X), Q̃(X)′′/ I(X) nicht mit

den topologischen Räumen verwechseln, auf die wir diese Orbiträume im

folgenden bijektiv abbilden.

Wir kehren zurück zu den in Proposition 13.149 beschriebenen bijektiven

Abbildungen

Q̃(X)0/ I(X) −→ Dn

Q̃(X)′/ I(X) −→ Dn × R∗

Q̃(X)′′/ I(X) −→ Dn−1 × R+.

Um zu entsprechenden Abbildungen für den Raum Q̃(Rn) der Quadriken zu

kommen, definieren wir folgende Räume und Gruppenoperationen.

Q̃(Rn)0 := Q(Rn)0 ∩Q(Rn)∗/R∗,

Q̃(Rn)′ := Q(Rn)′ ∩Q(Rn)∗/R∗,

Q̃(Rn)′′ := Q(Rn)′′ ∩Q(Rn)∗/R∗,

D̃∗n := D̃n \ {0},
D∗n := Dn \ {0}.

Wir definieren mehrere Operationen von R∗. Die Gruppe R∗ operiert kano-

nisch auf Q(Rn)∗ durch λ(f) := λ◦f , und dadurch wird eine Operation von
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R∗ auf Q(Rn)∗/ I(n,R) induziert. Außerdem operiert R∗ auf D∗n durch

λ(c1, . . . , cn) := (λc1, λ
2c2, . . . , λ

ncn),

und analog operiert R∗ auf Dn−1. Ferner operiert R∗ auf D∗n × R∗ durch

λ(c1, . . . , cn; c) := (λc1, λ
2c2, . . . , λ

ncn;λc).

Schließlich operiert R∗ auf Dn−1 × R+ durch

λ(c1, . . . , cn−1; b) := (λc1, λ
2c2, . . . , λ

n−1cn−1; |λ|b).

Bezüglich dieser Operationen sind die obigen drei Abbildungen äquivariant.

Daher ergibt sich aus Proposition 13.149 die folgende Proposition.

Proposition 13.166

Der Orbitraum des Raumes der Quadriken in Rn ist die folgende Vereinigung

von Teilräumen:

Q̃(Rn)/ I(n,R) = Q̃(Rn)0/ I(n,R) ∪ Q̃(Rn)′/ I(n,R) ∪ Q̃(Rn)′′/ I(n,R).

Diese drei Teilräume werden wie folgt durch bijektive Abbildungen parame-

trisiert:

Q̃(Rn)0/ I(n,R) −→ D∗n/R∗,

Q̃(Rn)′/ I(n,R) −→ D∗n,

Q̃(Rn)′′/ I(n,R) −→ D∗n−1/{±1}.

Diese Abbildungen sind mittels der in Proposition 13.149 eingeführten Funk-

tionen und der obigen Operationen von R∗ durch die folgenden Zuordnungen

induziert:

f 7−→ χ(f̄)

f 7−→ c(f)−1χ(f̄)

f 7−→ b(f)−1χ′′(f̄).
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Beweis: Übung.

Wir wollen für n = 3 die drei Parameterräume D∗3, D∗3/R∗ und D∗2/±1

zusammen mit ihrer Stratifikation durch die Bilder der 36 Strata Q̃ω̃, die

in der obigen Tabelle aufgeführt sind, möglichst explizit und konstruktiv

beschreiben. Die Ergebnisse sind in Satz 13.167 zusammengefasst.

Am einfachsten ist die Beschreibung von D∗2/±1. Man erhält einen

Homöomorphismus

D∗2/±1 −→ [−1

2
,
1

2
]× R+

durch die folgende Zuordnung:

(c1, c2) 7−→ (c2(c2
1 − 2c2)−1, c2

1 − 2c2)

Dabei ist das Intervall [−1
2 ,

1
2 ]× {1} gerade das Bild der 1-Sphäre S1 ⊂ R2

bezüglich der Komposition der Abbildung σ : R2 \ {0} → D∗2, die durch

σ(a1, a2) = (−(a1 + a2), a1a2) definiert ist, mit der Restklassenabbildung

D∗2 → D∗2/±1 und mit dem obigen Homöomorphismus. Die Bilder der

fünf Strata Q̃ω̃ ⊂ Q̃(R3)′′ in D∗2/±1 gemäß 13.166 gehen bei dem obigen

Homöomorphismus in Produkte von R+ mit Teilintervallen von [−1
2 ,

1
2 ] über.

Sie sind daher durch ihre Projektionen in [−1
2 ,

1
2 ] charakterisiert. Wir be-

zeichnen die entsprechenden fünf Strata in [−1
2 ,

1
2 ] wie in der obigen Tabelle.

Die Stratifikation ist die Folgende:

Nun wollen wir D∗3 beschreiben. Dazu gehen wir am besten von dem in Pro-

position 13.147 beschriebenen Homöomorphismus σ : D̃∗n → D∗n aus. Man

hat ferner einen kanonischen Homöomorphismus (D̃n ∩ Sn−1) × R+ → D̃∗n,

der (a, λ) auf λa abbildet.
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Durch Komposition mit σ erhält man unter Benutzung der oben definierten

Operation von R+ auf D∗n einen Homöomorphismus

σ(D̃n ∩ Sn−1)× R+ → D∗n

durch die Zuordnung (c, λ) 7→ λ(c). Bei dem hierzu inversen Homöomor-

phismus gehen die in D∗n gelegenen Bilder der Strata Q̃ω̃ in Teilmengen der

Form Sω̃×R+ mit Sω̃ ⊂ σ(D̃n∩Sn−1) über. Es genügt daher, σ(D̃n∩Sn−1)

und die Stratifikation dieser Menge durch die Sω̃ für n = 3 zu beschreiben.

Dazu beschreiben wir zuerst die entsprechende Stratifikation von D̃3 ∩ S2.

Die Beschreibung von D̃3 ∩ S2 ist sehr einfach. Diese Menge ist ein von

zwei Großkreisbögen begrenztes Zweieck auf S2, welches durch seine Durch-

schnitte mit den Oktanten von R3, mit den Koordinatenebenen und den

Koordinatenachsen stratifiziert wird.

Das Bild auf Seite 367 zeigt dieses Kreisbogenzweieck in stereographischer

Projektion mit seiner Stratifikation und darunter in homologer Lage die

Indizierung der Strata entsprechend der Tabelle.

Die Beschreibung der Stratifikation durch Gleichungen und Ungleichungen

für die
”
Eigenwerte“ a1, a2, a3 des Hauptteils der quadratischen Funktionen

ist zwar einfach, aber sie ist nicht konstruktiv. Konstruktiv ist hingegen ei-

ne Beschreibung durch Gleichungen und Ungleichungen für die elementar

symmetrischen Funktionen der ai, also eine Beschreibung durch Angabe der

Strata Sω̃ von σ(D̃3 ∩ S2).
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Stratifikation des Raumes der quadratischen Funktionen

a1x
2
1 + a2x

2
2 + a3x

2
3 + 1 = 0, a1 ≥ a2 ≥ a3, ‖a‖ = 1

Wir erinnern an die Definition der Abbildung σ : D̃3 → D3. Es ist

σ(a) = (−σ1(a), σ2(a),−σ3(a)), wobei σi die i-te elementarsymmetrische

Funktion von a = (a1, a2, a3) ist. Für a ∈ S2 gilt a2
1 + a2

2 + a2
3 = 1, also

σ2
1−2σ2 = 1. Das Bild σ(D̃3∩S2) von D̃3∩S2 ist also der Durchschnitt von

D3 mit dem parabolischen Zylinder c2
1 − 2c2 = 1. Der Rand dieses Bildbe-

reiches ist der Durchschnitt der Diskriminantenfläche ∆3 = 0 mit dem pa-

rabolischen Zylinder. Durch Betrachten des Bildes der Diskriminantenkurve

macht man sich leicht eine Vorstellung von der Gestalt dieser Schnittkurve.

Analytisch können wir sie wie folgt beschreiben.

Durch Projektion der Zylinderfläche auf die (c1, c3)-Ebene, also durch Eli-

mination von c2, entsteht aus der Schnittkurve eine ebene Sextik mit der

folgenden Gleichung:

(54c3 + 9c1 − 5c3
1)2 + 2(c2

1 − 3)3 = 0 (*)

Es folgen zwei Bilder auf Seite 368.
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Ersteres, welches man sich am einfachsten als das σ-Bild des durch a1 = a2

definierten und geeignet parametrisierten Großkreises auf der Sphäre a1 +

a2 +a3 = 1 verschafft, zeigt diese ebene Sextik. Bild zwei zeigt in homologer

Lage die Stratifikation von σ(D̃3 ∩ S2) durch die Bilder der 20 Strata Q̃ω̃,

für die ω̃ = [α, β;π+, π−; δ] mit α+ β ≡ 1 mod 2 gilt.

Sextik

Stratifikation von σ(D̃3 ∩ S2) in homologer Lage

Wir wollen schließlich D∗3/R∗ beschreiben. Die Inklusion σ(D̃3 ∩ S2) ↪→ D∗3
induziert einen Homöomorphismus

σ(D̃3 ∩ S2)/{±1} ∼=−→ D∗3/R∗.

Dabei operiert −1 ∈ R∗ auf D∗3 durch (c1, c2, c3) 7→ (−c1, c2,−c3), also auf

der (c1, c3)-Ebene, in die wir σ(D̃3 ∩ S2) homöomorph abgebildet haben,
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durch (c1, c3) 7→ (−c1,−c3). Der Quotient R2/{±1} der (c1, c3)-Ebene iden-

tifiziert sich durch die Zuordnung (c1, c3) 7→ (c2
1, c

2
3, c1c3) ∈ R3 mit dem

Halbkegel in R3, der durch die Gleichung ξη − ζ2 = 0 und die Ungleichung

ξ+η ≥ 0 beschrieben wird. In der Ebene ξ+η = 0 wählen wir die orthogona-

len cartesischen Koordinaten x = ξ− η und y = ζ und bilden den Halbkegel

durch die Zuordnung (ξ, η, ζ) 7→ (x, y) homöomorph auf die Ebene ab. Diese

Projektion überführt das Bild der Randkurve von σ(D̃3 ∩ S2)/{±1} in die

ebene Sextik mit der folgenden Gleichung:

− 4− 206x+ 144y + 532x2 + 3668xy + 11457y2

− 430x3 − 2016x2y − 590xy2 − 4232y3

+ 108x4 − 36x3y + 437x2y2 − 28xy3 + 610y4

− 20x2y3 + 4xy4 − 40y5 + y6 = 0

(**)

Das folgende Bild zeigt die durch diese Gleichung beschriebene Kurve:

Das Innere dieser Kurve einschließlich des Randes ist das homöomorphe

Bild von σ(D̃3 ∩ S2)/{±1}. Dieser Bereich wird durch die Bilder der 11

Strata Q̃ω̃ mit ω̃ = [α, β;π+, π−; δ] und α, β ≡ 0(2) stratifiziert wie durch

das Bild auf Seite 370 dargelegt.
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Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.

Satz 13.167

(i) Der Raum Q̃(X) aller Quadriken in einem 3-dimensionalen euklidi-

schen affinen Raum X zerfällt durch die in Satz 13.165 beschriebene

Stratifikation in 36 Strata Q̃ω̃, ω̃ ∈ Ω̃3. Dabei ist ω̃ = [α, β;π+, π−; δ],

und (α, β) durchläuft alle Paare ganzer Zahlen mit 0 ≤ α ≤ β, α+β ≤
7 und (α, β) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 1). Ferner ist δ = 0 oder δ = 1, und π+

bzw. π− sind geordnete Partitionen von [α/2] bzw. [β/2]. Für δ = 0

gilt π+ = π−.

(ii) Die obige Tabelle zu diesem Satz enthält diese 36 Strata zusammen

mit den Zahlen ν̃ = dim Q̃ω̃ und y = dim Q̃ω̃/ I(X).

(iii) Die Adjazenzordnung der Strata ist die auf Ω̃3 definierte Teilordnung.

Das obige Adjazenzdiagramm beschreibt die Nachfolgerelation für die-

se Teilordnung.

(iv) Das Stratum, zu dem eine gegebene Quadrik [f ] ∈ Q̃(X) gehört, lässt

sich wie folgt durch rationale Operationen aus den Koeffizienten einer

zu [f ] gehörigen quadratischen Funktion f ∈ Q(X) bestimmen.

Stratifikation des homöomorphen Bildes von σ(D̃3 ∩ S2)/{±1}

Zunächst bestimmt man die Ränge r(f̄) und r(f̂) der zu f gehörigen qua-

dratischen Formen f̄ und f̂ , also des Hauptteils und der Homogenisierung.
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Dadurch erhält man eine disjunkte Zerlegung von Q̃(X) in drei Teilmengen:

Q̃(X)0 = {[f ] | r(f) = r(f̄)} =
⋃

α,β≡0 mod 2

Q̃ω̃

Q̃(X)′ = {[f ] | r(f̂) = r(f̄) + 1} =
⋃

α+β≡1 mod 2

Q̃ω̃

Q̃(X)′′ = {[f ] | r(f̂) = r(f̄) + 2} =
⋃

α,β≡1 mod 2

Q̃ω̃

Ferner definiert man für jeden der drei Fälle einen Bereich D0 bzw. D′ bzw.

D′′, und zwar wie folgt: D′′ ist das Intervall [−1
2 ,

1
2 ], und D′ bzw. D0 sind

die abgeschlossenen Teilmengen von R2 im Inneren der Kurven mit den

Gleichungen (*) bzw. (**). Diese Bereiche werden wie folgt in 5 bzw. 20

bzw. 11 Strata zerlegt:
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Schließlich definieren wir wie folgt Abbildungen auf diese Bereiche mit Hilfe

der Koeffizienten c1, c2, c3 des charakteristischen Polynoms x3+c1x
2+c2x+

c3 von f̄

Q̃(X)′′ → D′′ [f ] 7→ c2(c2
1 − 2c2)−1

Q̃(X)′ → D′ [f ] 7→ (c1(c2
1 − 2c2)−1/2, c3(c2

1 − 2c2)−3/2)

Q̃(X)0 → D0 [f ] 7→ (c2
1(c2

1 − 2c2)−1 − c2
3(c2

1 − 2c2)−3, c1c3(c2
1 − 2c2)−2)

Dann liegt [f ] genau dann im Stratum Q̃ω̃ wenn das Bild von [f ] in dem

entsprechend bezeichneten Stratum von D0 bzw. D′ bzw. D′′ liegt.

Bemerkung:

Alle Adjazenzrelationen der Strata von D0, D′, D′′ kommen von Adjazenz-

relationen der Strata von Q̃(X). Aber die Umkehrung gilt nur für D0 und

D′′. In D′ gibt es nichtadjazente Paare von Strata, z.B. 25a und 14a, deren

zugehörige Strata in Q̃(X) adjazent sind.

Wir sind am Ende unserer Untersuchung der Quadriken im euklidischen

Raum. Was wir herausgefunden haben, wusste im Grunde schon Archi-

medes. In seiner Schrift über Paraboloide, Hyperboloide und Ellipsoide

schreibt er:

”
Über Ellipsoide ist Folgendes vorauszuschicken: Wenn eine Ellipse sich um

ihre große Achse dreht, so soll die Rotationsfigur ein verlängertes Ellipsoid,

wenn sie sich um ihre kleine Achse dreht, so soll die Rotationsfigur ein

abgeplattetes Ellipsoid genannt werden.“

Der Sinn unserer Untersuchung war es, eine solche qualitative Unterschei-

dung geometrischer Gestalten der einfachsten Flächen im euklidischen

Raume aus einem allgemeinen Prinzip abzuleiten, welches auch für höhere

Dimensionen Ordnung in die Vielfalt der Formen von Quadriken bringt und

uns verstehen lässt, wie diese verschiedenen Formen trotz ihrer qualitativen

Verschiedenheit stetig ineinander übergehen. Um ein solches Verständnis

zu erreichen, konnten wir uns nicht darauf beschränken, die üblichen Nor-
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malformen abzuleiten, sondern mussten schrittweise jene Ordnungsstruktur

herausarbeiten, durch welche die Mannigfaltigkeit der Formen strukturiert

wird. Nun ist wenigstens dies eine Ziel erreicht. Aber es ist nicht mehr

als das, was – wie Archimedes sagt – einer Abhandlung über Quadriken

eigentlich nur
”
vorauszuschicken“ wäre.

Im Laufe der Jahrhunderte haben die Mathematiker eine große Zahl der

verschiedenartigsten schönen Untersuchungen über Kegelschnitte angestellt

und auch über ihre höherdimensionalen Analoga, die Quadriken. Einen

Überblick über diese Untersuchungen findet man in der Encyclopädie der

mathematischen Wissenschaften, Band III C.1 und III C.2 in den Artikeln

von F. Dingeldey
”
Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme“ [11] und von

O. Staude
”
Flächen 2. Ordnung und ihre Systeme und Durchdringungskur-

ven“ [32]. Vieles davon findet man auch in den Bänden II, III und IV der

”
Principles of Geometry“ von H. Baker [3], und eine schöne Auswahl gibt

Berger im Band 4 seiner
”
Geometrie“ [5]. Da ich von all dem hier nichts

vermittelt habe, bitte ich den Leser, eins dieser Bücher selber aufzuschlagen

und so einen Eindruck zu gewinnen von der Vielfalt und Schönheit der

Geometrie einer vergangenen Zeit.

Vergangen? Vielleicht. Aber nicht tot. Diese Geometrie ist immer noch Teil

unserer Wirklichkeit. Vor kurzem entdeckte der japanische Mathematiker

Isao Naruki eine wunderschöne Konfiguration von fünf ebenen Kegelschnit-

ten. Man findet sie in seiner Arbeit:
”
On pentagram arrangements of conics.“

Zwei Kegelschnitte in der Ebene können sich entweder gar nicht oder aber

in einem Punkt oder in zwei Punkten berühren. In dieser Hinsicht können

wir die Konfiguration durch einen Graphen mit zwei Arten von Kanten dar-

stellen. Die Eckpunkte des Graphen entsprechen den Kegelschnitten. Zwei

Eckpunkte werden durch eine Kante erster oder zweiter Art verbunden,

wenn sich die entsprechenden Kegelschnitte in einem bzw. in zwei Punkten

berühren. In der Zeichnung stellen wir die Kanten erster bzw. zweiter Art

durch dünn oder dick ausgezogene Linien dar. Hier ist nun der Graph der

Konfiguration von Isao Naruki:
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[225. 226.] Zweiter Tag. 217

Simpl; Nein.

Salv. Sagt mir demnächst, ob von den vielen Linien, die man
zwischen ZAvei Punkten ziehen kann, aiifser einer geraden Linie noch

eine andere moghch ist.

Simpl. Nein.

Salv. Ihr seht auch ein, dafs diese einzige gerade Linie notwendig

kürzer sein mufs als jede andere.

Simpl. Ich sehe es ein und hin auch im Besitze eines klaren

Beweises dafür, welcher von einem bedeutenden peripatetischen Philo-

sophen herrührt. Ich glaube, wenn ich mich recht erinnere, dafs er

damit einen Tadel gegen Archimedes verbindet, weil dieser den Satz

als bekaimt voraussetzt, während er ihn hätte beweisen können.

Salv. Das mufs ein grofser Mathematiker gewesen sein, der zu

beweisen imstande war, was Archimedes weder bewies, noch beweisen

konnte. Wenn Ihr Euch des Beweises erinnertet, würde ich ihn gerne

hören; denn ich entsinne mich sehr wohl, dafs Archimedes in den

Büchern über die Kugel und den Cylinder diese Behauptung unter die

Postulate verweist, imd ich bin daher überzeugt, dafs er sie für unbe-

weisbar hielt.

Simpl. Ich werde mich des Beweises wohl noch erinnern, denn

er ist sehr kurz und leicht.

Salv. Um so gröfser die Schande für Archimedes und der Ruhm
Evieres Philosophen.

Simpl. Ich will dieselbe Figur entwerfen wie er. Zwischen den

Punkten A, B zieht er die gerade Linie

AB und die krumme A O-B^nnd will zeigen,

dafs die gerade Linie die kürzere von beiden

ist. Der Beweis lautet folgendermafsen:

er nimmt auf der Kurve einen Punkt an, er heifse C, imd zieht zwei Beweis eine*
'

_
'

. . Peripatetikers,

weitere gerade Linien AC, CB. Diese beiden zusammen sind, wie Jars die gerade
'^ '

. . ^ Linie von aUen

Euklid beweist, gröfser als die eine AB. Die krumme Linie ^1 Cii die kürzeste ist.

aber ist gröfser als die beiden geraden AC, C B; also wird die krumme

AGB a fortiori viel gröfser sein als die gerade AB, was zu be-

weisen war.

Salv. Ich glaube, wenn man alle Fehlschlüsse der Welt zusammen- i-ehisci.iurs

suchte, könnte man kein passenderes Beispiel als dieses für den ppripatetikers,
'

. II- ^^^ ignotmn per

gröbsten aller Schlufsfehler finden, nämlich für den, welcher ignotum ianotius bovidst.

per ignotms beweist. ''^^')

Simpl. Inwiefern?

Salv. Ihr fragt noch? Ist nicht die unl)ekannte Schlufsfolge-

rung, Avelche Ihr beweisen wollt, die, dafs die Kurve ACB länger ist
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Inhaltes eines Polyeders.” Berichte über die Verhandlungen der
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[33] Szabó, Á. 1969. Anfänge der griechischen Mathematik: Mit Abbildun-

gen. Oldenbourg. 29

[34] Tits, Jacques. 1955. “Sur certaines classes d’espaces homogènes de
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äußeres Produkt, 98

Automorphismus

innerer, 218

Axiom der freien Beweglichkeit,

30

Axonometrie

dimetrisch orthogonal, 308

Bündel, Hopf, 224

Basispunkt, 201

Basisraum, 223

beste Näherung, 64

Bewegung

eigentliche, 12

Bewegungen, 12

Bogen

einfacher, 41

parametrisierter einfacher ,

41

Bogenlänge, 67

Bogenlange, 83

Bottscher Periodizitätssatz, 173

Cauchysche Ungleichung, 49

Clifford-Algebra, siehe Algebra,

209

Clifford-Gruppe, 174

reduzierte, 174

spezielle, 174

Vektordarstellung, 176

cosecans, 93

cosinus, 93

Additionstheorem, 96

Cosinussatz, 109

cotangens, 93

Darstellung, 175

-sraum, 175

Fundamentale, 189

Halb-Spin-, 192

halbeinfache, 188

Matrix, Tensorprodukt, 189

Matrix-, 187

Spin-, 192

treu, 175

voll reduzible, 188

vollstandig zerlegbare, 188

Zerfall, 188

Zerlegbare, 187

Decktransformation, 84

deckungsgleich, 29

Dimension

des Eigenraumes, 217

des maximalen

Translationsunterraumes,

217

Dirac-Gleichung, 209

Dirac-Matrix, 212

Dirac-Operato, 211

Diracsche Wellengleichung, 212

Divisionsalgebra, siehe Algebra

Drehachse

orientiert, 244

orientierte, 266

Drehpunkt, 242

Drehsinn, 260



Detailliertes Inhaltsverzeichnis 393

negativ, 242

negativer, 260

positiv, 242

positiver, 260

Drehung

links, 244

rechts, 244

Drehungen, 12

Drehwinkel, 242

Dreieck, 101

Eckpunkt, 103

Eulersches sphärisches, 116
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Apéry, François, 147

Apollonius, 1

Appolonius, 271

Archimedes, 1, 51, 60, 64, 271
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